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Objetivos de Aprendizagem

Após estudo cuidadoso deste capítulo você deverá ser capaz de:

1. Compreender e descrever espaços amostrais e eventos de experimentos 
aleatórios, por meio de gráficos, tabelas, listas e diagramas de árvore;

2. Interpretar probabilidades e utilizar as probabilidades de um resultado, para 
calcular as probabilidades de eventos em espaços amostrais discretos;

3. Calcular probabilidades de eventos conjuntos, tais como uniões e 
interseções, a partir de probabilidades de eventos individuais;

4. Interpretar e calcular a probabilidade condicional de eventos;

5. Determinar a independência de eventos e utilizar a independência para 
calcular probabilidades;

6. Utilizar o teorema de Bayes para calcular probabilidades condicionais;

7. Entender variáveis aleatórias.
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.1 Introdução

Fig. 2.1 Interação contínua entre o modelo e o sistema físico
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.1 Introdução

Fig. 2.2 Variáveis com ruído afetam a transformação de entradas em saídas
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.1 Introdução

Fig. 2.3 Um exame detalhado do sistema identifica desvios do modelo
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.1 Introdução

Fig. 2.4 Variação causa interrupção no sistema
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.2 Espaços Amostrais

• Definição:

Um experimento que pode fornecer diferentes 

resultados, muito embora seja repetido toda vez 

da mesma maneira, é chamado experimento 

aleatório.
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.2 Espaços Amostrais

• Definição:

O conjunto de todos os resultados possíveis de 

um experimento aleatório é chamado espaço 

amostral do experimento.

O espaço amostral é denotado por S.
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.2 Espaços Amostrais

• Exemplo 2.1:
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.2 Espaços Amostrais

• Exemplo 2.2:
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.2 Espaços Amostrais
• Diagramas em forma de árvore:

Espaços amostrais podem também ser descritos 
graficamente com diagramas em forma de árvore

– quando o espaço amostral puder ser construído em várias etapas 
ou estágios, podemos representar cada uma das n1 maneiras de 
completar a primeira etapa, como um ramo de uma árvore;

– cada uma das maneiras de completar a segunda etapa pode ser 
representada por n2 ramos, começando das extremidades dos 
ramos originais e assim sucessivamente.
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.2 Espaços Amostrais
• Exemplo 2.3:

Fig. 2.5 Diagrama 

em forma de árvore 

para três mensagens
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.2 Espaços Amostrais

• Definição:

Um espaço amostral é discreto se ele consiste 

em um conjunto finito ou infinito contável de 

resultados.

Um espaço amostral é contínuo se ele contém 

um intervalo (tanto finito como infinito) de 

número reais.
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.3 Eventos
• Definição:

Um evento é um subconjunto do espaço amostral de 
um experimento aleatório.

• Operações básicas:
– A união de dois eventos é o evento que consiste em todos 

os resultados que estão contidos nos dois eventos. 
Denotamos a união por E1 E2.

– A interseção de dois eventos é o conjunto que consiste em 
todos os resultados que estão contidos em ambos os 
eventos, simultaneamente. Denotamos a interseção por 
E1 E2.

– O complemento de um evento em um espaço amostral é o 
conjunto dos resultados no espaço amostral que não estão 
no evento. Denotamos o complemento do evento E por E′.
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.3 Eventos
• Exemplo 2.6:
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.3 Eventos
• Exemplo 2.7:
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.3 Eventos
• Diagramas de Venn

Fig. 2.8 Diagramas de Venn
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.3 Eventos
• Definição:

Dois eventos, denotados por E1 e E2, tal que
E1  E2 = 

são denominados mutuamente excludentes.

Fig. 2.9 Eventos mutuamente excludentes
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.4 Técnicas de Contagem
• Regra da Multiplicação (para técnicas de contagem):

Considere uma operação que possa ser descrita como uma 
sequência de k etapas e que:

– o número de maneiras de completar a etapa 1 seja n1;
– o número de maneiras de completar a etapa 2 seja n2;
– e assim por diante;

O número total de maneiras de completar a operação será:
n1 n2... nk.

• Exemplo 2.9:
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.4 Técnicas de Contagem
• Permutações:

O número de permutações de n elementos é n!, sendo:
n! = n  (n-1)  (n-2)  ...  2  1;

• Permutações de subconjuntos:
O número de permutações de subconjuntos de r elementos 
selecionados de um conjunto de n elementos diferentes é:
Pr

n = n  (n-1)  (n-2)  ...  (n-r+1) = n!/(n-r)!;
• Exemplo 2.10:
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.4 Técnicas de Contagem
• Permutações de objetos similares:

O número de permutações de n = n1 + n2 + ... + nr objetos, 
dos quais n1 são do tipo 1, n2 são do tipo 2 e e assim 
sucessivamente, é:
n!/(n1!n2! ... nr!);

• Exemplo 2.11:
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2.1 Espaços Amostrais e Eventos

2.1.4 Técnicas de Contagem
• Combinações:

• Exemplo 2.13:



UFMG-EST-027/031 Cap. 2- Probabilidade 23

2.2 Interpretação e Axiomas de 

Probabilidade

2.2.1 Introdução
• Definição:

Um espaço amostral será discreto se consistir 
em um conjunto finito (ou infinito contável) de 
resultados.
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2.2 Interpretação e Axiomas de 

Probabilidade
2.2.1 Introdução

Probabilidade

• Utilizada para quantificar verossimilhança ou chance;
• Nas aplicações em engenharia, utilizada para representar risco ou 

incerteza;
• Pode ser interpretada como a nossa probabilidade subjetiva, ou grau 

de crença, de que este resultado ocorrerá;
• Outra interpretação de probabilidade está baseada no modelo 

conceitual de réplicas repetidas do experimento aleatório, sendo o 
valor limite da proporção de vezes que o resultado de interesse 
ocorre em n repetições do experimento aleatório, à medida que n
aumenta, isto é, sua frequência relativa;
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2.2 Interpretação e Axiomas de 

Probabilidade

2.2.1 Introdução

Fig. 2.10 Frequência relativa dos pulsos corrompidos enviados por um canal 

de comunicação
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2.2 Interpretação e Axiomas de 

Probabilidade

2.2.1 Introdução

Eventos Igualmente Prováveis:

Quando um espaço amostral consistir em N resultados 
possíveis que sejam igualmente prováveis, a 
probabilidade de cada resultados é 1/N.

Definição:

Para um espaço amostral discreto, a probabilidade de um 
evento E, denotada por P(E), é igual à soma das 
probabilidades dos resultados em E.
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2.2 Interpretação e Axiomas de 

Probabilidade

2.2.1 Introdução
• Exemplo 2.15:

Fig. 2.11 A probabilidade 

do evento E é a soma das 

probabilidades dos 

resultados em E
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2.2 Interpretação e Axiomas de 

Probabilidade

2.2.2 Axiomas da Probabilidade
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2.3 Regras de Adição

• Exemplo 2.19:

Tab. 2.1 Pastilhas na fabricação de semicondutores classificados pela contaminação e localização
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2.3 Regras de Adição

• Exemplo 2.19 (cont.):

Tab. 2.1 Pastilhas na fabricação de semicondutores classificados pela contaminação e localização
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2.3 Regras de Adição

• O exemplo anterior motiva o seguinte resultado geral:

P(AB) = P(A) + P(B) - P(AB)

• Se A e B são mutuamente excludentes, isto é, se AB=, então 
P(AB)=0 e o resultado geral fica:

P(AB) = P(A) + P(B)

• Para três eventos, A, B e C

P(ABC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(AB) - P(AC) - P(BC)
+ P(ABC)
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2.3 Regras de Adição

• Definição:

Um coleção de eventos E1, E2, ..., Ek, é denominada mutuamente 
excludente se , para todos os pares i, j, vale:

EiEj = .

• Diagrama de Venn para vários eventos mutuamente excludentes:

• Generalizando a união de dois eventos tem-se:

P(E1E2... Ek) = P(E1) + P(E2) + ... +P(Ek).
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2.3 Regras de Adição

• Exemplo:
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2.4 Probabilidade Condicional

• Probabilidade Condicional:
– Para introduzir o conceito de probabilidade condicional, 

considere um exemplo envolvendo peças fabricadas.
– Faça D denotar o evento em que uma peça seja funcionalmente 

defeituosa e faça F denotar o evento em que uma peça tenha 
uma falha na superfície.

– Então, denotamos a probabilidade de D, dado que uma peça 
tinha uma falha na superfície como P(D|F). Essa notação é lida 
como a probabilidade condicional de D, dado F, sendo 
interpretada como a probabilidade de que uma peça seja 
funcionalmente defeituosa, dados que uma peça tenha falha na 
superfície.
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2.4 Probabilidade Condicional

• Exemplo:
Em um processo de fabricação, 10% das peças contêm 
falhas visíveis na superfície e 25% das peças com falhas 
na superfície são peças funcionalmente defeituosas. Por 
outro lado, apenas 5% das peças sem falhas nas 
superfície são funcionalmente defeituosas. Isto é, a 
probabilidade de uma peça ser funcionalmente 
defeituosa depende do nosso conhecimento da presença 
ou ausência de uma falha na superfície:

• se uma peça tiver uma falha na superfície, a probabilidade de ela 
ser funcionalmente defeituosa é 0,25;

• se uma peça não tiver falha na superfície, a probabilidade de ela ser 
funcionalmente defeituosa é 0,05.
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2.4 Probabilidade Condicional

• Exemplo (final):
Faça D denotar o evento em que uma peça seja 
funcionalmente defeituosa e F, em que tenha uma falha 
na superfície. Temos então que P(D|F) = 0,25 e P(D|F′) = 
0,05 (vide figura).

Fig. 2.13 Probabilidades condicionais para item com falhas na superfície
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2.4 Probabilidade Condicional

• Definição:

A probabilidade condicional de um evento B, 
dado um evento A, denotada como P(B|A), é

para P(A) > 0.

,
)(

)(
)|(

AP

BAP
ABP


=
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2.4 Probabilidade Condicional

• Exemplo:

Um grupo de 266 amostras de ar foi classificado com base na 
presença de duas moléculas raras. Faça A denotar o evento que 
consiste em todas as amostras de ar em que o molécula rara 1esteja 
presente e B, em que a molécula rara 2 esteja presente. Usando 
resultados da Tab. 3.3 encontramos que

P(B|A) = P(AB)/P(A) = 12/266  36/266 = 12/36. 
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2.5 Regras da Multiplicação e da 

Probabilidade Total

2.5.1 Regra da Multiplicação:

• Definição:

A definição de probabilidade condicional pode ser 
rescrita para fornecer uma expressão geral para a 
probabilidade de interseção de dois eventos:

P(AB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).
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2.5 Regras da Multiplicação e da 

Probabilidade Total

2.5.1 Regra da Multiplicação:

• Exemplo:
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2.5 Regras da Multiplicação e da 

Probabilidade Total
2.5.2 Regra da Probabilidade Total
• Definição (dois eventos):

Para quaisquer dois eventos A e B, temos

P(B) = P(BA) + P(BA′) = P(B|A)P(A) + P(B|A′)P(A′)

Fig. 2.15 Divisão de um evento em dois subconjuntos mutuamente excludentes
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2.5 Regras da Multiplicação e da 

Probabilidade Total
2.5.2 Regra da Probabilidade Total
• Exemplo:
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2.5 Regras da Multiplicação e da 

Probabilidade Total
2.5.2 Regra da Probabilidade Total
• Definição (múltiplos eventos):

Suponha que E1, E2, ..., Ek, sejam k conjuntos mutuamente excludentes e 
exaustivos (isto é, E1E2...Ek=S), então

P(B) = P(B E1)        + P(BE2)           + ... + P(B Ek)

= P(B|E1)P(E1) + P(B| E2)P(E2) + ... + P(B| Ek)P(Ek)

Fig. 2.16 Divisão de um evento em vários subconjuntos mutuamente excludentes
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2.6 Independência

• Definição (dois eventos):

Dois eventos são independentes se qualquer uma das seguintes 
afirmações for verdadeira:

1. P(A|B) = P(A)
2. P(B|A) = P(B)
3. P(AB) = P(A)P(B)

• Definição (múltiplos eventos):

Os eventos E1, E2, ..., En, são independentes se e somente se 
qualquer conjunto Ei1, Ei2, ..., Eik

1. P(Ei1Ei2 ...Eik) = P(Ei1)  P(Ei2)  ...  P(Eik)
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2.6 Independência

• Exemplo:
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2.6 Independência

• Exemplo II:

Tab. 2.4 Moléculas em amostras de ar
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2.6 Independência

• Exemplo II (cont.):
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2.6 Independência

• Exemplo III:
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2.7 Teorema de Bayes

• Definição:

que capacita a resolver P(A|B) em termos de P(B|A);
• Teorema de Bayes:
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2.7 Teorema de Bayes

• Exemplo: A probabilidade de que um teste identifique corretamente 
alguém com uma doença, dando positivo, é 0,99; e a probabilidade 
de que o teste identifique corretamente alguém sem a doença, dando 
negativo, é 0,95. A incidência da doença na população em geral é 
0,0001. Você fez o teste e o resultado foi positivo. Qual é a 
probabilidade de que você tenha a doença?
Solução: Faça D denotar o evento em que você tenha a doença e 
faça S denotar o evento em que o teste seja positivo. A 
probabilidade requerida pode ser denotada como P(D|S). A 
probabilidade de que o teste identifique corretamente alguém sem a 
doença, dando negativo, é 0,95. Consequentemente, a probabilidade 
de um teste positivo sem a doença é P(S|D′) = 0,05. Do Teorema de 
Bayes,
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2.8 Variáveis Aleatórias

• Definição:

Uma variável aleatória é uma função que confere um 
número real a cada resultado do espaço amostral de um 
experimento aleatório.

• Definição II:

Uma variável aleatória discreta é uma variável aleatória com 
uma faixa finita (ou infinita contável).

• Definição III:

Uma variável aleatória contínua é uma variável aleatória com 
um intervalo (tanto finito como infinito) de números reais 
para sua faixa.
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2.8 Variáveis Aleatórias

• Exemplos de variáveis aleatórias contínuas:

Corrente elétrica, comprimento, pressão, temperatura, 
tempo, tensão elétrica, peso.

• Exemplos de variáveis aleatórias discretas:

Número de arranhões em uma superfície, proporção de 
partes defeituosas entre 1.000 testadas, número de bits
transmitidos que foram recebidos com erro.
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