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Resumo

Nessa tese, estudamos alguns problemas de planejamento de redes (network design prob-
lems), uma denominacao genérica que agrupa muitos problemas importantes. Sao proble-
mas definidos em grafos, onde é procurado um subconjunto de arcos e de nés, cumprindo
certos requisitos. Apresentamos o problema nao-capacitado de fluxos com custos fixos
(NCFCF), com uma revisao bibliografica atualizada sobre os avangos no estudo do prob-
lema, e desenvolvemos um método de solugao original. Mostramos resultados computa-
cionais, onde sao resolvidos problemas conhecidos na literatura. Introduzimos um novo
modelo, o problema de planejamento de redes em multi-niveis (PRMN), apresentando uma
revisao bibliografica sobre problemas correlatos e mostrando o crescente interesse nesse tipo
de modelo. Os métodos desenvolvidos para o problema NCFCF sao entao estendidos a esse
novo modelo, o problema PRMN, com resultados promissores, conforme atestam os resulta-
dos computacionais que apresentamos. Elaboramos um estudo comparativo entre diversas
implementagoes paralelas para os algoritmos desenvolvidos, com resultados praticos enco-
rajadores, em termos de speedup. Fazemos uma revisao bibliografica e discutimos possiveis
extensoes para o nosso trabalho. Finalmente, é importante reforcar que os principais resul-
tados aqui apresentados podem ser estendidos a muitos outros problemas de planejamento
de redes.
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Summary

In this thesis, a special class of network design problems representing an important col-
lection of mixed-integer programming problems is studied. The problems are defined on a
digraph, where an optimal subset of arcs and nodes fulfilling a special set of constraints is
sought. The uncapacitated fixed-charge network flow (UFNF) problem is presented along
with a comprehensive review of the research advances in the field. An original solution al-
gorithm is developed and its practical efficiency is demonstrated through a comprehensive
set of computational experiments. The multi-level network design (MLND) problem is next
developed and a review of the research efforts on similar problems is presented showing the
increasing attention such models have recently received. The methods developed for the
UFNF problem are extended to the MLND problem, achieving encouraging computational
results. Also, parallel implementations for the algorithms are developed, demonstrating
that this is a promising area for future investigations. Some possible research directions
for further study on the MLND problem are proposed and briefly outlined. Finally, it is
noteworthy to point out that the main results in this thesis may be extended to many
other network design problems.
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Capitulo 1

Introducao

Sob a denominagao genérica de “problemas de planejamento de redes” (network design
problems) sao agrupados muitos problemas préticos importantes. Tais problemas sao
definidos em grafos onde é procurado um subconjunto de arcos e de nés de tal forma
a cumprir certos requisitos. Mudando tais requisitos, diferentes problemas emergem. O
objeto de nossa pesquisa tém sido os problemas de planejamento de redes em multi-niveis
(PRMN), bem como um dos seus casos particulares, i.e. o problema nao-capacitado de
fluxos com custos fixos nos arcos (NCFCF). Uma rede em multi-niveis esté sendo represen-
tada na Figura 1.1. A formidavel riqueza de detalhes presentes nas redes em multi-niveis
possibilita muitos tratamentos diferentes. Desde o inicio, optamos por aqueles problemas
que integram no mesmo modelo aspectos de localizacao discreta, planejamento topoldgico
de redes e também dimensionamento.

O estudo de redes em multi-niveis é importante em termos tedricos porque elas podem
ser vistas com uma generalizagao de importantes problemas de otimizacao em redes, tais
como problemas de planejamento de topologia de redes, problemas de fluxos com custos
fixos ou problemas de localizacao nao-capacitada. O estudo de algoritmos e da com-
plexidade de tais problemas tem relevancia comprovada, (Papadimitriou e Stieglitz, 1982,
Tarjan, 1983, Cruz, 1991).

Outra boa razao esta no forte apelo pratico que tais problemas tém. Modernos sistemas
de telecomunicacoes, sistemas de transporte e sistemas de transmissao e distribuicao de en-
ergia elétrica, para citar poucos exemplos, sao hierarquicamente organizados, i.e. possuem
multi-niveis. Os fluxos de primeira, segunda e m-ésima hierarquia, Figura 1.1, poderiam
representar: (i) sinais de voz, video e dados, em redes de telecomunicagoes, (ii) carretas,
caminhoes e carros particulares, em redes de transporte, ou ainda (iii) varios niveis de
tensao em redes de transmissao e distribuicao de energia elétrica.

Essencialmente, os problemas PRMN e NCFCF sao problemas de otimizagao em redes
pertencentes a classe N'P-ardua, portanto, intratdveis. O propdsito dessa tese é descrever
um estudo extensivo do problema PRMN sob varios aspectos. O problema NCFCF ¢é usado
algumas vezes como ambiente de “laboratorio” para o desenvolvimento dos algoritmos para
o problema PRMN. Sucessivamente, descrevemos nesse Capitulo o escopo, as contribuicoes
e a organizacao da tese.



Primeiro Nivel
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Figura 1.1: Uma Rede em Multi-Niveis




1.1 Escopo da Tese

A tese cobre alguns dos principais aspectos do estudo do problema PRMN, indo de uma
analise teodrica e desenvolvimento de métodos de solucao, até a implementacao desses
métodos para uma avaliagao experimental e a resolugao de problemas conhecidos na liter-
atura da area. A andlise tedrica inclui alguns pontos fundamentais, tais como o estudo da
complexidade computacional do problema e a prova da caracteristica em forma de arvore
das solugoes 6timas. O desenvolvimento dos métodos de solugao concentra-se no critério de
escolha das variaveis para branching, no contexto dos algoritmos branch-and-bound, e na
criacao de algoritmos de redugao. A implementagao dos métodos é na linguagem CH++, e
também usando um pacote para processamento paralelo e outro para solugao de problemas
lineares.

1.2 Contribuicoes da Tese

As contribuicoes dessa tese consistem nos seguintes aspectos:

1. Uma extensiva revisao bibliografica sobre os avangos recentes no estudo do problema
NCFCF ¢ apresentada.

2. Uma formulacao alternativa para o problema NCFCF é proposta e estudada. Essa
formulagao generaliza algumas formulacoes existentes e facilita muito a descrigao dos
algoritmos propostos.

3. Descrevemos um algoritmo exato (branch-and-bound) para resolugdo do problema
NCFCEF.

4. Uma nova estratégia de escolha da variavel de branching é proposta para resolucao
do problema NCFCF sob um algoritmo branch-and-bound.

5. Uma nova técnica de reducao baseada na relaxacao lagrangeana ¢ apresentada para
o problema NCFCF.

6. Desenvolvemos um bom limite inferior para o problema NCFCF, baseado na re-
laxacao lagrangeana, bem como uma heuristica eficaz para calculo dos limites supe-
riores.

7. Projetamos uma eficiente estrutura de dados para representacao do problema

NCFCF.

8. Fazemos um importante estudo empirico sobre o uso do algoritmo de subgradientes
no contexto do algoritmo branch-and-bound.

9. Apresentamos uma revisao bibliografica sobre problemas correlatos ao problema
PRMN, mostrando o crescente interesse por esse tipo de modelo.



10. Formulamos o problema PRMN. Nao é do nosso conhecimento, na literatura da
area, uma formulacao desse porte, integrando os aspectos de localizacao discreta,
planejamento topoldgico e dimensionamento.

11. Propomos um algoritmo exato, também do tipo branch-and-bound, para o problema
geral PRMN.

12. Estendemos para o problema PRMN a estratégia de branching desenvolvida para o
problema NCFCF.

13. Estendemos para o problema PRMN o teste de reducao desenvolvido para o problema

NCFCF.

14. Desenvolvemos um limite inferior justo para o problema PRMN, também baseado
na relaxacao lagrangeana, bem como uma boa heuristica lagrangeana para o calculo
dos limites superiores.

15. Estendemos para o problema PRMN as estruturas de dados projetadas para o prob-
lema NCFCEF.

16. Fazemos um extenso estudo empirico usando os algoritmos estendidos.

17. Fazemos um estudo comparativo entre a implementacao sequencial e paralela dos
algoritmos desenvolvidos para os problemas NCFCF e PRMN.

18. Apresentamos e discutimos possiveis formas de melhoria dos resultados obtidos e
apontamos possiveis direcoes para a continuidade da pesquisa na éarea.

1.3 Organizacao da Tese

A tese é organizada do seguinte modo. No Capitulo 2, apresentamos o problema NCFCF,
com uma revisao bibliogréafica atualizada sobre os recentes avancgos no estudo do problema.
Uma formulacao matematica tradicional é apresentada e uma formulacao alternativa é pro-
posta. Descrevemos o método de solucao empregado, mostrando os diversos procedimentos
auxiliares criados. Fazemos um estudo minucioso das suas complexidades computacionais
e entramos em detalhes nas estruturas de dados empregadas e em relevantes questoes que
garantem a qualidade da versao implementada. Mostramos resultados computacionais,
onde sao resolvidos problemas conhecidos na literatura.

No Capitulo 3, tratamos do problema PRMN. Apresentamos uma revisao bibliografica
sobre alguns problemas correlatos, uma vez que o problema PRMN foi originariamente
proposto por nés. Mostramos o crescente interesse nesse tipo de modelo. Formulamos
o problema em duas formas distintas: uma simplificada, outra, estendida. KEssa tultima
mostrou-se mais adequada a descri¢ao dos algoritmos de resolucao, feita logo em seguida.
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Fomos capazes de estender os algoritmos apresentados no Capitulo 2 e adapta-los ao prob-
lema PRMN. Detalhes nas estruturas de dados empregadas e um estudo da complexi-
dade computacional dos procedimentos estendidos sao também apresentados. Finalmente,
mostramos resultados computacionais preliminares promissores. Alcancamos um ganho
excepcional sobre a enumeracao explicita.

No Capitulo 4, apresentamos resultados computacionais de implementacgoes paralelas
do algoritmo branch-and-bound aplicado ao problema PRMN. As implementacoes sao ad-
equadas aos modelos de computacao paralela MIMD, convenientes, portanto, para uso em
redes de workstations. Testamos versoes centralizadas e distribuidas, sendo que, para es-
sas ultimas, testamos duas estratégias de balanco de carga. Mostramos que os resultados
encorajam futuros trabalhos na drea, uma vez que eles apontaram para um ganho sobre o
processamento sequencial, em termos de tempo total de execucao.

No Capitulo 5, apresentamos e discutimos possiveis extensoes para a pesquisa desen-
volvida até esse ponto, apontando direcoes para trabalhos futuros.

Finalmente, no Capitulo 6, encerramos a tese com algumas observagoes finais.






Capitulo 2

O Problema Nao-Capacitado de
Fluxos com Custos Fixos nos Arcos

Nesse Capitulo, apresentamos o problema nao-capacitado de fluxos com custos fixos nos
arcos (NCFCF) e duas formulacoes matemadticas. Usamos como estratégia de solugao
o conhecido algoritmo branch-and-bound. Derivamos os limites superior e inferior para
o problema, empregando a técnica de relaxacao lagrangeana, e propomos uma eficiente
estratégia de escolha das variaveis de branching, a qual é baseada em uma importante
propriedade das solucoes 6timas, que apresentamos aqui. Empregamos também a relaxacao
lagrangeana para desenvolvermos um algoritmo de redugao. Demonstramos a eficiéncia
pratica de todos o procedimentos criados, por meio de uma ampla gama de experimentos
computacionais, (Cruz et al., 1995b).

2.1 Apresentacao do Problema

O problema NCFCF representa uma importante classe de problemas de programacao in-
teira mista. O problema é definido em um digrafo D = (N, A), onde N é um conjunto de
nés e A, um conjunto de arcos. Um dos custos envolvidos é o custo fixo pelo uso do arco.
O outro, um custo variavel, dependente do montante do fluxo suportado pelo arco. O ob-
jetivo é determinar uma combinacao de arcos, a custo minimo, que conduza os fluxos, dos
nos de oferta a todos os nés de demanda, possivelmente passando por nés intermedidrios
de transbordo, também conhecidos como nés de Steiner. Um exemplo de rede com fonte
unica esta sendo representado na Figura 2.1.

Este é claramente um problema de otimizacao da classe N'P-drdua, uma vez que gen-
eraliza, entre outros, o problema de Steiner em grafos, N'P-arduo, (Garey e Johnson,
1979). De fato, a prova da NP-complexidade do problema NCFCF ji foi desenvolvida
anteriormente, (Cruz et al., 1994).

Esse modelo genérico tem aplicagoes em problemas de planejamento de redes de dis-
tribuicao, de transporte e de telecomunicagoes. Mesmo para os casos de redes existentes,
tem também aplicacoes nos problemas de roteamento. Além de ja ser um modelo impor-

7



O - N6 Fonte

O - Nos de Steiner
® - Nos de Demanda
— - Solucao

Figura 2.1: Uma Rede com Fonte Unica

tante por si s6, varios casos especiais do problema NCFCF sao de interesse substancial.
Uma maneira simples para obtencao de casos particulares é por restricao na estrutura da
rede (e.g. o problema de transporte com custos fixos é o problema NCFCF definido sobre
um grafo bipartido).

Alguns trabalhos tratando solucoes exatas e aproximadas para casos particulares do
problema NCFCF j& foram publicados. Ja foi estudado um modelo simplificado incluindo
apenas os custos fixos nos arcos, aplicado a analise de um sistema coletor de gés natural,
(Rothfarb et al., 1970). Um modelo mais geral, aplicado a um problema de planejamento
de redes locais de telecomunicagoes, apresentando componentes adicionais de custos fixos
na funcao objetivo, também ja foi discutido, (Luna et al., 1987). Entretanto, a resolucio
do modelo restringiu-se a técnicas heuristicas e de otimizacao local. O caso particular do
problema NCFCF sem nés de Steiner também tem sido estudado. Para esse problema,
foram desenvolvidos um algoritmo exato do tipo branch-and-bound, combinado com decom-
posicao de Benders, (Magnanti et al., 1986), e um conjunto de heuristicas lagrangeanas,
(Hochbaum e Segev, 1989). Outros casos particulares também ja foram resolvidos por
meio de algoritmos branch-and-bound associados a planos de corte fracionarios (fractional
cutting-planes), (Barr et al., 1981, Cabot e Erenguc, 1984, Suhl, 1985).

Para o modelo geral do problema NCFCF, ja foi introduzido um conjunto de inequagoes
de corte (dicut collection inequalities), onde o problema era modelado por uma formulagao
multi-fluxo estendida, (Rardin e Wolsey, 1993). Também ja foram desenvolvidas heuristicas
do tipo ADD e DROP, (Mateus et al., 1994), e um algoritmo branch-and-bound simplifi-
cado, (Cruz et al., 1995a).



Nesse Capitulo, pretendemos resolver exatamente o problema NCFCF por meio de
um algoritmo branch-and-bound mais elaborado. Essa estratégia enumerativa é sabida ser
computacionalmente ineficiente, devido a sua complexidade de tempo, no pior caso, ser
exponencial com o tamanho da entrada. Embora o algoritmo seja aceitavel apenas para
pequenas instancias do problema, essa é a possibilidade mais preferida para o tratamento
exato de problemas NP-drduos. Entretanto, é também sabido que o uso de estratégias
apropriadas de escolha das variaveis de branching e de técnicas de reducao pode aumentar
bastante o tamanho das instancias resolviveis em tempos razoaveis. Nesse sentido, o foco
desse Capitulo é descrever um novo critério para escolha de variaveis de branching, um
novo teste de redugao e uma nova simplificacao para o algoritmo branch-and-bound.

Na Secao 2.2, o problema NCFCF é formulado por meio de um modelo de programacao
matematica inteira-mista. Nessa Secao, derivamos também uma formulacao alternativa.
Na Secao 2.3, discutimos os métodos de solugao empregados e apresentamos a estratégia
para escolha da variavel de branching e o algoritmo de reducao que estamos propondo.
Todos os algoritmos foram implementados e os resultados computacionais sao apresentados
na Secao 2.4. A Secao 2.5 encerra o Capitulo, com a apresentacao de questoes em aberto
e algumas possiveis extensoes para esse trabalho.

2.2 Formulacao Matematica

Uma formulacao de programacao matemaética inteira-mista tipica, (Rardin e Wolsey, 1993),
definida sobre o digrafo D = (N, A), é apresentada em seguida:
(M):
min Z (cijxl-j + fzjyzj) ; (21)
(3,5)eA
s.a.:

_den ’i:S,

keD
w2 wi=9 vieT (2.2)
je6— (1) je&t(4) ) Vi 5

75

zi; < (Z dk) Yijs V(i,j) € A, (2.3)
keD
xij 2 Oa V(Z,j) S Aa

Yij € {O, 1}, V(l,j) S A, (25)

onde N é o conjunto de ndés, A é o conjunto de arcos, 67 (i) = {j|(i,j) € A}, 67 (i) =
{jl(j,i) € A}, s € N é o n6 fonte, T' C N é o conjunto de nds de transbordo, D C N é o
conjunto de nés de demanda, d; ¢ a demanda do né 4, f;; € o custo fixo pelo uso do arco
(i,7) para transmissao de fluxo e ¢;; é o custo varidvel por unidade de fluxo no arco (i, 7).

A funcao objetivo minimiza o custo total varidvel, associado aos fluxos, e o custo total
fixo, associado ao uso dos arcos. As restrigoes (2.2) garantem a conservagao de fluxos nos
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diversos nés. Para o né de oferta s, a quantidade de fluxo que chega menos a que sai deve
ser igual ao somatoério das demandas, com o sinal trocado. Essa restricao é redundante. Nos
nés de transbordo, a quantidade de fluxo que chega deve ser igual a que sai. Finalmente,
nos nés de demanda, a quantidade de fluxo que chega menos a que sai deve ser igual a
demanda interna do nd, d;. As restrigoes (2.3) asseguram que nao haja fluxo através do
arco (7, j), a menos que ele tenha sido selecionado na fungao objetivo.

Assumimos que o custo fixo f;; seja nao-negativo, pois caso contrdrio a varidvel y;;
poderia ser feita igual a 1 e simplesmente eliminada do problema. A varidvel ¢;; ¢ irrestrita,
mas para garantirmos que a funcao objetivo seja limitada por baixo, assumimos que nao
existam circuitos com custo negativo.

Durante esse Capitulo, consideramos uma formulacao estendida equivalente para o
problema NCFCF. Para isso, definimos Ky C A, como o conjunto de arcos rejeitados, i.e.
yi; = 0, K1 C A, como o conjunto de arcos selecionados, i.e. y;; =1, e K = A\ Ky \ K7,
como o conjunto de arcos em estado ainda indefinido. Assim, o problema NCFCF pode
ser representado pela seguinte formulagao:

(M'):

min Z (cijxi; + fijvij) (2.6)
(3,7)€A
s.a.:

- Z dk:a L= S5,
keD
D owmi— 2 wi=9 VieT (2.7)

VS O] jeot (i) ’

d;, Vi € D,

Ty < (Z dk) Yij, V(i,j) € K, (2.8)

keD
l’z’j Z 0, V(Z,j) € K, (29)
yi; €{0,1},  V(i,j) € K, (2.10)
zi; <Y dy, V(i,j) € K, (2.11)
keD
xij 2 0, V(Z,j) € K17 (212)
I’i]’ = 0, V<Z,j) € K(], (214)
Yij = 07 V<Z7]) € KO' (215)

A formulacao (M') é mais conveniente aos nossos propésitos. Primeiro, porque é ime-
diato que esse modelo representa exatamente o mesmo problema que o modelo (M), se
considerarmos K; = Ky = (). Além disso, ao contrério de (M), (M’) consegue representar
cada um dos subproblemas gerados pelo algoritmo branch-and-bound, na arvore de busca.
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algorithm Solve(M’)

/* bounding */
Compute_Lower_and_Upper_Bounds(L,U)
Update_Best_Upper_Bound(U,Uggsr)
GAP + U=£

/* branching */
if L > UggsT then

write ‘Infeasible node reached.’
else if GAP < ¢ then

write ‘Optimum reached.’
else if K = () then

write ‘Leaf reached.’
else

Reduce(M’)

(i,7) < Chosen_Arc_x

K + K\(’l,])7 Ky +— K, U(Z,])

Solve(M")

Ky« Ky\ (4,7); Ko+ KoU(i,7)

Solve(M’)

Ko + Ky \ (27.7)’ K« KU (27.7)

Unreduce(M')
end if
end if
end if

end algorithm

Figura 2.2: Algoritmo Branch-and-Bound para o Problema NCFCF

Finalmente, (M’) é capaz de descrever o problema NCFCF, mesmo apés a aplicacao dos
testes de redugao.

2.3 Meétodo de Solucao

Conforme ja falado anteriormente, precisamos empregar um esquema enumerativo, se o
objetivo for resolver exatamente esse problema N P-drduo. Assim, usamos o algoritmo
branch-and-bound apresentado na Figura 2.2. A estratégia de busca escolhida é a em pro-
fundidade (depth-first search), por medida de economia de meméria. A versao utilizada
é recursiva, por ser mais facil de entender e implementar. O algoritmo comega entrando
em um processo iterativo para calcular os limites inferior e superior, conforme explicitado
mais a frente. Se ao final das iteragoes os melhores limites L e U forem préoximos o bas-
tante, o problema foi resolvido. Caso contrario, o problema sofre uma reducao, segundo um
algoritmo definido adiante, uma varidvel é escolhida (conhecida como varidvel de branch-
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ing), um subproblema é criado pela sua fixagdo em um dos valores possiveis e o algoritmo
recomeca do inicio, com novo céalculo dos limites.

O algoritmo na Figura 2.2 pode resolver o problema, uma vez que enumera implici-
tamente todas as possiveis solugoes, mas é computacionalmente ineficiente devido a sua
complexidade de pior caso ser exponencial com o tamanho da entrada, O(2!%!). O algoritmo
¢é aceitavel apenas para pequenas instancias. Entretanto, bons limites aliados a estratégias
eficientes de branching e boas técnicas de reducao podem aumentar consideravelmente o
tamanho das instancias trataveis, como demonstraremos mais a frente.

2.3.1 Calculo dos Limites L e U
Calculo dos Limites Inferiores L

O uso da relaxacao de programagao linear (PL) é uma maneira tradicional para calcu-
lar limites inferiores para problemas lineares inteiros. Entretanto, usamos a técnica da
relaxacdo lagrangeana. Conforme observado anteriormente, (Fisher, 1985), o uso dessa
técnica em problemas como o NCFCF nao garante limites inferiores mais justos do que
aqueles que seriam obtidos pela relaxacao de PL, pois a relaxagao lagrangeana utilizada
atende a propriedade da integralidade, o que confirmamos no Capitulo 5. No entanto,
como mostraremos a seguir, serd possivel derivar para o problema uma heuristica baseada
na relaxacao lagrangeana, com limites superiores bastante justos. Além do mais, a técnica
tem sido aplicada extensivamente a importantes casos particulares do problema NCFCF.
A relaxacao lagrangeana tem sido usada com sucesso na resolucao de problemas de plane-
jamento de sistemas de distribuicio, (Rothfarb et al., 1970), problemas de localizacdo ca-
pacitada, (Geoffrion e McBride, 1978), localizacio nao-capacitada, (Galvao e Raggi, 1989,
Mateus e Carvalho, 1992), e modelos orientados a aplicacoes em redes de telecomunicacoes,
(Gavish, 1991, Gavish, 1992).

Relaxando as restri¢bes de capacidade (2.8) por meio das varidveis duais w;; > 0,
V(i,7) € K, a seguinte fungao lagrangeana resulta:

Lxy;w) = > (cymy+ fyyg) + Y wiy {f%‘ - (Z dk) yw} . (2.16)

(i,5)€A (i.)eK keD

Consequentemente, uma relaxagao lagrangeana para (M') pode ser escrita como segue:

(LRy):

L(w) = min{L(x,y; w)s.a.: (2.7),(2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), (2.14), (2.15), w > 0}.
(2.17)

Para qualquer vetor viavel de multiplicadores de Lagrange, w > 0, a solugao 6tima
da relaxacao lagrangeana ¢ um limite inferior para o problema original, pois a quantidade
i j)ekx Wi — (Xrep dr)yi;*] é sempre nao-positiva, supondo que L(w) = L(x*,y*; w),
(Fisher, 1985). Portanto, o célculo dos limites inferiores é reduzido a resolucdo de dois
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subproblemas faceis (polimoniais), (i) um problema linear de fluxos em x e (ii) um problema

de selecao em y, a saber:

(LRl)!
min Z Cijxij,
(i,7)EA
s.a.:
- Z dku = S,
_ keD
jecsz(i) o je&zﬂi) o, VieT,
i\ Vie D,
$¢j207 V(Z7.])€K7
zi; <> dy, V(i,j) € K1,
keD
xz] 2 07 V(l,j) € K17
T = 07 V<Z,]) € K(b
onde
C.. = ) Gt wi, v(i,j) € K,
R TR V(i j) € A\ K.
(LRQ):
min Y Fjy,
(3,7)€A
s.a.:
yij € {07 1}7 V(Zm]) € K7
Yij = 17 V(Z,j> S K17
yi; =0,  V(i,7) € Ko,
onde
Fij = keD
fij, V(i,j) € A\ K.

(2.18)

(2.19)

[CRN
—

—~
[NCI V]
N DN
[\
 — ~—_ —

~—~
D

(2.24)

(2.25)

(2.26)
(2.27)
(2.28)

(2.29)

O problema em x pode ser resolvido com complexidade de tempo polinomial O(|N||A4]),
(Bazaraa et al., 1990), através do algoritmo de caminhos minimos para custos arbitrarios,
(Glover et al., 1985), lembrando que, segundo nossa hipétese inicial, ndo hé circuitos com

1

custos negativos'. O problema em y pode ser resolvido com complexidade de tempo

polinomial, O(|A]), pois tudo que precisamos é fazer y;; = 1, para todo Fj; < 0.

'Note que o problema de caminhos minimos, sem ciclos, na presenca de circuitos negativos é N'P-arduo,

(Bazaraa et al., 1990).
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procedure Compute_Lower_and _Upper_Bounds(L,U)
wo < 0
matialize lower bound L, L < —oo
matialize upper bound U, U + +00
k<0
repeat
compute current lower bound Ly, and update L
compute current upper bound Uy, and update U
GAP «+ £
compute subgradient vector v,
if (GAP > ¢) and (||v,,, ||* # 0) then
compute step Ty
Wip1 < max{ 0, (W + 1 * vy, ) }
E+—k+1
end if
until (GAP < ¢) or (||v,, ,[I?=0) or (t,—1 <¢)
return L, U
end procedure

Figura 2.3: Algoritmo de Otimizagdo por Subgradientes

Calculo dos Limites Superiores U

Propomos uma maneira simples e eficiente para calcular os limites superiores. Os fluxos
obtidos pela resolugdo do problema (LR;) s@o solugoes vidveis do problema primal, uma
vez que atendem as demandas. O tnico trabalho adicional é calcular o custo total dos
fluxos, usando os custos ¢;; originais, e adicionar a esse valor o custo fixo total associado
aos arcos utilizados, empregando os custos fixos f;; também originais.

Melhoria dos Limites L e U

O modo tradicional de melhorar os limites inferiores e superiores obtidos via relaxacao
lagrangeana ¢ aplicar um algoritmo de otimizacao por subgradientes, (Held et al., 1974),
Figura 2.3. Nesse trabalho, inicializamos os multiplicadores de Lagrange w por 0 somente
na primeira chamada ao algoritmo. Nas chamadas subsequentes, nao hé necessidade, pois
nao ha razao por que o vetor usado pela iltima vez nao possa ser utilizado novamente
como o vetor wy de ponto de partida.

Supondo que L(w) = L(x*,y*;w), ver a Equacao (2.17), um vetor subgradiente da
funcao L, no ponto w, é dado por:

Yw = [iUz‘j* - (Z dk) yz'j*] : (2.30)
keD (ij)eK
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procedure Chosen_Arc_First_Free
for all (i,5) € Ado
if (i,j) € K then
return (i, )
end if
end for
return FAIL
end procedure

Figura 2.4: Estratégia Ingénua de Branching para o Problema NCFCF

A definicdo do tamanho do passo t; apresentada abaixo tem se mostrado eficaz na
pratica, (Held et al., 1974, Christofides e Beasley, 1982, Fisher, 1985, Hochbaum e Segev,
1989, Beasley, 1989):

U — Ly,
(o2 E

Os valores usados para o coeficiente de dilatagao C} sao cruciais para o bom funciona-
mento do algoritmo. Embora existam estudos mais recentes no que se refere a escolha
desses valores, (Santos e Galvao, 1992), decidimos usar um esquema tradicional, (Held et
al., 1974). O valor de C} é mantido igual a 2 por 2|A| iteracoes, sendo |A| a cardinalidade
do conjunto de arcos, portanto, o tamanho da entrada. Cj} é reduzido a metade, assim
como o numero de iteracoes no qual Cj é mantido fixo. Quando esse nimero atinge o
limiar de 5, C é divido por 2 a cada 5 iteragoes, até que o tamanho do passo t; caia abaixo
do valor e pré-estabelecido.

tr = Cy, (2.31)

2.3.2 Estratégias de Branching

A estratégia de escolha da variavel de branching é fundamental no desempenho de algorit-
mos branch-and-bound. O uso de escolhas inteligentes, associadas a bons limitantes, pode
vir a reduzir significativamente o nimero de nés explorados na arvore de pesquisa, com
consequente reducao no tempo de processamento. Usaremos duas estratégias diferentes.

O método mais simples de escolha é retornar a primeira variavel livre encontrada,
Figura 2.4. O procedimento tem uma complexidade de tempo O(|A]), no pior caso, uma
vez que o teste “if (i, 7) € K then” pode ser feito O(1). Entretanto, as solugoes étimas do
problema NCFCF, formulado conforme o modelo (M), possui uma importante propriedade
que pode melhorar consideravelmente o desempenho do algoritmo branch-and-bound. A
propriedade é apresentada pelo Teorema 2.1, (Cruz et al., 1996b), abaixo:

Teorema 2.1 Se o modelo (M) possuir wum détimo finito, entdao haverd um conjunto dtimo
de arcos com fluxos positivos de tal forma que, no mdzimo, apenas um arco incida em cada
no.
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procedure Chosen_Arc_No_Cycling
/* compute set of reached nodes E */
E + {s}
for all (i,5) € A do
if (4,j) € K then
E+ FU{i}U{j}
end if
end for
/* search new eligible free arc */
for all (i,j) € Ado
if (i,j) e Kand i € £ and j ¢ E then
return (i, j)
end if
end for
return FAIL
end procedure

Figura 2.5: Estratégia Melhorada de Branching para o Problema NCFCF

Prova (por contradigao): Suponhamos que o Teorema 2.1 nao seja satisfeito por nen-
huma solu¢do dtima e que o nd m possua dois arcos incidentes, (k,m) e (I,m). Deverd
existir um conjunto de arcos formando um caminho sem ciclos da fonte s até o no m
passando pelo nd k, i.e. usando o arco (k,m), chamado Py. Similarmente, deverd haver
um caminho usando o arco (I,m), chamado P,. Sem perda de generalidade, suponhamos

também que
Yoo < D a
(4,.5)€ Py (i.7)eR,
Assim, desabilitando o arco (I, m) e transferindo o fluxo x;,, do caminho P, para o caminho
Py, haverd, no minimo, a sequinte reducao na funcdao objetivo:

(Z Cij— D Cz‘j) Tij + fim > 0.

(i.5)eP, (4,5)€ Py

A solucdo resultante €, pelo menos, tao boa quanto a inicial e satisfaz ao Teorema 2.1,
contrariando a mossa suposicao inicial. [ |

Assim, uma outra possibilidade é escolher uma variavel livre que nao viole o Teo-
rema 2.1, Figura 2.5, (Cruz et al., 1996b). O tltimo comando “for all (i,j) € A do
comandos end for”, no procedimento da Figura 2.5, é a operacao mais demorada, de-
vendo terminar apds O(|A|) iteragdes, no pior caso. Seu teste interno “if (i,j) € K and
i € F and j ¢ E then” pode ser feito O(1), resultando em uma complexidade global de
pior caso O(|A]), surpreendemente a mesma do procedimento da Figura 2.4. Assim, de
antemao, é possivel afirmar com certeza que essa ultima estratégia, no pior caso, terda um
desempenho pelo menos tao bom quanto o da estratégia anterior.
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procedure Reduce(M’)

/* initialize set of arcs recently fixed */

F«0
/* proceed with reduction */
for all (i,5) € Ado
if (i,j) € K then
K+ K\ (i, )
Ky + Ky U (4,5)
if L(W) > UBEST then
Ky« Ki )\ (,))
Ky+ KoU (Z,j)
F+ FU(i,j)
else
Ky K\ (i, )
Ky+ KoU (Z,j)
if L(W) > UBEST then
Ko < Ko\ (i, )
Ky + Ky U (4,5)
F <+ FU(i,7)
else
Ky + Ky \ (l,])
K+ KU (i,j)
end if
end if
end if
end for
end procedure

Figura 2.6: Teste de Redugao para o Problema NCFCF

2.3.3 Reducao do Problema

O novo limite inferior que resultaria de for¢armos o arco (i, ) a estar ou nao na solucao
pode ser facilmente estimado pela relaxagao lagrangeana. Se o limite inferior resultante
da imposicao de alguma condicao a relaxacao lagrangeana ¢ maior do que o melhor limite
superior até entao obtido, entao a condi¢cao em consideragao nao poderia ser satisfeita no
otimo. A idéia do método é inspirada em procedimentos de reducao desenvolvidos para o
problema das p-medianas, (Christofides e Beasley, 1982). Naquele caso, alguns termos da
relaxacao lagrangeana correspondente foram usados para estimar o incremento no limite
inferior, causado pela condicao imposta. Propomos o uso do procedimento apresentado
na Figura 2.6, (Cruz et al., 1996d), que usa limites inferiores estimados pela resolucao
completa da relaxacao lagrangeana L(w), mas sem iteragoes de subgradiente. Definimos
F como o conjunto de todos os arcos que foram fixados pelo procedimento de reducao.
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procedure Unreduce(M")
for all (i,5) € Ado
if (i,j) € F then
K+ KU(i,j)
if (i,7) € Ko then
Ko < Ko\ (4, 7)
else
Ky K\ (i, )
end if
end if
end for
end procedure

Figura 2.7: Procedimento de Restabelecimento para o Problema NCFCF

O procedimento de redugao € finalizado apds o exame de cada arco exatamente uma vez,
o que é O(|A]). Algumas variantes para o algoritmo sao imediatas, e.g. passar duas vezes
pelos arcos, etc. Cada uma dessas iteragdes envolve no méaximo dois céalculos de limite
inferior, que sao O(|N||A|) cada. Lembramos que aqui nao hé aplicacdo do algoritmo
de otimizacao por subgradientes. Além disso, no maximo quatro insercoes e retiradas em
conjuntos estao envolvidas, as quais sdo O(|A|), mas o calculo da fun¢ao L(w) é dominante.
Portanto, o procedimento terd uma complexidade polinomial O(|N||A]?), no pior caso.

Como observagao final, o procedimento O(|A|?) da Figura 2.7 deverd ser ativado, no
estdgio de back-tracking, para restabelecer o problema (M’), devolvendo-o ao estado ante-
rior & aplicacdo do algoritmo de reducdo, (Cruz et al., 1996d).

2.3.4 Projeto das Estruturas de Dados

As estruturas de dados desempenham um papel importante no funcionamento dos algorit-
mos e nos requisitos de armazenagem. Todas as complexidades computacionais apresen-
tadas até esse ponto sao fortemente dependentes das estruturas de dados empregadas.

Um modo eficiente de representar grafos é por meio de uma lista de adjacéncias,
Figura 2.8. A representacao de conjuntos também é necessaria, e.g. conjuntos D, F e
F. Uma escolha bastante aceitavel é por meio de listas encadeadas, Figura 2.9. Entre-
tanto, quanto ao conjunto de nés alcancados FE, Figura 2.5, a melhor representacao é por
meio de um vetor com |N| posi¢oes. Essa nao é a forma mais econémica, mas serd usada
por ser capaz de suportar operagoes criticas, tais como “i € E7” e “E <+ E U {i}”, com
complexidade de tempo constante O(1). Essas estruturas de dados tornam possivel um
implementagao rapida e elegante, independente do tamanho da entrada.

Além disso, a representacao por listas de adjacéncias permite economia de espaco,
na medida em que os digrafos armazenados forem esparsos, (Aho et al., 1983, Ziviani,
1993). A complexidade de cada iteracao do algoritmo de otimizacdo por subgradientes
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1 arco arco arco| e
2 arco| e
| V| arco arco| e
a) Lista de Adjacéncia
i ]y — Indices ((7,7) € A)
Cij — custos variaveis originais
Cij — custos varidveis modificados
Tij — fluxo no arco (1, j)
Wy — multiplicadores de Lagrange
Vs — subgradiente
fij — custos fixos originais
Fi; — custos fixos modificados
Vi — varidvel de decisao
Status — condicao do arco (escolhido, rejeitado ou indefinido)

b) Defini¢ao do Elemento arco

Figura 2.8: Representagio do Digrafo D = (N, A) por Listas de Adjacéncias

Z-1 i Zn

Figura 2.9: Representagao do Conjunto S por Listas Encadeadas
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serd O(|N||A|), que é a complexidade do algoritmo de rotulagdo empregado para resolver
o problema linear de fluxos em x. Essa complexidade s6 é garantida com a representacao
de digrafos por listas de adjacéncias, (Glover et al., 1985, Bazaraa et al., 1990).

2.4 Resultados Experimentais

Todos os resultados apresentados foram executados em uma DECstation 3100, com o sis-
tema operacional ULTRIX V4.2A, usando uma versao preliminar dos algoritmos codificada
na linguagem C. O parametro € usado no algoritmo branch-and-bound e no algoritmo de
otimizacao por subgradientes é 107%, que é préximo a precisao oferecida pelo compilador
empregado, quando representa ntiimeros reais pelo tipo float.

Os problemas de teste vieram de grafos euclideanos gerados aleatoriamente, por meio
de um esquema conhecido, (Aneja, 1980) e extensivamente usado para testar algoritmos
para o problema de Steiner em grafos, (Wong, 1984, Beasley, 1989, Duin e Volgenant,
1989b). Os pesos (2;; nos arcos foram definidos como sendo a distancia euclideana entre
as suas extremidades 7 e j. Os problemas apresentados na Tabela 2.1 foram gerados por
um programa em C' que desenvolvemos. Os problemas da Tabela 2.2 fazem parte de uma
biblioteca de problemas de teste, (Beasley, 1990), j4 usados para testar algoritmos para o
problema de Steiner em grafos, (Beasley, 1989, Duin e Volgenant, 1989b).

As demandas foram consideradas unitarias. Os custos f;; e ¢;; foram derivados dos pesos
2;;, usando os fatores 1 e 10. Para cada grafo, trés diferentes instancias com diferentes
razoes f;;/c;; foram consideradas. Os problemas usando a razao 1 : 10 formam uma classe
de problemas “proximos” ao problema linear de fluxos, que é polinomial. Os problemas
com razao 10 : 1 formam uma classe de problemas “proximos” ao problema de Steiner em
grafos, que é N'P-arduo. Entretanto, ambas as classes mencionadas continuam N P-arduas.

Para cada caso de teste, apresentamos os seguinte resultados para o no inicial da arvore
de busca: o melhor limite superior, o gap, o tempo de UCP, em segundos, excluindo toda
operacao de entrada e saida e considerando que somente um processo estava rodando na
maquina. Para o restante da arvore de busca, a menos que obtivéssemos um overflow de
tempo de 20.000 segundos, apresentamos a solucao 6tima, o nimero de nés e o tempo de
UCP, em segundos, gasto para finalizacao de cada uma das quatro combinagoes seguintes:
(i) usando a estratégia de branching da Figura 2.4, (ii) usando a estratégia melhorada
de branching, Figura 2.5, (iii) combinando essa tltima com o algoritmo de reducao da
Figura 2.6, e (iv) usando essa terceira combinagao, mas excluindo as iteragoes de subgra-
diente apds a exploragao do primeiro né da arvore de pesquisa.

Dos resultados apresentados nas Tabelas 2.1 e 2.2, pode ser visto que, embora oferecendo
limites inferiores relativamente fracos, principalmente para os problemas mais proximos aos
problemas de Steiner, a relaxagao lagrangeana aqui desenvolvida é uma boa heuristica para
resolucao dos problemas NCFCF. Somente dois dos problemas das Tabelas 2.1 e 2.2, entre
aqueles resolvidos até a otimalidade, é que esse 6timo nao foi alcancado no primeiro né da
arvore de busca. Claro que quanto maiores e mais densos os problemas forem, menor sera
a chance de que tal fato ocorra.
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Tabela 2.1: Resultados Computacionais para Redes Aleatérias,com |N| =16 e |[N| = 32

Arvore de Busca

Primeiro N6 Chosen_Arc_First_Free Chosen_Arc_No_Cycling Reduzido Simplificado

IN| 14| |D| &f;;j QJ] Upgst GAP(%) UCP(s) Ugpr  Nés UCP(s) Nés UCP(s) Nés UCP(s) Nés UCP(s)
16 30 4 1 10 5.972 1,50 0,20 5.972 301 23,00 35 2,80 1 0,03 1 0,03
1 1 806 11,00 0,20 806 301 23,00 35 2,70 1 0,03 1 0,03

10 1 2.894 31,00 0,22  2.894 301 25,00 35 3,00 1 0,03 1 0,03

8 1 10 12.250 2,10 0,21 12.250 819 68,00 35 2,90 1 0,04 1 0,04

1 1 1.585 16,00 0,21  1.585 819 68,00 35 2,90 1 0,04 1 0,04

10 1 5.185 49,00 0,22 5.185 819 73,00 35 3,20 1 0,04 1 0,04

60 4 1 10 4.066 4,20 0,52 4.066 9.445 1.900,00 85 19,00 1 0,12 1 0,12
1 1 646 26,00 0,53 646  18.941 3.700,00 259 61,00 31 16,00 57 5,10

10 1 2.400 45,00 0,59 2.400 oK K 557 150,00 43 23,00 57 5,50

32 62 1 1 10 7.645 4,00 0,64  7.645 wF F 905 240,00 1 0,18 1 0,18
1 1 1.201 25,00 0,65 1.201 oK o 905 230,00 1 0,18 1 0,18

10 1 5.566 55,00 0,72  5.566 o ok 905 250,00 1 0,17 1 0,18

8 1 10 12.349 3,60 0,66  12.349 K X 4,261 1.100,00 1 0,19 1 0,20

1 1 1.765 25,00 0,64 1.765 ok oK 4,261 1.100,00 1 0,19 1 0,20

10 1 7.066 63,00 0,67 7.066 ok o 4,261 1.100,00 1 0,20 1 0,20

16 1 10 30.093 2,60 0,69  30.093 X X 2,255 640,00 1 0,21 1 0,21

1 1 3.885 20,00 0,69  3.885 ok ok 2,255 641,00 1 0,21 1 0,21

10 1 12.642 63,00 0,73  12.642 oK Hx 2,255 670,00 1 0,21 1 0,21

31 T 10 62.499 2,20 0,80 62.499 = = 61 22,00 I 0,24 i 0,24

1 1 7.644 18,00 0,77 7.644 ok o 65 22,00 1 0,24 1 0,25

10 1 21.585 63,00 0,82  21.585 oK oK 65 23,00 1 0,25 1 0,25

124 4 1 10 6.891 3,20 1,90 6.891 K X 2,255 2.400,00 9 18,00 9 4,00
1 1 1.026 21,00 1,90 1.016 oK Hox Hox oK 165 340,00 269 110,00

10 1 3.878 41,00 2,30 3.878 e o o *ox 597  1.200,00 969 360,00

8 1 10 14.484 3,00 2,00  14.484 X X X X 15 35,00 15 9,30

1 1 1.986 21700 2’00 kk ko k% k% kk k% ok k% k%

16 1 10 25.023 2,30 2,10 25.023 oK X o oK 19 46,00 19 13,00

10 1 8.964 56,00 2,20 *k *kk *k *kk *k *kk *kk *k *kk

248 4 1 10 2.821 5,90 6,40 2.821 K X X X 63 420,00 63 83,00
1 1 468 31,00 6,40 468 K o o oK 337 2.100,00 367 360,00

10 1 1.926 53700 6,80 ok ko k% k% ok k% ok k% ko

8 1 10 5.200 6,80 6,40 5.200 X X X X 679 4.900,00 679  1.100,00

**Nao disponivel (overflow de tempo)
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Tabela 2.2: Resultados Computacionais para as Redes de Beasley, (Beasley, 1990),com f;;/Q;; =1 e ¢;;/Q; = 10

Arvore de Busca

Primeiro N6 Chosen_Arc_First_Free Chosen_Arc_No_Cycling Reduzido Simplificado
Problema |N| |A| |D| Usgst GAP(%) UCP(s) Uopr Nés UCP(s) Nés UCP(s) Nés UCP(s) Nés UCP(s)
B-1 50 126 8 1.222 5,60 2,30 1.222 X oK X X 1 1,10 1 1,10
2 12 2.520 2,80 2,30 2.520 *x *x ok *x 1 3,20 1 2,70
3 24 5.017 3,10 2,40 5.012 Hx oK Hox Hx 495  1.300,00 281 170,00
5 12 1.095 5,20 4,80 1.095 *x *x ** ** 1.676  8.800,00 1.799 1.800,00
7 75 188 12 2.943 3,40 4,80 2.943 X X *x ** 1 4,40 1 4,50
8 18 2.657 3,90 5,00 2.657 oK Hox Hx Hx 9 55,00 7 16,00
9 37 5.874 3,70 5,20 5.874 *x *x *x *x 5 31,00 5 12,00
10 300 12 2.053 5,20 11,00 FF FoF R EF3 FF FF EE3 F EF3
11 18 3.987 2,70 11,00 3.987 *x *x ok *ox 67  1.100,00 61 297,00
12 37 6.948 3,00 12,00 *k *k *ok *k *k *k *k *k *k
13 100 250 16 4.432 3,70 9,30 4.432 X X *x X X Fx 6.517  19.000,00
14 24 9.117 2,60 9,50 Kok *ok ok Kok Kok Hok Kok Kok Kok
15 49 11.383 2,90 9,40 11.383 Hx Hox Hx *x *x Hx 1.923 4.800,00
16 200 16 3.942 3,50 24,00 EE3 EE3 EF3 EE3 EE3 EE3 EE3 EE3 EE3
17 24 5.193 2,40 24,00 Hok *ok ok Hk Kok Hok Kk Hk Kk

**Nao disponivel (overflow de tempo)



Os resultados também mostram o efeito no tempo de processamento da estratégia
melhorada de branching. A reducao no tempo de processamento é causada pela redugao
no numero de combinagoes, uma vez que o procedimento evita todas aquelas que conduzam
a ciclos. O impacto do algoritmo de redugao também é notavel. Nos problemas esparsos, o
algoritmo manteve o niimero de nés explorados surpreendetemente baixo. O algoritmo foi
capaz de resolver rapidamente problemas densos, com baixo nimero de nés de demanda
e mais proximos ao problema linear de fluxos. Os problemas préximos ao problema de
Steiner foram realmente mais dificeis.

Uma interessante questao emersa durante o desenvolvimento desse trabalho foi o efeito
do uso subsequente de iteragoes de subgradiente. Notamos, na pratica, que o algoritmo
de otimizagao por subgradientes oferecia apenas pequenas melhorias nos limites inferiores,
apos o primeiro né da arvore de busca. Apds a reducao e fixagao das variaveis de decisao,
os multiplicadores remanescentes continuam vidveis e tais valores ja sao muito proximos
dos 6timos. Consequentemente, os limites inferiores que podem ser obtidos por esses
multiplicadores deverao ser também muito bons. Assim, decidimos aplicar o algoritmo
de otimizagao por subgradientes apenas uma vez. Os resultados sao mostrados nas duas
ultimas colunas das Tabelas 2.1 e 2.2. Em algumas instancias, foi possivel observar um
pequeno incremento no nimero de nos explorados. Entretanto, em todos os casos testados,
o decréscimo no tempo de processamento foi efetivo.

2.5 Conclusoes

A obtencao de solugoes exatas para o problema NCFCF nao é trivial, uma vez que se
trata de um problema de otimizacao NP-arduo. Algoritmos branch-and-bound sao a pos-
sibilidade mais preferida e frequentemente sao aceitaveis apenas para pequenas instancias,
devido ao seu tempo de processamento explosivo. Propomos um conjunto de procedimentos
auxiliares que reduzem os tempos de processamento, consequentemente tornando possivel
o tratamento de instancias maiores. Por meio de experimentos, mostramos que o nosso
critério de branching e a nossa técnica de reducao podem realmente acelerar o processo de
obtencao de uma solucao 6tima. Adicionalmente, as idéias por tras desses procedimentos
sao aplicaveis a problemas similares. De fato, estendemos os algoritmos aqui apresenta-
dos ao problema de planejamento de redes em multi-niveis, (Cruz et al., 1996¢c), conforme
apresentamos no Capitulo 3.

Algumas questoes permanecem abertas. Seria possivel desenvolver alguma estratégia
para escolha de arcos, entre todos os livres que nao formam ciclos, em vez de escol-
her o primeiro deles, como fazemos aqui? O teste de reducao poderia ser mais efi-
ciente se cada arco fosse examinado mais de uma vez? Trabalhos futuros poderiam in-
cluir a investigacao de tais questoes. Poderiam também incluir o desenvolvimento de
testes de reducao adicionais, como aqueles que eliminam ndés e contraem arcos, simi-
lares aos j4 conhecidos para o problema de Steiner em grafos, (Duin e Volgenant, 1989b,
Maculan et al., 1991). Seria também interessante estudar como as idéias aqui desenvolvi-
das poderiam ser adaptadas aos eficientes algoritmos especializados nos casos particulares
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do problema NCFCF, e.g. o problema de transporte com custos fixos, (Barr et al., 1981),
o problema de Steiner em grafos, (Beasley, 1989), ou ainda o problema de localizacio
nao-capacitado, (Galvao, 1993).
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Capitulo 3

O Problema de Planejamento de
Redes em Multi-Niveis

Nesse Capitulo, introduzimos o problema de planejamento de redes em multi-niveis
(PRMN), que é um modelo integrando trés importantes problemas de otimizac¢ao em redes:
localizagao discreta de facilidades, planejamento topoldgico e dimensionamento de redes.
Discutimos aplicacoes potenciais para o modelo. Definimos matematicamente o problema
e apresentamos duas formulagoes equivalentes. Propomos um algoritmo branch-and-bound
e um novo conjunto de poderosos procedimentos auxiliares. A experiéncia computacional
que apresentamos atestam a qualidade dos nossos resultados, (Cruz et al., 1996e).

3.1 Introducao

O problema PRMN integra aspectos de localizacao discreta de facilidades, planejamento
topoldgico de redes e dimensionamento. Uma rede em multi-niveis é ilustrada no Capitulo 1,
Figura 1.1. O problema PRMN é definido em um digrafo multi-ponderado D = (N, A),
onde N é o conjunto de nds e A, o conjunto de arcos. Os candidatos a nds de oferta sao
agrupados em m conjuntos, de acordo com a sua habilidade de produzir um determinado
tipo de fluxo, onde m é o ntmero de niveis presentes. Os nés de demanda também sao
agrupados em m conjuntos. Nés de transbordo ou de Steiner podem ou nao estar pre-
sentes. O objetivo é determinar uma combinagao 6tima de nés de oferta e arcos, de forma
a levar o tipo de fluxo requerido a cada um dos nés de demanda, respeitando certas regras
de conservacao e transformacao de fluxos. Os candidatos a nds de oferta nao podem criar
fluxos, exceto aqueles do primeiro nivel, mas podem receber um fluxo do I-ésimo tipo e
transforma-lo em fluxo do (I + 1)-ésimo tipo, usando a razao 1 : 1. Os custos envolvidos
sao os custos fixos associados a escolha dos candidatos a nds de oferta, os custos fixos dos
arcos escolhidos e os custos variaveis dos fluxos.

O estudo de redes em multi-niveis é importante em termos tedricos porque elas podem
ser vistas como generalizacao de importantes problemas de otimizacao em redes, tais como
problemas de planejamento topoldgico, problemas de fluxos com custos fixos ou mesmo
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problemas de localizagao nao-capacitada. Uma extensa e compreensivel bibliografia so-
bre problemas de planejamento topolégico de redes pode ser encontrada e.g. em (Gavish,
1982). Muitos problemas de otimizacdo em redes aplicados as telecomunicacdes tém sido
estudados, incluindo problemas de planejamento de topologia de redes, (Gavish, 1992,
Balakrishnan et al., 1994a), problemas de topologia integrados aos problemas de dimen-
sionamento, (Luna et al., 1987), e problemas de roteamento, (Balakrishnan e Altinkemer,
1992). Os problemas de planejamento de redes com custos fixos nos arcos, (Nemhauser e
Wolsey, 1988), que sdo um caso particular representando uma importante classe de proble-
mas de programacao inteira-mista, também receberam atencao, (Hochbaum e Segev, 1989,
Rardin e Wolsey, 1993). O problema de Steiner em grafos, (Maculan, 1987), é provavel-
mente um dos casos particulares mais estudados. Mesmo sendo um modelo cléssico,
resultados recentes tém sido descobertos para o problema, (Goemans e Myung, 1993,
Goemans, 1994). Recentes avancos em algoritmos para o problema de localizacio nao-
capacitado, (Erlenkotter, 1978), outro relevante caso particular cuja solucdo tem muitas
implicacoes no mundo real, também tém sido conseguidos, (Galvao, 1993).

Aplicagoes potenciais para esse novo modelo incluem planejamento de sistemas elétricos
de poténcia. O modelo proposto consegue representar alguns dos mais importantes prob-
lemas técnicos e requisitos de seguranga presentes, tais como: (i) a necessidade do uso de
linhas de extra-alta tensao (tipicamente de 275 kV a 1.000 kV), para transmissao eficiente
da energia, (ii) uso de linhas de tensoes intermedidrias (11 kV) e baixas (110 e 220 V),
em dreas densamente ocupadas, (iii) acomodagao das classes de consumidores domésticos,
comerciais e industriais, e seus respectivos requisitos de tensao, e (iv) problemas relativos
as normas técnicas de seguranca para localizacao de sub-estacoes.

Redes de telecomunicagoes sao outro bom exemplo de aplicagao potencial. Com a
introducao da tecnologia digital, novos servicos tém aparecido, agrupando diferentes tipos
de fluxos, e.g. servigos de voz simultanea com transmissao de imagens e sons digitalizadas.
Além disso, diferentes meios de transmissao com diferentes taxas de transmissao deverao
coexistir por um bom tempo, e.g. radio-links, fibra ética e cabos de cobre. Acreditamos
que o modelo representando o problema PRMN poderia lidar apropriadamente com essa
problematica.

Do nosso conhecimento, pouca pesquisa tem sido feita em problemas PRMN. Redes em
multi-niveis tém aparecido na literatura recente, mas alguns trabalhos ou nao consideram
a integracao da localizacdo, planejamento e dimensionamento no mesmo modelo, (Current
et al., 1986, Balakrishnan et al., 1994a, Balakrishnan et al., 1994b) ou nao fornecem uma
formulacdo matemética com definicio de limite inferior para o problema, (Cruz, 1991,
Cruz et al., 1991, Cruz et al., 1992a, Mateus et al., 1994), como pretendemos fazer aqui.

Como observacao final, notamos que de uma maneira geral os problemas em multi-niveis
véem sendo resolvidos por metodologias que adotam uma estratégia que emprega hierar-
quia de modelos, resolvendo problemas parciais, (Mateus e Luna, 1989, Gavish, 1991,
Balakrishnan et al., 1991). Nessa estratégia, o problema geral é decomposto em subproble-
mas menores de forma a nao causar erros apreciaveis. No modelo que estamos introduzindo,
nao adotamos essa abordagem de modelagem hierarquica.

O problema PRMN ¢ formulado na Secao 3.2. Apresentamos duas formulagoes ma-
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tematicas equivalentes. A Secao 3.3 é dedicada a apresentacao de todos os algoritmos
desenvolvidos. Entre outras, ha uma estratégia para escolha de variavel de branching e um
algoritmo de redugao baseado na relaxagao lagrangeana. Na Segao 3.4 sao apresentados
os resultados da nossa experiéncia computacional. A Secao 3.5 encerra o Capitulo com
observagoes finais e a discussao de possiveis extensoes para o trabalho.

3.2 Formulacoes

A notagao abaixo serd usada nas formulagoes mateméticas do problema PRMN:

nimero de niveis;

conjunto de candidatos a nés de oferta do [-ésimo nivel;

conjunto de nos de demanda do [-ésimo nivel;

demanda do né i € D!, por fluxo do l-ésimo nivel;

- conjunto de nés de transbordo, definidos como segue: 7' = N \ (R' U D' U R'*1)
paral=1,2,...,(m—1),eT™ =N\ (R™UD™);

- custo varidvel (ndo-negativo) por unidade de fluxo do I-ésimo nivel;
- fluxo do [l-ésimo nivel através do arco (i, ) € A;
- custo fixo (ndo-negativo) de ter fluxo do [-ésimo nivel no arco (i,7) € A;

- varidvel bindria que assume os valores 1 ou 0, dependendo do arco (i, j) estar ou
nao suportando fluxo do [-ésimo nivel;

- custo fixo (ndao-negativo) de escolha do né i € R! para prover fluxo do [-ésimo nivel;

- variavel bindria que assume os valores 1 ou 0, dependendo do né i € R’ estar ou
nao provendo fluxo do [-ésimo nivel;

- capacidade dos arcos para suportar fluxo do [-ésimo nivel, mas relaxada nesse
trabalho e considerada um ntimero “grande”, i.e. M' = "7, S pr di;

- capacidade em todos os candidatos a nés de oferta do [-ésimo nivel, também relax-
ada nesse trabalho, i.e. s = M

07 (i) - conjunto {j[ (i,j) € A};

0~ () - conjunto {j| (j,7) € A}.
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O problema PRMN ¢ formulado abaixo, como um modelo de programacao matematica
inteira-mista baseado em fluxos, (Cruz et al., 1996¢):

(N):

minf: [ > (caly + fhul) + >0 szZ] , (3.1)
1=

(i,5)€A iER!
S.a.:

l l 1 i € R,
Z Lij — Z Lji = Z :U Z Tii |,V 1=2,3,...;m, (3:2)

jest(i) jes—(i) JEST(3) JEI(4)

: !
Z xﬁj— Z :L“é-i:(), i ver, (3.3)

jest(i) je6—(4) =1,2,....m,
y l
> Ty - Z 2y =—di, ¥ L€, (3.4)
j€(5+(i) jes— ) 1=1,2,....m,
; !
IR DIRUET N (35)
jeot(4) jes—(4) 1=1,2,...,m,
1,7) € A,
:Ei] B Mlyl]’ v l(=1.]2)m (36)
2 >0, ¥ l(ilé)..,emA’ (3.7)
1,7) € A,
vl €{0,1}, v leé)..'m (3.8)
; l
sefon v O (3.9)

A fungao objetivo (3.1) minimiza trés termos a saber: (i) o custo varidvel total para
todos os m niveis, (ii) o custo fixo total associado a escolha dos arcos e (iii) o custo fixo
total associado a escolha dos candidatos a nés de oferta.

As restrigoes (3.2) asseguram que haja conservagao de fluxo em cada candidato a né
de oferta entre niveis adjacentes. As restri¢oes (3.3) e (3.4) sdo as usuais igualdades de
conservagao de fluxos em cada né de transbordo e em cada n6 de demanda. As restrigoes
(3.5) asseguram que nao haja transformacdo de fluxos nos candidatos a né de oferta, a
menos que eles tenham sido selecionados. Finalmente, as restri¢oes (3.6) expressam o fato
de que o fluxo em um arco seja nulo, a menos que esse arco tenha sido incluido na topologia.

Entretanto, propomos uma formulacao alternativa, mais conveniente aos nossos propo-
sitos de descrever os algoritmos desenvolvidos. A formulagao é capaz de representar o
problema apéds a aplicacao do teste de reducao desenvolvido, bem como os subproblemas
criados durante a busca na arvore de pesquisa, pelo algoritmo branch-and-bound, de forma
semelhante ao que foi apresentado no Capitulo 2. Definamos Jy; € N, como o conjunto
de nés que foram rejeitados na solugao 6tima por algum algoritmo qualquer, J; € N, o
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conjunto de nés aceitos e J = N \ (Jo U J;), o conjunto de nés em estado indefinido. De
modo similar, definamos K} C A, como o conjunto de arcos rejeitados no I-ésimo nivel,
K! C A, como o conjunto de arcos aceitos no l-ésimo nivel e K! = A\ (K} U K!), como o
conjunto de arcos livres no [-ésimo nivel. Assim, podemos representar o problema PRMN
pela seguinte formulacao, (Cruz et al., 1996¢):

(N'):

> xﬁ‘j— > f“é‘i:—

JEOT ()

min ) [ ) (céjxéj + fz’ljyéj) + > iz
(

I=1 | (3,j)eA i€R!

(Z TEEDY ) v
jeb= (i) jet (i) IS0
dooai— Y w5 =0,
jest (i) IE0)
dYooa - Y 2= —di
jest(i) jes=(i)
> owy— D < sz
jestt)  jes ()
Yooal— Y whp <
jestt)  jesi)
dooa— Y =0,
jest)  je ()

! L
zi; < M'y;;,

l l
xi; < M-,

zZ; € {0, 1},
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(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
(3.21)
(3.22)
(3.23)

(3.24)



iGRlﬁJl,

a=1 v ST (3.25)
. l

s=0 v LEENJ 504
1=1,2,....m.

3.3 Algoritmo Branch-and-Bound

O problema PRMN ¢é ANP-arduo, uma vez que generaliza outros problemas de otimizacao
NP-4rduos, como o problema de Steiner em grafos, (Garey e Johnson, 1979), ou ainda o
problema de localizacao néo capacitada, (Erlenkotter, 1978). Ha duas formas de lidar com
problemas N P-drduos.

Em uma delas, apds reconhecer a aparente inevitabilidade da complexidade de tempo
exponencial, os pesquisadores procuram obter a maxima melhoria possivel sobre a busca
exaustiva. Entre as técnicas mais amplamente empregadas, estao os algoritmos do tipo
branch-and-bound, também conhecidos na literatura de ciéncia da computacao como es-
tratégias dividir para conquistar. Solugoes parciais sao geradas, usando poderosos proced-
imentos para cdlculo de limites superior e inferior, para o reconhecimento daquelas que
com certeza nao poderiam conduzir a solucoes completas. Assim, em um simples passo,
ramos inteiros da arvore de pesquisa sao eliminados. Além disso, em alguns casos é possivel
conseguir uma reducao na complexidade de tempo no pior caso, simplesmente fazendo uma
escolha mais adequada dos objetos sobre os quais a busca exaustiva é executada.

Para aqueles casos onde o método exato é computacionalmente inviavel, a alternativa
¢é tentar encontrar heuristicas que produzam uma “boa” solucao, dentro de um tempo
de processamento aceitavel. Um exemplo de técnica largamente empregada é a de busca
local, na qual sao usadas operacgoes pré-estabelecidas, para a obtencao de melhorias em uma
solucdo inicial qualquer, e.g. simulated annealing, (Aarts e Korst, 1989), e busca TABU,
(Glover, 1989, Glover, 1990). Embora raramente seja possivel dizer, através de uma anélise
a priort de uma heuristica, qual seria o seu desempenho na pratica, alguns resultados tém
sido obtidos nessa 4rea, (Altinkemer e Gavish, 1988, Klein e Ravi, 1993, Barrera et al., 1993,
Goemans et al., 1994, Agrawal et al., 1995). Tais resultados sdo conhecidos como prova
formal de garantia de desempenho, que é uma vasta area de pesquisa.

Nesse Capitulo, devemos nos concentrar apenas na primeira alternativa. Um esbogo
de uma versao recursiva de um algoritmo branch-and-bound com busca em profundidade
(depth-first search) é apresentado na Figura 3.1. O algoritmo enumera implicitamente todas
as possibilidades de solucao, escolhendo a melhor delas. E ineficiente, do ponto de vista
computacional, devido a sua complexidade exponencial de tempo, O(Qm“] 20 |Kl|), mas
pode ser 1til na pratica, resolvendo problemas de tamanho razoavel, em tempos aceitaveis.
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algorithm Solve(N’)
/* bounding */
Compute_Lower_and _Upper_Bounds(L,U)
Update_Best_Upper_Bound(U,UggsT)
GAP «+ L
/* branching */
if L > UggsT then
write ‘Infeasible node reached.’
else if GAP < ¢ then
write ‘Optimum reached.’
else
Reduce(N")
VAR < Chosen_Var_*
if VAR is node i then
J— J\{i}; 1 + JyU{i}
Solve(N')
J1 < Ji\{i}; Jo < JoU{i}
Solve(N')
J()%Jo\{i}; J%JU{Z}
else if VAR is arc (i, j) in the l-th level then
K e KO\ ()} KL — KLU{(,9))
Solve(N')
Kf « K{\{(i,))}; K§ + K§U{(i,5)}
Solve(N')
K§ Ko\ {(i,))}; K' « K'U{(i, )}
else
write ‘Leaf reached.’
end if
end if
end if
Unreduce(N")
end if
end if
end if
end algorithm

Figura 3.1: Algoritmo Branch-and-Bound para o Problema PRMN
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3.3.1 Calculo dos Limites L e U

Por razoes ja discutidas anteriormente, usamos o algoritmo de otimizagao por subgradientes
apresentado no Capitulo 2, Figura 2.3, para melhoria dos limites inferiores e superiores,
que sao calculados conforme o esquema seguinte.

Limites Inferiores

H& muitas possibilidades para deriva¢ao de uma relaxacao lagrangeana para o modelo (N').
Propomos relaxar as restrigoes (3.14) usando os multiplicadores de Lagrange v; > 0 e as
restrigoes (3.20), usando os multiplicadores wﬁj > 0. A funcao lagrangeana abaixo segue:

. 1 2 m —
L(x,y,z;v,w W ..., w") = +

5 [ A+ S g

(4,5)€A iER!

Z w( Z dj— Z xéi—slzi,)—l—

Mz IM= 1M

ieRINJ JEST(3) JES™ ()
S (d— M). 321
=1 (i,j)e K"

o que resulta na seguinte relaxacao lagrangeana:

(LRV,Wl,WQ,...,W7” ):

L(v,w', w? ..., w") = v,wl,w%{.i.l}wmzoﬁ(x’ y,z; v, wh w2 o w™), (3.28)
s.a.:
(3.11), (3.12), (3.13), (3.15), (3.16), (3.17), (3.18),
(3.19), (3.21), (3.22), (3.23), (3.24), (3.25), (3.26).
Supondo que L(v,w! w? ... w™) = L(x*,y*, z";v,w!, w? ..., w™), um vetor sub-
gradiente subgradiente v da funcdo L no ponto (v, w! w2 ... ,w™) é:

_ 1x A Y
v = > oy, > sat| , {xij M'y;; ] Gpekt. (- (3.29)
je&+(3) jes— (i) ERNJ,
1=1,2,....m, 1=1,2,....m
Uma vez que valores viaveis tenham sido fornecidos para os multiplicadores de La-
grange v, wi, w2 ... . w™ o calculo de L(v,w! w? ..., w™) é reduzido a resolugdao de
subproblemas “faceis”!:

'Nesse contexto, “facil” é usado em referéncia a problemas que podem ser resolvidos por algoritmos
polinomiais com o tamanho da entrada.
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onde Ly (v, w!, w?

otimas dos problemas mostrados abaixo.

e O problema (L;) é

(L1):

S.a.:

> xéj_

jeot(i)

1.2
Li(v,w,w* ..

mlnz Z

=1 (i,j)€A

zg zg?

> (zx . ) v
JEI~(4) JEST () JEST ()
> wy— > v =0,V
JEIT(3) J€6(4)
> xéj_ > ﬁé'z’:—di, v
jes+(i) jes— (@)
Z xéj Z xﬂ<s A
JE5* (i) jeo—
l l
> wmy— X =0,V
jest () Jes=(4)
a, <M,V
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L(v,w",w W) = Li(v,whw? . w") +
Ly(v,w',w?, ..., w™) +
La(v,w', w2, ..., w™),

W) Ly(v,wh w2 wm) e Ly(v, whw

(3.30)

., W) s@o as solugoes

i€ R
1=2,3,....m,
ic T,
1=1,2,....m,
ie D
1=1,2,....m,
i€ R'NJi,
1=1,2,....,m,
i€ RN Jo,
1=1,2,....m,
(i,§) € K¢,
1=1,2,...,m,
(i,7) € Kg,
1=1,2,....m,
(,5) € 4,

1=1,2,....m,

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
(3.38)

(3.39)



onde

+00

l

(i,)

(i,j) €Ki, j€RNJ, igRNJ,

cl; + v; (i,j) e K, j€RNJ, ieRnNJ,

chi — vy, (i,j) €Ki, jeR'NJ, i¢RNJ,

Ci, =1 i+ v —vj, (i,j) e K, jeR'NnJ, ie RnJ, (3.40)
ch; + wl; (i,j) €K', j€R'NJ, i¢gRnNJ,

i+ wh 4+ v; (i,j) €K', j€R'NJ, i€ RnJ,

¢k +wk, — v, (i,j) €K', jeR'NJ, i¢ RnNJ,

di+w+vi—v;, (i,j)eK', jeR'NnJ, ieRNJ

A solugao 6tima de (L;) pode ser calculada pelo algoritmo de caminhos minimos. O
problema pode ser resolvido por niveis. O 6timo do primeiro nivel é conectar os nés i € D!
aos nés j € R', pelos caminhos mais curtos, nao usando os arcos do conjunto Kj. Para
o segundo nivel, o étimo é conectar os nés i € D? também aos nés j € R', mas usando
necessariamente algum né k € R? e nao usando os arcos pertencentes aos conjuntos K| e
K2, e assim sucessivamente, para os niveis remanescentes. O algoritmo completo ¢é visto
na Figura 3.2.

O algoritmo de caminhos minimos com custos arbitrarios possui uma complexidade
de tempo de pior caso O(|N||A]), considerando que nao ha circuitos com custo negativo,
(Bazaraa et al., 1990). Assim, do Teorema 3.1 apresentado abaixo, (Cruz et al., 1996a,
Cruz et al., 1996¢), aquele algoritmo da Figura 3.2, se eficientemente implementado, tem
complexidade de tempo polinomial O(m|N||A|) no pior caso, o que significa O(m|N|[?), em
redes densas.

Teorema 3.1 O problema (Ly), sobre o digrafo D = (N, A), com pesos definidos conforme
a Equagao (3.40), nao possui circuitos com custos negativos.

Prova (por construgao): Denotemos por C' o circuito arbitrdrio do l-ésimo nivel. De-
notemos por A(C') C A o conjunto de arcos desse circuito. Finalmente, denotemos por
N(CY C N o conjunto de nés do circuito. Da Equagdo (3.40), o custo por unidade de
fluzo do 1-ésimo nivel associado ao circuito C' deve ser ndo-negativo:

>, ¢ = > it > wi; + > ui— >y

(i,5)EA(CY) (i,7)EA(CY) (i,5)eA(CHNK! iEN(CHNRINJ JEN(CYHNRINJ
= Z Céj + Z wéj
(i,5)€A(CY) (i,5)eA(CHNK!
> 0.

e O Problema (L) é o seguinte problema de selecdo:
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procedure Solve_L1
/* ol is the minimum per unit cost to bring */
/* I-th level flow from set R! to node i € N; */
/*  function SH(4, j,1) returns the shortest */
/* path length from i to j using costs Cf;; */
L1+ 0
for all j € R' do
if j € J then
O’? —0
else
0 + +o0
end if
end for
for [ <+ 1 tom do
for all j € D' do
ol < min [o}"" + SH(i, j, )]
i€R!
L1 L1 +0}xd
end for
if | #m do
for all j € R"*! do
if j € J then
ok + min [0}~ 4+ SH(4, ,1)]
i€R!
else
aj- — F00
end if
end for
end if
end for
return L1
end procedure

Figura 3.2: Algoritmo para Resolugao do Problema (Lq)
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Ly(v,w',w? ...,w")=min» Y ( Z-lj - wﬁle) yll-j,
I=1(i,j)eA
s.a.:
i,j) € K',
yll'j € {0,1}, 1(—1 2) m
I _ (17]) S K{)
vig = 1, 1=1.2,....m,
I _ (17]) € K(l)7
Yij =0, 1=1.2,....m,

que pode ser resolvido por um algoritmo com complexidade de tempo

O(m|N|?), em redes densas.

e Similarmente, o Problema (L3) é também um problema de selegao:

m
Ly(v,wh,w? ..., w") = min y_ Y- (fz — visl> 2,

(L3):
S.a.:
Zi € {0, 1},
Z; = 1,
R = 07

v

v

v

=1 icR!

i€ RnJ,
1=1,2,....m,
i€ RN Ji,
1=1,2,....m,
i€ RN Jo,
1=1,2,....m,

(3.41)

(3.42)
(3.43)

(3.44)

O(m|Al), ou

(3.45)

(3.46)
(3.47)

(3.48)

que pode ser resolvido por um algoritmo com complexidade de tempo O(|N|).

Limites Superiores

O objetivo aqui é propor um procedimento para determinar solugoes viaveis de maneira
rapida e simplificada. Ha muitas maneiras de calcular um limite superior para o modelo
(N"). Propomos usar a solugao 6tima do problema (L1), que pode ser convertida em uma
solugdo primal para (N'), se for assegurada a viabilidade das restri¢oes relaxadas (3.14) e
(3.20). Para isso, basta calcular os custos dos fluxos usando os custos céj originais e acres-
centar os custos fixos ilj e f; respectivos. A heuristica proposta é claramente polinomial.

3.3.2 Escolha das Variaveis para Branching

A escolha da primeira variavel de decisao livre é a estratégia mais simples, Figura 3.3. E

facil de ver que a complexidade de tempo do algoritmo, no pior caso, é O(m(|N| + |A|)).
O Teorema 3.2, abaixo, (Cruz et al., 1996a), estende o Teorema 2.1, (Cruz et al., 1996b),

estabelecendo uma importante propriedade das solucoes étimas dos problemas PRMN:
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procedure Chosen_Var_First_Free
for /| =1tomdo
/* try to choose a node */
for alli € R' do
if i € J then
return ¢
end if
end for
/* otherwise try to choose an arc */
for all (i,5) € A do
if (i,7) € K' then
return (i,j), [
end if
end for
end for
return FAIL
end procedure

Figura 3.3: Estratégia Simplificada de Branching para o Problema PRMN

Teorema 3.2 Se o problema PRMN, conforme a formula¢ao (N), possuir uma solug¢do
otima, entao existe um conjunto otimo de arcos tal que sobre os nos incida, no mdximo,
um arco de cada nivel.

Prova (por contradigao): Suponhamos que o Teorema 3.2 nao seja satisfeito por nen-
huma solugao otima e que o no u tenha dois arcos incidentes do [-ésimo nivel, digamos
(s,u) e (t,u). Deverd existir uma conjunto de arcos na solu¢ao solu¢ao dtima que forme
um caminho sem ciclos, de algum dos candidatos a nos de oferta do l-ésimo nivel ao no
u, passando pelo nd s, i.e. usando o arco (s,u). Esse caminho serd denominado P;. De
modo similar, deverd haver também um caminho sem ciclos usando o arco (t,u), que serd
denominado P,. Sem perda de generalidade, vamos supor que

oS

Assim, desabilitando o arco (t,u) e transferindo o seu fluzo x4, do caminho P, ao caminho
P, haverd, no minimo, a sequinte redu¢cao no valor da funcao objetivo:

(4,5)€P: (4,§)€Ps

A solucdo resultante dessa transferéncia é no minimo tao boa quanto a solugcao original e
satisfaz o Teorema 3.2, contradizendo a nossa suposicao inicial. [ |
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procedure Chosen_Var_No_Cycling
/* try to choose a first level candidate supply node */
for all i € R! do
if ¢ € J then
return ¢
end if
end for
/* otherwise go throughout all levels *
for /=1 tom do
/* try to choose a (I + 1)-th level candidate supply node */
for all i € R'*! do
if i € J then
return ¢
end if
end for
/* otherwise try to choose an arc in the I-th level */
/* compute set of reached nodes E */
E«0
for alli € N do
if i € R' N J; then
E «— FuU{i}
end if
end for
for all (i,j) € A do
if (i,7) € K! then
E+— FUu{i}u{j}
end if
end for
/* search new eligible free arc */
if there isi € D' U (RN Jy) such that i ¢ E then
for all (i,j) € Ado
if (i,j7) € K' and i € E and j ¢ E then
return (4,j),
end if
end for
end if
end for
return FAIL
end procedure

Figura 3.4: Estratégia Melhorada de Branching para o Problema PRMN
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Baseado no Teorema 3.2, podemos sugerir uma estratégia melhorada de escolha de
varidvel para branching, (Cruz et al., 1996a), Figura 3.4. A escolha do candidato a né
de oferta é decidida em, no maximo, O(|N|) operagdes. A computacado do conjunto 7'
pode ser feita O(|N|+|A|). A escolha de um arco é decidida em, no maximo, O(|N|+|A|)
operagoes, notando que o teste “if there isi € D'U(R™NJy) such thati & T”, Figura 3.4,
pode ser feito O(|N|). Assim, isso resulta em uma complexidade de tempo no pior caso
O(m(|N| +|A|)), igual, portanto, aquela do procedimento apresentado na Figura 3.3.

3.3.3 Algoritmo de Reducao

Propomos o algoritmo apresentado na Figura 3.5, (Cruz et al., 1996a), para reducao do
problema PRMN. Esse procedimento é uma extensao daquele apresentado no Capitulo 2,
Figura 2.6. No pior caso, o lago “repeat comandos until condi¢ao”, Figura 3.5, devera
terminar apés O(|N| + m|A|) iteragoes, considerando que apenas uma redugao ocorre a
cada iteragao. O comando “for all i € R'NJ do comandos end for” é O(|N|m|N||A|),
uma vez que envolve O(|N|) calculos de limites inferiores, que sdo O(m|N||A]). De modo
andlogo, o comando “for all (i,7) € K' do comandos end for” ¢ O(|]A|m|N||A|). Assim,
no pior caso, o algoritmo de redugao tem complexidade de tempo polinomial, que é:

O [m?|NI|A| (IN] +m|AJ) (|N] + |A])] .

Relembrando o algoritmo branch-and-bound apresentado na Figura 3.1, o procedimento
de restabelecimento, Figura 3.6, (Cruz et al., 1996a), deverd ser ativado no estégio de back-
traking. O procedimento também tem complexidade de tempo polinomial, O(|N|+m|A|),
no pior caso.

3.3.4 Definicao das Estruturas de Dados

As estruturas de dados precisam ser projetadas com cuidado, para assegurarmos o bom
desempenho dos algoritmos. O tipo abstrato de dados principal é o digrafo multi-ponderado
D = (N,A). Varias formas de representagdo poderiam ser empregadas nesse caso e a
escolha apropriada depende das operacoes necessérias e da quantidade de informacao a ser
armazenada, (Aho et al., 1983, Ziviani, 1993).

A Figura 3.7 ilustra a representacao do problema PRMN por lista de adjacéncia. A
Figura A.1, no Apéndice A, apresenta um fragmento de cédigo em C, para sua criagao.
Note que a alocagao do espaco necessario é feita em tempo de execucao, eliminando a
necessidade de defini¢oes de tamanhos maximos e novas recompilagoes a cada vez que
aparece um problema maior do que o esperado.

Outra definicdo importante é de como representar os conjuntos R' and D'. Listas
encadeadas simples sao uma escolha aceitavel, uma vez que as operacoes do tipo “for all
i€ R, 1=1,2,...,m. do comandos end for” sao bem suportadas. A Figura 3.8 ilustra
a representacao que utilizamos. A Figura A.2, no Apéndice A, apresenta um fragmento
de cédigo em (C usado para sua implementacao. Como no caso anterior, é usada alocagao
dinamica.
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procedure Reduce(M’)
/* initialize set of nodes and arcs recently fixed */
Fy+0; Fp < 0,1=1,2,....m
/* proceed with reduction */
repeat
for | =1tom do
/* try to fix free supply nodes */
for alli € R'n.J do
J%J\{’L}, J1 %J1U{’L'}

if L(v,w!,w?,...,w™) > UggsT then
J1<—J1\{i}; J0<—J0U{i}; FJ(-FJU{i}
else
J1 < Ji\{i}; Jo «+ JoU{i}
if L(v,w!, w?,...,w™) > Uggst then
Jo « Jo\{i}; J1 < J1U{i}; Fy + FyU{i}
else
Jo « Jo\{i}; J «+ JU{i}
end if
end if
end for

/* try to fix free arcs */
for all (i,) € K! do
K'+ K"\ {(i,4)}; Kl « K{ U{(i,5)}
if L(v,w!',w?,...,w™) > Uggsr then
K{ + K{\{(i,0)}; Kb« Ky U{(,5)}; Frr + Fa U{(5,5)}
else
K} KI\A{(i,4)}; Kb« K§U{(i,5)}
if L(v,w!',w?, ..., w™) > Uggsr then
Kb+ K)\{(60)} K« K{U{(i,4)}; Fo < Fra U{(0,)}
else
Kb« KGO\ {(i,5)}; K" K'U{(4,5)}
end if
end if
end for
end for
until no reduction has occurred

end procedure

Figura 3.5: Algoritmo de Redugao para o Problema PRMN
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procedure Unreduce(M’)
/* reset nodes */
for all i € F; do
if + € Jy then
JQ <— J() \ {Z}
else
Jl — Jl \ {’l}
end if
J «— JU{i}
end for
/* reset arcs */
for /| =1tom do
for all (i,7) € Fx: do
if (i, j) € K| then
K < Ko\ {(i.5)}
else
K « Ki\{(i,))}
end if
K'+ K'U{(i,5)}
end for
end for
end procedure

Figura 3.6: Procedimento de Restabelecimento para o Problema PRMN
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1 arc arc arc
2 arc °
|V arc arc | e

a) Lista de Adjacéncias

NFERE i ] — indices (i,5) € A

Czlj c?j c%? — custos variaveis originais

C’ilj ij cr — custos varidveis modificados
) Ty xy — fluxo no arco (3, j)

w}j w% e w;; — multiplicadores de Lagrange
Y, Y, Yo — subgradiente

11] - 7 — custos fixos originais
Fé FZ F — custos fixos originais
Yii i Yij — variavel de decisao do arco
Status' | Status® Status™ | | — condigao do arco (0, 1 ou livre)

b) Defini¢ao do Elemento arc

Figura 3.7: Representagao do Digrafo D = (N, A) por Listas de Adjacéncias Multi-Ponderadas
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1 node_* node_* °
2 node_* node_* °
m node_* °

a) Lista Encadeada Simples para um N6 Genérico node_*

1 \ l — indices i € R!
fi — custo de alocagao original
E; — custo de alocacao modificado
Z — variavel de decisao do né
v; — multiplicador de Lagrange
Yo, — subgradiente
ol ! — definido na Figura 3.2
Z xéj* - Z xél* — quantidade de fluxo criada pelo né ¢
JEST(4) JES(4)
Status — condigao do né (0, 1, ou livre)

b) Defini¢ao do Elemento node_root

i \ l — {ndices i € D!
d; — demanda

¢) Definigdo do Elemento node_demand

Figura 3.8: Representacio dos Conjuntos R! e D', [ =1,2,...,m, por Listas Encadeadas Simples
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Como observacao final, o conjunto de nés alcancados E, Figura 3.4, precisa ser imple-
mentado como um vetor com |N| posigoes, pois tal implementagao suporta as operagoes
do tipo “1 € T?” e “T' +— T'U{i}” com complexidade constante O(1).

3.4 Experiéncia Computacional

Uma versao preliminar de todos os algoritmos foi codificada em C e esta disponivel a
pedido. Todos os testes foram executados em uma DECstation 3100 com o sistema opera-
cional ULTRIX V4.2A (Rev. 47). Usamos o parametro ¢ das Figuras 3.1 e 2.3 igual a 1079,
por ser essa a precisao do compilador, para ntimeros reais representados pelo tipo float.

Os problemas foram gerados pelo seguinte algoritmo. Usando a distribuicao uniforme,
|N| nés foram alocados em um quadrado (100 x 100) e (|N| — 1) arestas foram definidas,
garantindo uma rede conexa. Arestas adicionais foram entao definidas, até que um nimero
total de |A|/2 fosse alcangado. Finalmente, o grafo indireto resultante foi convertido em
um digrafo, pela substituicao de cada vértice por dois arcos de sentidos opostos. Os pesos
2;; nos arcos foram definidos como a distancia euclideana entre as extremidades i e j.
Esse procedimento segue uma orientacio conhecida, (Aneja, 1980), e tem sido utilizado
extensivamente para geracao de casos de teste para algoritmos para o problema de Steiner
em grafos, (Wong, 1984, Beasley, 1989, Duin e Volgenant, 1989b).

A distribuicao uniforme foi empregada também para a composicao dos conjuntos D'
e R, I = 1,2,...,m. Os parametros |N|, |A], |R'|, |D', |R?|, |D?|, e f; assumiram
valores diversos, na tentativa de cobrir uma ampla gama de redes diferentes. O objetivo é
produzir uma tabela de referéncia, com a qual seria possivel estimar o tempo de execucao

; : ! !
para algum outro problema qualquer que alguém quisesse resolver. Os custos f;; e ¢

1
efetivamente usados foram derivados dos pesos ();;, usando as constantes apresentadaé
nas tabelas de resultados. Todas as demandas foram consideradas unitarias. Os custos
no nivel superior foram considerados menores do que os custos no nivel inferior. Essa é
uma suposicao razoavel em redes em multi-niveis. Usualmente, os niveis mais altos tiram
proveito das demandas mais concentradas e podem empregar meios especiais, com custos
mais baixos. Por outro lado, os niveis inferiores, frequentemente, tém que usar meios menos
eficientes e portanto mais caros.

A Tabela 3.1 apresenta uma comparacao entre as duas estratégias de branching, para
aqueles casos onde tivemos tempos inferiores a 30.000 segundos. Os resultados apresenta-
dos sao o nimero de nés gerados pelo algoritmo branch-and-bound, até a otimalidade, e o
tempo gasto em segundos. Todas as operagoes de entrada e saida foram desconsideradas e
apenas um processo estava na maquina aquele instante. A estratégia melhorada de branch-
ing, Figura 3.4, teve um desempenho bem superior, mas mesmo a estratégia simplificada,
Figura 3.3, nao possui um desempenho mediocre, se comparada a enumeracao explicita,
conforme apresentado na Tabela 3.2. Podemos notar que o algoritmo branch-and-bound
associado a relaxagao lagrangeana permite um excelente ganho em termos do niimero de
possibilidades explicitamente avaliadas.

A Tabela 3.3 apresenta o efeito notavel do algoritmo de reducao, associado a estratégia

44



melhorada de branching da Figura 3.4. Instancias de tamanhos maiores tornaram-se agora
trataveis.

Como observacgao final, parece-nos que a relaxacao lagrangeana, embora oferecendo
gaps elevados, é uma excelente heuristica para o problema PRMN. Como pode ser visto
na Tabela 3.4, a solucao obtida no primeiro né da arvore de pesquisa foi a étima em todos
os casos testados. A exploracao teve que prosseguir apenas para provar a otimalidade da
solucao.

Tabela 3.1: Efeito da Estratégia de Branching no Problema PRMN

Chosen_Var_

First_Free No_Cycling
2

IN| Al IR' DY R DY fn gn Jn fi f Nés  UCP(s) Nés  UCP(s)
4 12 1 0 1 2 1 4 2 8 0 587 30,00 25 1,60
128 587 30,00 25 1,50
1.024 587 30,00 25 1,50
2 1 1 Z 2 8 0 1 0,01 1 0,01
128 1 0,01 1 0,01
1.024 1 0,01 1 0,01
8 14 1 0 1 2 1 4 2 8 0 1.123 80,00 61 4,90
128 1.123 80,00 61 4,90
1.024 1.123 80,00 61 5,00
1 1 4 2 8 0 7.279 510,00 81 6,40
128 7.279 520,00 81 6,40
1.024 7.279 510,00 81 6,40
2 2 1 4 2 8 0 567 42,00 89 7,70
128 351 27,00 45 3,90
1.024 351 27,00 45 3,90
4 1 4 2 8 0 31.555  2.400,00 225 19,00
128 20.313  1.600,00 147 12,00
1.024 19.311  1.500,00 69 5,90
4 2 1 4 2 8 0 7.105 600,00 657 61,00
128 1.757 160,00 65 6,00
1.024 1.757 160,00 65 6,00
28 1 0 1 2 1 4 2 8 0 987 170,00 17 3,50
128 987 160,00 17 3,50
1.024 987 170,00 17 3,50
1 1 Z 2 8 0 % ¥ a1 8,40
128 Hok ok 41 8,40
1.024  ** + 41 8,40
2 2 1 4 2 8 0 K K 71 15,00
128 *ox *K 71 15,00
1.024  ** *ox 81 18,00
4 1 4 2 8 0 *x kK 369 77,00
128 *x *x 413 86,00
1.024  ** ok 499 100,00
4 2 1 4 2 8 0 *x X 1,801 400,00
128 Hox oK 161 38,00
1.024  ** +* 91 22,00

**Nao disponivel (overflow de tempo)
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Tabela 3.2: Ganho do Branch-and-Bound sobre a Enumeragao Explicita no Problema PRMN

Enumeragao Explicita Chosen_Var_First_Free
IN| |A] |RY |D' |R?% |D? ~Nés=22AFRIHR N6s
4 12 1 0 1 2 6,7 x 107 587
2 1 1,3 x 103 1
8§ 14 1 0 1 2 1,7 x 10° 1.123
4 1,7 x 10° 7.279
2 2 2,1 x 107 567
4 2,1 x 107 31.555
2 8,6 x 10° 7.105
28 1 0 1 2 2,9 x 1017 987
4 2,9 x 107 ok
2 2 5,8 x 1017 e
4 5,8 x 1017 ok
4 2 2,3 x 108 ok

**Nao disponivel (overflow de tempo)

3.5 Conclusoes

Nesse Capitulo, apresentamos o problema PRMN e refor¢gamos a importancia do modelo
para aplicacoes praticas. O problema ¢ formulado e um algoritmo do tipo branch-and-
bound baseado na relaxacao lagrangeana é detalhado. Sao derivados uma nova estratégia de
branching, baseada em uma propriedade das solugoes 6timas, e um novo teste de redugao,
baseado na relaxacao lagrangeana. Embora considerado computacionalmente ineficiente
devido ao seu tempo de processamento no pior caso ser exponencial com o tamanho da
entrada, o algoritmo branch-and-bound pode ser muito 1til na pratica, para pequenas
instancias do problema PRMN, conforme nossos resultados atestam. Além disso, é provado
que a estratégia de branching e o teste de redugao tornam possivel a resolucao de instancias
maiores.

Continuam em aberto questoes tais como se existiriam melhores métodos para geracao
dos limites usados pelo algoritmo branch-and-bound, melhores estratégias de branching ou
mesmo testes de redugao mais poderosos, como aqueles conhecidos para o problema de
Steiner em grafos, (Maculan et al., 1991, Duin e Volgenant, 1989b), ou para alguns proble-
mas de planejamento de redes hierdrquicas, (Duin e Volgenant, 1989a). Trabalhos futuros
poderiam explorar essas questoes e também o desenvolvimento de heuristicas polinomiais,
talvez com alguma garantia tedrica de desempenho, na linha do que ja é conhecido para
um caso particular do problema PRMN, (Balakrishnan et al., 1994c). Finalmente, vale a
pena mencionar que com a énfase crescente em robustez e confiabilidade, (Balakrishnan et
al., 1994b, Gendreau et al., 1995), estudos envolvendo modelos melhorados, com restricoes
de conectividade, sao uma area promissora para pesquisas futuras.
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Tabela 3.3: Efeito do Algoritmo de Redugdo no Problema PRMN

Sem Redugao Com Redugao
;L Cl. 2 C2.
NI JAlIRY DY R D R gL i b f Nés  UCP() Nés  UCP(s)
8 14 1 0 1 2 1 4 2 8 0 61 4,90 1 0.22
128 61 4,90 1 0.23
1.024 61 4,90 1 0.22
4 1 4 2 8 0 81 6,40 1 0.22
128 81 6,40 1 0.22
1.024 81 6,40 1 0.22
2 2 1 4 2 8 0 89 7,70 3 0.29
128 45 3,90 1 0.24
1.024 45 3,90 1 0.24
T 1 4 2 8 0 2% 19,00 3 025
128 147 12,00 1 0.25
1.024 69 5,90 1 0.25
T2 1 4 2 8 0 6%  6L00 3 0,28
128 65 6,00 1 027
1024 65 6,00 1 0,28
286 1 0 1 2 1 4 2 8 0 17 3,50 T 0,53
128 17 3,50 1 0,54
1024 17 3,50 1 0,53
4 1 4 2 8 0 41 8,40 1 0,63
128 41 8,40 1 0,63
1.024 41 8,40 1 0,63
22 1 4 2 8§ 0 7T 15,00 I 0,68
128 71 1500 1 0,67
1024 81 1800 3 1,80
T 1 4 2 8§ 0 369 77,00 3 2,20
128 413 88,00 5 3,30
1024 499 100,00 3 2,30
4 2 1 4 2 8 0 1.801 400,00 29 17,00
128 161 3800 13 7,80
1024 91 2200 3 2,00
6 8 1 0 4 2 1 4 2 8 0 3405 880,00 3 0,88
128 167 45,00 1 0,88
1024 33 10,00 1 0,86
T 1 4 2 8 0 7035 L800,00 3 0,88
128 1.645 420,00 1 1,00
1024 87 2500 3 2,40
8 1 4 2 8 0 25.797  6.800,00 3 0,90
128 16.381  4.300,00 1 1,00
1024 109 32,00 3 1,90
8 2 1 4 2 8 0 X X 3 1,20
128 Hk *k 1 1,30
1.024 ok ok 1 1,20
1 1 Z 2 ] 0 FF FF 3 1,10
128 Hox *oK 1 1,20
1.024 K *K 1 1,10
0 1 0 4 2 1 4 2 8 0 i i 3 2,50
128 oK *K 1 2,90
Lo24 o 3 5,50
1 4 2 8 0 *% i 29 52,00
128 o 7 17,00
1.024  ** *ok 3 7,50
8§ 1 4 2 8 0 % i 16.47930.000,00
128 o 215 450,00
1024 # 55 120,00

**Nao disponivel (overflow de tempo)
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Tabela 3.4: Solugdes no Primeiro N6 para

o Problema PRMN

Cl

) )
fij c?

T
IN| Al |RY |DY |R?| |D2?| S’;—J QJ] o Qf] fi  SOL* GAP ki UCP(s)
8§ 14 1 0 1 2 1 1 2 8 0 1,000 230 216 0,19
128 1,000 2,10 216 0,19
1.024 1,000 1,40 216 0,19
1 I 1 2 8 0 1,000 2,70 206 0,19
128 1,000 2,60 206 0,19
1.024 1,000 2,00 207 0,19
2 2 I 7! 2 8 0 1,000 2,60 228 022
128 1,000 2,30 228 0,21
1.024 1,000 1,20 228 021
4 I 4 2 8 0 1,000 650 218 024
128 1,000 6,10 217 0,21
1.024 1,000 420 218 024
1 2 I 1 2 8 0 1,000 490 236 023
128 1,000 4,30 236 024
1.024 1,000 250 236 024
28 1 0 1 2 I Z 2 8 0 1,000 530 323 052
128 1,000 4,20 323 0,46
1.024 1,000 1,70 323 0,46
4 I Z 2 8 0 1,000 12,00 318 047
128 1,000 11,00 314 0,46
1.024 1,000 630 313 046
2 2 I 1 2 8 0 1,000 11,00 325 048
128 1,000 20,00 330 0,49
1.024 1,000 12,00 335 0,50
1 I Z 2 8 0 1,000 1500 320 048
128 1,000 19,00 324 0,49
1.024 1,000 16,00 325 0,49
1 2 I 7 2 8 0 1,000 11,00 338 054
128 1,000 16,00 343 0,73
1.024 1,000 7,00 343 0,55
6 30 1 0 1 2 I 1 2 8 0 1,000 640 359 0,70
128 1,000 580 359 0,70
1.024 1,000 360 359 0,70
1 I 1 2 8 0 1,000 9,00 344 0,67
128 1,000 11,00 344 0,67
1.024 1,000 13,00 349 0,69
8 I Z 2 8 0 1,000 7,20 339 0,68
128 1,000 830 347 0,70
1.024 1,000 13,00 351 0,72
8 2 I 1 2 8 0 1,000 7,70 374 0,82
128 1,000 10,00 374 0,82
1.024 1,000 980 379 084
1 I 1 2 8 0 1,000 490 360 0,79
128 1,000 6,60 362 0,80
1.024 1,000 7,00 367 0,82
60 1 0 1 2 I Z! 2 8 0 1,000 7,50 588 1,90
128 1,000 13,00 593 2,00
1.024 1,000 9,40 598 2,00
4 I 4 2 8 0 1,000 13,00 580 1,90
128 1,000 16,00 578 2,00
1.024 1,000 14,00 58 1,90
8 I 1 2 8 0 1,000 13,00 569 1,90
128 1,000 1500 568 1,90
1.024 1,000 23,00 581 1,90

"SOL = st

fTteracoes do algoritmo de otimizacao por subgradientes
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Capitulo 4

Experiencia Computacional com
Implementacoes Paralelas do
Algoritmo Branch-and-Bound

Nesse Capitulo, apresentamos resultados computacionais de implementagoes paralelas do
classico algoritmo branch-and-bound aplicado ao problema PRMN. As implementagoes sao
adequadas as arquiteturas paralelas de classificacdo MIMD (Multiple Instruction stream,
Multiple Data stream). Sao, portanto, muito convenientes para o uso em redes de worksta-
tions (NOWSs) que tém se tornado bem populares hoje em dia. Testamos duas versoes: (i)
centralizada e (ii) distribuida. Na versao distribuida, trés estratégias de balango de carga
foram examinadas. Os resultados sao encorajadores, apontando para um ganho sobre o
processamento sequencial, em termos de tempo total de execucio, (Cruz e Mateus, 1997).

4.1 Introducao

A idéia de reducao do tempo de execucao de algoritmos branch-and-bound via paralelizacao
é bastante promissora, (Laursen, 1993). H4 tanto abordagens usando a exploracio paralela
da arvore de pesquisa, quanto abordagens empregando o paralelismo para o cédlculo dos
proprios limites inferior e superior associados a cada um dos seus noés.

Nesse Capitulo, estamos preocupados em estudar o desempenho da primeira abor-
dagem, que corresponde a uma aplicagao paralela de granularidade mais grossa, onde o
tamanho do grao ¢ a quantidade relativa de trabalho executado entre duas sincronizacoes
(comunicacoes) sucessivas. Para isso, usamos intensivamente o sistema SABOR, (Tavares,
1995, Tavares et al., 1995), que fornece um ambiente de programacao no qual o usuério fica
liberado dos detalhes relativos a sincronizagao entre os processos, devendo concentrar-se
apenas no desenvolvimento da sua aplicacao.

Na Segao 4.2, descrevemos as implementacoes paralelas usadas para o algoritmo branch-
and-bound. Na Secao 4.3, apresentamos e discutimos os resultados computacionais obtidos.
As conclusoes finais apresentadas na Secao 4.4 encerram esse Capitulo.
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algorithm Branch-and-Bound
Upgst ¢ +00
L« {(N)%}
while £ # () do
/* search rule */
select and delete a problem (N')" from L
/* bound rule */
Compute_Lower_and_Upper_Bounds(L!,U?)
update Uggst
/* branch rule */
if L' < Upgsr and (N')! is not a leaf then
L LU (N2} U {(N)2+2)
end if
end while
end algorithm

Figura 4.1: Algoritmo Branch-and-Bound Nao-Recursivo

4.2 Algoritmos Implementados

As implementacoes paralelas usadas sao baseadas na versao sequencial nao-recursiva que
apresentamos na Figura 4.1. Na descricao, Uggst ¢ 0 melhor limite superior e £ é a
lista de problemas (N’)! ainda nao explorados, ver Capitulo 3, Segao 3.2. Cada problema
inexplorado é da forma Z§, = min{cx s.a.: x € S'}, onde S* C S e S é o conjunto de
solugoes vidveis. Associado a cada problema em £, hd um limite inferior L' < Z%, e um
limite superior U’ > Z4;.

A politica de caminhamento empregada é last-in-first-out, por medida de economia de
meméria, correspondendo a uma busca em profundidade (depth-first search). Os limites L*
e U' sao calculados segundo o procedimento mais eficiente descrito no Capitulo 3. Antes
da geracao dos filhos (N')**! e (N")?"*2 os problemas (N') sao reduzidos. Para a escolha
da variavel de branching, adotamos a politica que evita aqueles arcos que formam ciclos.
Maiores detalhes sobre o algoritmo de reducao e sobre o critério de escolha sao apresentados
no Capitulo 3.

O algoritmo branch-and-bound é paralelizado adotando-se um modelo mestre-escravo.
O mestre é o responsavel pelas inicializacoes gerais, pela criagao dos escravos e sua coor-
denagao. Em seguida, descrevemos as duas versoes utilizadas nos nossos experimentos, a
centralizada e a distribuida.

20



Uggst ¢ +00 Ubgst ¢ +00
L+ {(N")°} while not terminate do
while there is work do receive problem (N')' and Uggst
if £ # () then Compute_Lower_and_Upper_Bounds(L!,U?)
select a problem (N')" from L update Ubggr
send (N')" and Uggst to slave if L' < Ubpep and (N')" is not a leaf then
end if L+ {(N)ZF1u {(N)2+2}
if there is an answer then else
receive Ugpgr and L' from slave L0
update Uggst end if
L+—LUuLl send Ulger and L' to master
end if end while
end while
terminate slaves

a) Algoritmo Mestre b) Algoritmo Escravo

Figura 4.2: Implementacao Centralizada do Algoritmo Branch-and-Bound

4.2.1 Versao Centralizada

Os algoritmos em alto nivel da versao centralizada sao apresentados na Figura 4.2. Nessa
versao, o mestre administra a lista de problemas £, mas a tarefa de expansao, i.e. o calculo
dos limites e a criacao dos nos filhos, é atribuida aos escravos.

Em outras palavras, o mestre permanece no lago principal enquanto hd problemas (N’)*
a serem expandidos na lista £ ou ha algum escravo ainda em trabalho de expansao. Se
houver algum problema na lista £, o mestre escolhe um deles de acordo com a politica de
caminhamento last-in-first-out e o transfere a um dos escravos sem trabalho. Se houver
alguma expansao concluida, o mestre recebe o melhor limite superior parcial Ulpgr € a lista
de filhos gerados £’. Atualiza o seu melhor limite superior Ugggt € a sua lista £. Caso
contrario, o mestre manda uma ordem de término a todos os escravos. Os escravos, por
sua vez, ficam em um lago principal recebendo problemas (N’)?, resolvendo-os e mandando
os resultados ao mestre, até que chegue um sinal de término.

Pela necessidade frequente de sincronizacoes, essa implementacao pode resultar em uma
baixa taxa de uso dos processos escravos. Contudo, pode ser eficaz se a granularidade do
problema for grossa o bastante, i.e. se a operacao de expansao for computacionalmente
intensa em comparacao com o tempo de comunicacao entre 0s processos.

A versao distribuida que apresentamos em seguida procura contornar essa possivel
desvantagem.

51



UggsT < +00 receive problem (N')%
generate problems (N')%* Ubgst ¢ +00
for all £ do L« {(N)=}
send problem (N')% to slave k while not terminate do
end for if £ # () then
while somebody is working do select a problem (N')* from L
receive current status of slaves Compute Lower_and_Upper_Bounds(L?,U?)
end while update Ugggr
terminate slaves if L' < Upper and (N')' is not a leaf then
for all k£ do L+ {(N)2 1L U {(N")>*+2}
receive Ulggr from slave k else
update Ugggt L+
end for end if
send Uppgr and L' to other slaves
end if
recewe Uppgr and L' from other slaves
L+ LUL
send current status to master
end while
send results to master

a) Algoritmo Mestre b) Algoritmo Escravo

Figura 4.3: Implementacao Distribuida do Algoritmo Branch-and-Bound

4.2.2 Versao Distribuida

Os algoritmos em alto nivel da versao distribuida sao apresentados na Figura 4.3. O
mestre tem a responsabilidade da criagao e distribuicao inicial de carga e da finalizagcao
do algoritmo. Cada escravo implementa o algoritmo branch-and-bound sequencial com
pequenas modificacoes de modo a permitir trocas de cargas com outros escravos.

O mestre expande o problem (N’)? até que tenha derivado tantos outros problemas
(N')* a serem expandidos quanto sdo os escravos. Entdo, os distribui. Em seguida,
permanece em um laco, aguardando que todos os escravos tenham terminado de explorar
completamente os problemas (N')% recebidos. Entao, termina todos os escravos, recebe
os melhores limites superiores Ujpgr de cada um e atualiza o seu proprio melhor limite
superior Uggsr.

De acordo com a politica de balanceamento vigente, os escravos podem resolver os
problemas (') recebidos fazendo ou nao intercambio de cargas entre si. Testamos trés
estratégias de balanceamento diferentes, que descrevemos a seguir.
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Balanceamento Estatico

Esta é o procedimento mais simples e significa uma completa falta de balanceamento
dinamico. Cada escravo recebe um problema inicial (N')% e deve resolvé-lo completamente,
sem nenhuma interacao com os demais escravos. Possivelmente, essa estratégia apresen-
tard um desempenho ruim em instancias cuja arvore de pesquisa seja desbalanceada, i.e.
instancias cujos problemas (N’)" apresentem diferentes graus de dificuldade. Voltamos ao
assunto na Sec¢ao 4.3, onde apresentamos e discutimos os resultados computacionais.

Balanceamento de Karp-Zhang

Essa politica de balanceamento é descrita no trabalho de Karp e Zhang, (Karp e Zhang,
1993). E também muito simples, mas os escravos podem trocar cargas entre si. Quando
algum escravo expande um problema, ou pode manter os problemas gerados na sua propria
lista de problemas L, ou entao pode manda-los aos vizinhos, que sao escolhidos por uma
distribuicao uniforme.

Nesse caso, o mestre comunica-se exclusivamente com um dos escravos e lhe manda o
problema original (N’)?. Os demais escravos receberao cargas na medida em que algum
escravo que ja esteja trabalhando os selecione para mandar-lhes seus problemas gerados.

Balanceamento de Karp-Zhang Modificado

Na pratica, acreditamos poder melhorar o algoritmo de Karp-Zhang acrescentando as
seguintes modificagoes. Primeiro, um escravo nao mandara a lista de filhos £’ a outro
escravo, se isso resultar em uma carga local nula. Segundo, os escravos serao mais ativos e
requisitarao cargas aos vizinhos, quando estiverem com a lista de problemas £ vazia. Esse
nao ¢ um método tao simples quanto os anteriores, mas pode resultar em algum ganho,
em termos de tempo de processamento.

A seguir, apresentamos os resultados computacionais, onde comparamos todas as pos-
sibilidades discutidas.

4.3 Apresentacao e Discussao dos Resultados

Antes de mostrar os resultados computacionais, apresentamos as métricas empregadas para
avaliar e comparar o desempenho das implementagoes. Varias sao as medidas relevantes
de desempenho de algoritmos paralelos, (Quinn, 1987). Lancamos méao de apenas duas
delas, que descrevemos agora. A primeira é o speedup s(p). Ha varias formas de defini-lo,
mas nesse trabalho usaremos apenas a seguinte:

teeq
s(p) = ) (4.1)

onde tsq ¢ 0 tempo gasto pelo melhor algoritmo sequencial conhecido e . (p) é 0 tempo
gasto pelo algoritmo paralelo com p processadores.
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Tabela 4.1: Detalhes de Hardware das Maquinas Utilizadas

Nome Sistema Operacional  Release Tipo da UCP Modelo Meméria
diamante SunOS 5.5 Model 61 SuperSPARC Axil 320 256 MB
aroeira SunOS 5.5.1 Model 140 UltraSPARC Ultra 1 128 MB
turmalina SunOS 5.5.1 Model 140 UltraSPARC Ultra 1 160 MB
candeia SunOS 5.5.1 110 MHz microSPARC II SPARCstation 4 32 MB
caviuna SunOS 5.5.1 110 MHz microSPARC II SPARCstation 4 32 MB
cello SunOS 5.5 50 MHz microSPARC I SPARCclassic 16 MB
fluorita SunOS 5.5 50 MHz microSPARC I SPARCclassic 16 MB
azurita SunOS 5.5 50 MHz microSPARC I SPARCclassic 16 MB
aruak SunOS 5.5 50 MHz microSPARC I SPARCclassic 48 MB

Outra importante medida é a taxa de utilizacao u de cada processador, definida como
se segue:

tcac
u= -1 % 100%, (4.2)

total

onde tia1 € 0 tempo total de execugao e t.. € 0 tempo efetivamente gasto com processa-
mento 1til, 7.e. o tempo total descontado o tempo em que o mestre ou o escravo estao em
estado de espera (idle state).

Todos os resultados foram executados usando-se as maquinas disponiveis na rede de
workstations do DCC-ICEx-UFMG, uma rede Ethernet, 10 Mbits, conectada através de
barramento com protocolo TCP/IP, (Tanenbaum, 1981), e servidor de arquivos NFS.
Maiores informacoes sobre o hardware de cada maquina, individualmente, sao apresentadas
na Tabela 4.1. Essas méaquinas foram usadas como um computador paralelo heterogéneo,
com rede de interconexao completa.

Por questao de simplicidade, testamos apenas problemas NCFCF, embora o sistema
esteja pronto para resolver também problemas PRMN. As duas instancias testadas B-
3 e B-11 sdo derivados de uma biblioteca de problemas de dominio piblico, (Beasley,
1990), usada para testar algoritmos para os problema de Steiner em grafos, (Beasley, 1989,
Duin e Volgenant, 1989b). Assim, algumas modificacoes devem ser feitas para adapté-los
ao problema NCFCF. Os pesos (2;; dos arcos dos problemas originais foram multiplica-
dos pelos fatores constantes 1 e 10, de modo a gerar os custos fixos f;; e varidveis c¢;j,
respectivamente. Um noé nao-Steiner foi escolhido como centro de oferta e aos demais néds
nao-Steiner atribuimos demanda unitaria.

Todos os resultados de speedup sao baseados nos menores tempos sequenciais apresen-
tados na Tabela 4.2. As méaquinas estavam rodando exclusivamente o algoritmo sequencial
e todas as operacoes de entrada e saida foram desconsideradas nos tempos apresentados.

Na Figura 4.4, mostramos os graficos do speedup médio s(p) obtidos para todas as
versoes testadas. Como nao havia a possibilidade de usar as maquinas envolvidas nos
testes exclusivamente para rodar o nosso algoritmo, as medidas de tempo foram tomadas
sobre 5 (cinco) experimentos, em hordrios de baixa carga na rede, normalmente a noite
e durante os finais de semana. Podemos observar que o speedup médio cresce com o

o4



Tabela 4.2: Tempos Sequenciais Bésicos

Tempo de UCP em Segundos

Problema B-3T

Problema B-117

1.00

0.80

0.60

0.40

Méquina  (|N| =50, |[A] =126 e |D| = 24) (IN| =175, |A| =300 e |D| =18)
diamante 130.00 240.00
aroeira 78.00 110.00
turmalina 180.00 300.00
caviuna 140.00 210.00
candeia 140.00 210.00
cello 400.00 590.00
fluorita 400.00 590.00
azurita 400.00 590.00
aruak 790.00 1,200.00
fRedes de Beasley, (Beasley, 1990), com f;;/Q; = 1 e ¢;;/Qi; = 10.
speedup speedup

S (p)

Central

5 6 7 8

a) Problema B-3

1.20
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Figura 4.4: Speedup Médio para as Implementacoes Paralelas
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Figura 4.5: Diagramas de Kiviat para a Versao Centralizada

numero de processadores, sendo aproximadamente linear, O(p). Assim, é de se supor que
se tivéssemos mais maquinas disponiveis, poderfamos conseguir tempos de processamento
ainda menores.

Na Figura 4.5, mostramos os diagramas de Kiviat para a versao centralizada, no caso
extremo de 9 (nove) processadores. Esses diagramas representam graficamente a taxa
de utilizagao de cada um dos processadores. O processador identificado por “—17 esta
rodando o algoritmo mestre. Os demais processadores rodam o algoritmo escravo. Por
esses diagramas, podemos observar que o uso dos processadores é baixo e a distribuicao
de carga pode ser um pouco irregular, dependendo da instancia. Esse algoritmo parece ser
adequado a problemas de granularidade mais grossa, i.e. problemas cujo tempo de calculo
dos limites e geracao dos filhos seja maior do que o tempo de transmissao dos nés, de um
processador a outro. De fato, o algoritmo apresenta um speedup melhor para o problema
com mais varidveis inteiras, o problema B-11. Na implementacao empregada, o algoritmo
entrega a carga ao primeiro escravo que estiver sem trabalho. Para melhorar a distribuicao
de carga, talvez fosse interessante usar uma politica de atribuicao diferente.

Embora as sincronizagoes sejam menos frequentes na versao distribuida estatica, o
speedup médio nao melhora, conforme pode ser visto pela Figura 4.4. O problema de
distribuicao nao-uniforme de carga é ainda mais proeminente, conforme mostrado pela
Figura 4.6. Além disso, o desempenho dessa versao é fortemente dependente da instancia
de entrada, o que é indesejavel. A Figura 4.7 ilustra as arvores de pesquisa para os
dois problemas e torna mais claro essa interdependéncia. De fato, podemos notar que
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Figura 4.6: Diagramas de Kiviat para a Versao Distribuida Estatica

o problema com taxa de utilizacao mais equilibrada corresponde aquele com arvore de
pesquisa mais balanceada, i.e. o problema B-11.

Casos de desbalanceamento como o mostrado anteriormente parecem ter sido a in-
spiragao para métodos que utilizam trocas de cargas, como o método de balanceamento
de Karp-Zhang. A Figura 4.4 apresenta a curva de speedup médio obtida para a versao
distribuida com o balanceamento de Karp-Zhang. Embora o speedup nao seja substancial-
mente diferente do obtido pela versao distribuida estatica, podemos notar pela Figura 4.8
que houve uma melhoria na taxa de utilizagdo. Ao contrario da versao estatica, a dis-
tribuicao para esse balanceamento parece ser razoavelmente independente da instancia de
entrada.

Mostramos nas Figuras 4.4 e 4.9 os resultados para a versao com o balanceamento de
Karp-Zhang modificado. As modificacoes propostas parecem ser eficazes, uma vez que
conseguimos melhores speedups e uma melhor taxa de utilizacao dos processadores. Além
disso, obtivemos uma melhor distribuicao de carga, também razoavelmente independente
da instancia de entrada.

4.4 Observacoes Finais

Apresentamos nesse Capitulo duas versoes paralelas, centralizada e distribuida, para o
classico algoritmo branch-and-bound. Na versao distribuida, utilizamos trés técnicas de
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Figura 4.7: Arvores de Pesquisa para a Versao Distribuida Estética
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Figura 4.9: Diagramas de Kiviat para a Versao Distribuida de Karp-Zhang Modificada
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balanceamento de carga entre os processadores, balanceamento estatico, balanceamento de
Karp-Zhang e balanceamento de Karp-Zhang modificado, sendo esse tltimo uma proposta
original.

Comparando todas as combinagoes, podemos verificar que elas sao competitivas entre
si, embora a versao centralizada tenha apresentado o melhor speedup para os casos tes-
tados. Um resumo dos resultados é ilustrado na Figura 4.4, que apresenta as curvas de
speedup médio para as quatro implementacoes. Os resultados dos experimentos conduzi-
dos parecem apontar para um ganho sobre a computacao sequencial, em termos de tempo
de processamento. Assim, a paralelizacao de algoritmos branch-and-bound é realmente
promissora.

Ao longo dos nossos experimentos, observamos que seria desejavel que o algoritmo cen-
tralizado apresentasse uma melhor taxa de utilizacao entre os processadores. Esse aspecto
parece ser um interessante topico para estudos futuros. O caso distribuido com balancea-
mento estatico apresenta um utilizacao um pouco melhor, mas é fortemente dependente
da instancia que esta sendo resolvida. O uso equilibrado dos processadores é funcao do
balanceamento da arvore de pesquisa da instancia. O caso distribuido com balanceamento
de Karp-Zhang parece conseguir uma boa taxa de utilizacao, aliada a uma distribuicao de
carga mais independente da instancia de entrada. As modifica¢oes propostas no balancea-
mento de Karp-Zhang conseguem melhores speedups além de manterem essa independéncia
entre distribuicao de carga e instancia de entrada, mas também ainda nao sao inteiramente
satisfatorias. Acreditamos ter aqui outro tépico para futuras investigagoes.

Além dessas possiveis extensoes, algumas questoes permanecem em aberto. Até quanto
seria possivel manter o speedup aproximadamente linear O(p), aumentando-se o nimero
de processadores? Como se comportariam os algoritmos para outras instancias? Haveria
outras formas melhores de paralelizar o algoritmo branch-and-bound? Essas sao apenas
algumas das questoes que poderiam ser abordadas em trabalhos futuros.
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Capitulo 5

Propostas de Continuidade

Versoes sequenciais e paralelas do algoritmo branch-and-bound foram desenvolvidas para
os problemas NCFCF e PRMN, conforme descrito nos Capitulos 2, 3 e 4. Nesse Capitulo,
discutimos possiveis caminhos para uma melhoria dos resultados obtidos até entao, com um
consequente aumento no tamanho das instancias trataveis, dentro de um tempo de proces-
samento razoavel. Somos inspirados por trabalhos recentes que tratam tanto subproblemas
dos problemas NCFCF e PRMN, quanto problemas similares.

5.1 Heuristicas

Na linha de heuristicas, temos e.g. as heuristicas gulosas do tipo ADD. Provavelmente,
o procedimento ADD mais célebre é o algoritmo de Prim para arvore geradora minima,
(Prim, 1957). Heuristicas ADD tém sido usadas com sucesso em problemas similares,
(Galvao e Raggi, 1989, Hochbaum e Segev, 1989, Cruz et al., 1992b, Mateus et al., 1994).

A procura por heuristicas com garantia tedrica de desempenho no pior caso também é
uma extensa area de pesquisa. Nessa linha, lembramos os resultados obtidos para proble-
mas de planejamento de topologia de redes, (Balakrishnan et al., 1994c), ou mesmo para o
conhecido problema de Steiner em grafos, (Klein e Ravi, 1993, Agrawal et al., 1995). Pode
ser que também consigamos descobrir para os problemas NCFCF e PRMN heuristicas com
garantia de desempenho, ainda que somente para um outro caso particular.

5.2 Limites Inferiores

Considerando o problema de geracao de limites inferiores, as relaxacoes lagrangeanas apli-
cadas aqueles modelos apresentados nos Capitulos 2 e 3 mostraram-se ser uma boa opcao,
conforme atestam os nossos resultados computacionais. Entretanto, existem outras alter-
nativas.
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Tabela 5.1: Qualidade da Relaxacao Linear versus Relaxacao Lagrangeana

Relaxacao Linear Relaxacao Lagrangeana
Problema® |N| |A4] |D| ~Limite Inferior UCP(s)? Limite Inferior = Limite Superior =~ UCP(s)
B-1 50 126 8 1.154,25 0,20 1.154,13 1.222* 2,00
2 12 2.450,25 0,27 2.450,24 2.520* 2,20
3 24 4.860,17 0,27 4.859,98 5.012* 2,20
4 200 8 1.174,50 0,32 1.174,49 1.237 4,80
5 12 1.038,58 0,37 1.038,52 1.095* 4,60
6 24 3.072,75 0,38 3.072,51 3.208 5,40
7 75 188 12 2.843,50 0,34 2.843,50 2.043 2,00
8 18 2.554,11 0,37 2.553,74 2.657* 5,00
9 37 5.655,24 0,36 5.654,49 5.874* 5,10
10 300 12 1.946,08 0,60 1.946,02 2.053 11,00
11 18 3.881,44 0,55 3.881,27 3.987* 11,00
12 37 6.738,16 0,62 6.737,60 6.948 12,00
13 100 250 16 4.266,50 0,43 4.265,95 4.432* 8,90
14 24 8.876,83 0,53 8.876,22 9.117 9,30
15 49 11.052,51 0,54 11.051,60 11.383* 9,20
16 400 16 3.803,63 0,82 3.803,32 3.942 23,00
17 24 5.071,04 0,81 5.070,66 5.193 22,00
18 49 6.092,41 0,94 6.091,92 6.360 21,00

T Redes de Beasley, (Beasley, 1990), com fij/Qij =1 e ¢ /5 = 10.
¥ Tempo de UCP usando o CPLEXTM,
* Solugoes Stimas.

5.2.1 Meétodos Duais

Uma alternativa é o uso de métodos baseados na dualidade. Métodos duais téem sido
usados com sucesso em problemas similares. Resultados computacionais animadores foram
apresentados para problemas de p-medianas de grande porte, (Christofides e Beasley, 1982,
Galvao e Raggi, 1989), para problemas de Steiner em grafos, (Wong, 1984, Maculan,
1987, Beasley, 1989), e problemas de planejamento topolégico de redes em multi-niveis,
(Balakrishnan et al., 1994a, Balakrishnan et al., 1994c).

5.2.2 Formulagoes Alternativas

A principal vantagem no emprego da relaxacao lagrangeana na resolucao dos problemas
NCFCF e PRMN ¢ a geragao de uma heuristica lagrangeana que, conforme demonstrado
pelos nossos resultados computacionais, fornece um excelente limite superior para os prob-
lemas testados. Os limites inferiores, por outro lado, nao sao melhores do que aqueles
obtidos pela relaxacao de programacao linear, uma vez que as relaxacoes lagrangeanas
utilizadas atendem a propriedade da integralidade, i.e. suas variaveis inteiras possuem
solucoes 6timas naturalmente inteiras. A igualdade dos limites é uma importante resultado
teérico, (Fisher, 1985), facilmente comprovavel na pratica. Isso é mostrado nos resulta-
dos computacionais que apresentamos na Tabela 5.1, onde resolvemos problemas NCFCF,
utilizando alguns dos problemas de teste usados no Capitulo 2.

As relaxacoes lineares foram resolvidas pelo pacote de programacao linear CPLEX™
(CPLEX Optimization, Inc., 1993), usando uma maquina SPARCstation 10, sistema op-
eracional SunOS 5.5, UCP “Model 40 SuperSPARC”, e 64 MB de memoria RAM. As
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relaxacoes lagrangeanas usadas estao conforme descrito no Capitulo 2. Os limites infe-
riores das relaxacoes lagrangeanas foram melhorados pelo algoritmo de otimizacao por
subgradientes, conforme também descrito no Capitulo 2, utilizando a mesma maquina
anterior.

Os resultados da Tabela 5.1 mostram a qualidade dos limites inferiores obtidos, nas
relaxacoes linear e lagrangeana, para os problemas na sua forma original, i.e. os problemas
nao sofreram nenhum tipo de reducao. Para comparacao, também sao apresentadas as
solugoes Otimas respectivas, quando conhecidas, ou senao, o melhor limite superior, obtido
por uma heuristica lagrangeana.

Ambas as relaxagoes foram executadas sobre o modelo (M), apresentado no Capitulo 2
e repetido a seguir:

(M):

min Z (cijxl-j + fzjyzj) ; (51)
(i,7)EA
S.a.:

_de7 Z.:‘Sa

keD
Z Lji — Z Lij = 0 VieT (5'2)
je ) jesti) ! el
Tij < (Z dk) Yij, V(i j) € A, (5.3)
keD
z;; > 0, V(i,j) € A, (5.4)
Yij € {07 1}7 V(Z,j) c A (55)

Conforme ja observado anteriormente, (Rardin e Wolsey, 1993, Barahona, 1996), um
limite inferior mais forte pode ser obtido usando uma formulacao multi-produto para o
problema, definida sobre um digrafo D = (N, A):

(MP):
min Y (czij + fi¥i) (5.6)
(i,5)€A
S.a.:

—di, 1= S, vVt € D,
doowh— Y wi; =40, Vie N\ {s,t}, Vte D, (5.7)

JEI(4) JEST(4) d;, 1 =1, Vte D,
Z wfj S Lijs V(l,j) S Au (58)

teD

wfj S dtyija V(Z,j) € Aa (59)
wh >0, V(i) € A, (5.10)
Yij c {O, 1}, V(Z,j) c A. (511)
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Tabela 5.2: Qualidade das Relaxacoes Lineares para a Razao fij/c;; = 0.1

Modelo (M) Modelo (MF)
Problema® |N| |A] |D| Limite Inferior (%) UCP(s)¥ Limite Inferior (%) UCP(s)?
B-1 50 126 8 94,46 0,20 100,00 6,40
2 12 97,23 0,27 100,00 50,00
3 24 96,97 0,27 100,00 320,00
4 200 8 94,95 0,32 100,00 190,00
5 12 94,85 0,37 100,00 380,00
6 24 95,78 0,38 100,00 3.500,00
7 75 188 12 96,62 0,34 99,07 190,00
8 18 96,13 0,37 100,00 310,00
9 37 96,28 0,36 * ?
10 300 12 94,79 0,60 100,00 730,00
11 18 97,35 0,55 100,00 3.700,00
12 37 96,98 0,62 * ?
13 100 250 16 96,27 0,43 99,98 650,00
14 24 97,37 0,53 99,99 1.700,00
15 49 97,10 0,54 * ?
16 200 16 96,49 0,82 100,00 6.300,00
17 24 97,65 0,81 * ?
18 49 95,79 0,94 * ?

T Redes de Beasley, (Beasley, 1990), com f;;/Q;; = 1 e ¢;;/Q;; = 10.
¥ Tempo de UCP usando o CPLEX™,
* Numero de restrigoes > 16.000.

A formulagao (M P) consegue fornecer limites inferiores melhores, uma vez que modela
mais cuidadosamente os custos fixos nos arcos. Claro que isso é conseguido as custas de um
numero muito maior de restrigoes. A Tabela 5.2 compara relaxagoes de programacao linear
das duas formulagoes, (M) e (M P), em termos da qualidade dos limites inferiores gerados,
também para os problemas na sua forma original, sem reducoes. Os limites inferiores sao
dados em termos percentuais, relativos as solucoes 6timas, quando conhecidas, ou entao,
ao melhor limite superior conhecido.

Mesmo para os casos apresentados na Tabela 5.2, que tém uma razao f;;/c;; bastante
baixa, e onde o modelo (M) tem naturalmente um bom desempenho, a superioridade da
formulagao (M P) é aparente. Esse desempenho superior é ainda mais pronunciado, se
estivermos resolvendo instancias com razao f;;/c;; alta, onde a formulagao (M) apresenta
os maiores gaps de dualidade. A Tabela 5.3 mostra os resultados obtidos usando uma
razao fij/cij = 10.

Com isso, podemos concluir que uma alternativa promissora para uma resoluc¢ao mais
efetiva dos problemas NCFCF e PRMN ¢ por meio do uso de formulagdes multi-produto.
Entretando, uma importante questao em aberto é o impacto que o niimero consideravel-
mente maior de restri¢oes do modelo (M P) teria (i) sobre o tamanho maximo dos problemas
representaveis nos computadores disponiveis e (ii) no tempo de processamento.

5.2.3 Restricoes Adicionais

Lembrando os resultados obtidos no Capitulo 2, o calculo dos limites inferiores para o
problema NCFCF se reduz a resolugdo de um problema linear de fluxos O(|N| |A|), na
varidvel x, e a resolucdo do seguinte problema de selegao O(|A|), na varidvel y:
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Tabela 5.3: Qualidade das Relaxagoes Lineares para a Razao f;jc;; = 10

Modelo (M)

Modelo (MF)

Problema® |N| |A] |D| ~Limite Inferior (%) UCP(s)* Limite Inferior (%) UCP(s)¥
B-1 50 126 8 27,46 017 100,00 7,60
2 12 41,06 0,18 100,00 59,00
3 24 33,79 0,20 96,11 370,00
4 200 8 35,37 0,25 100,00 180,00
5 12 26,01 0,32 100,00 370,00
6 24 25,17 0,31 93,61 3.700,00
7 75 188 12 36,85 0,26 100,00 210,00
8 18 29,35 0,27 99,48 320,00
9 37 25,34 0,29 * ?
10 300 12 30,96 0,49 95,63 850,00
11 18 40,49 0,41 93,73 3.800,00
12 37 30,87 0,51 * ?
13 100 250 16 32,47 0,37 100,00 730,00
14 24 37,26 0,39 98,19 1.700,00
15 49 28,90 0,43 * ?
16 400 16 35,28 0,73 95,92 6.600,00
17 24 37,52 0,64 * ?
18 49 22,09 0,72 * ?

T Redes de Beasley, (Beasley, 1990), com fij/Qij =1 e ci5 /%5 = 10.
¥ Tempo de UCP usando o CPLEXTM,
* Numero de restrigoes > 16.000.

(LRQ):

S.a.:

Conforme visto no Capitulo 2, os limites inferiores nao sao muito justos e

min Y Fyi;,

(i,5)€A
ylj e {07 1}7 V(Z,])
yij = 1, v(i7j>
vi; =0, V(i)

(5.12)

(5.13)
(5.14)
(5.15)

uma, pos-

sibilidade de melhoré-los é pela modificagao do problema em y, acrescentando restrigoes

adicionais, e.g.:

(LRY):

S.a.:

min Y Fjy,

(i,5)€A
Yij € {07 1}7 V(27]>
Yij = 07 V(Z>])
Y| > B,

€ K,

(5.16)

onde Y = {(4,7) |y;; = 1} e f é o niimero minimo de arcos que devera estar presente na
solucao, i.e. a cardinalidade minima do conjunto Y.



O - no fonte

O - no de Steiner

o . no de demanda

Figura 5.1: Rede Exemplo com |[N| =18 e |A| = 54

Para pequenos valores de [ a restricao adicional é redundante e sua inclusao nao altera
a solucao 6tima do modelo original. O problema (LR)), embora mais complexo computa-
cionalmente, ainda pode ser resolvido polinomialmente, O(|A|log|A]). O incremento na
complexidade é causado pelo passo de ordenacao que precisa ser incluido no algoritmo de
resolucgao.

Um importante questao é se a restricao adicional poderia gerar limites inferiores mais
justos e melhorar o desempenho global dos algoritmos branch-and-bound. Apresentaremos
agora alguns resultados computacionais preliminares comparando as duas abordagens.

Todos os testes aqui apresentados foram executados em uma DECstation 3100 com o
sistema operacional ULTRIX V4.2.A. Usamos a rede ilustrada na Figura 5.1. Os nimeros
de trés digitos menores indicam os pesos €);; das arestas. Os problemas realmente resolvidos
foram a versao direcionada dessa rede, com todas as demandas consideradas unitarias. Os
custos f;; e ¢;; foram derivados dos pesos das arestas, segundo os fatores fixos 1 e 10. Os
tempos de execugao reportados excluem operacoes de entrada e saida e o tempo gasto com
outros processos.

A Tabela 5.4 apresenta os resultados dos experimentos. Sao apresentados a cardinali-
dade minima usada, (3, a solugao, o gap, o nimero de iteragoes do algoritmo de subgradi-
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Tabela 5.4: Resultados Computacionais para a Rede Exemplo

Primeiro N6 Arvore de Busca

P# Modelo &4 jii B Usssr GAP(%) k UCP(s) Y| Nés UCP(s)
1 LR, 100 1 n/a 3214100 0,59 313 045 13 3 0,10
LR), 0 321410 059 313 0,68 3 0,16

6 321410 046 304 0,65 3 0,16

9 321410 032 299 0,65 3 0,16

13 3214100 0,13 289 0,63 3 0,17

2 LR, 10 1 nja 343107 550 309 0,46 13 5 0,18
LR), 0  34.310% 550 309 0,65 5 0,30

6 34.310% 430 304 0,65 5 0,30

9  34.310% 3,00 299 0,63 5 0,30

13 34.310% 1,30 289 0,62 3 0,15

3 LR, 1 1 1n/a 5600 34,00 312 0,46 12 509 25,00
LR), 0 5.600 34,00 309 0,66 509 42,00

6 5.600 26,00 304 0,65 697 56,00

9 5.600 18,00 299 0,64 585 47,00

12 5.600 11,00 294 0,63 173 13,00

4 LR, 1 10 n/a 24.050° 64,00 324 0,49 11 2517 110,00
LR), 0  24.050* 64,00 324 0,70 2.517 190,00

6  24.050* 4800 320 0,69 3.865 280,00

9 24210 30,00 314 0,67 3.335 240,00

11 24.210 17,00 309 0,66 1.035 72,00

5 LR, 1 100 n/a 208550 73,00 339 0,52 11 3587 150,00
LR), 0 208550 73,00 339 0,75 3.587 250,00

6 208.550* 55,00 339 0,76 5197 380,00

9 211410 34,00 330 0,74 4.779 360,00

11 211.410 19,00 327 0,75 1.425 96,00

*solugao 6tima

entes, k, e o tempo de UCP em segundos, para o primeiro né. Também sao apresentados o
nimero de arcos na solucao 6tima, o numero de nés explorados na arvore de pesquisa e o
tempo de UCP gasto apés a primeira exploragao. O Problema # 1 usa a razao ¢;;/ f;; = 100,
aproximando-se de um problema linear de fluxos puro, que é polinomial. Por outro lado, o
Problema # 5, usando a razao ¢;;/fi; = 1, aproxima-se de um problema de Steiner puro,
que é N'P-arduo. Lembramos, entretanto, que todos eles sao NP-drduos.

Para cada um desses problemas, varios casos foram testados. O primeiro utiliza o
modelo (LRs), onde a cardinalidade do conjunto Y ¢ livre. O segundo usa o modelo
(LRY) e simula a liberagdo da cardinalidade, estabelecendo o valor 0 para . Esses dois
casos servem apenas para demonstrar na pratica o impacto do modelo (LRY}), no tempo de
célculo. Uma vez que (LR)) é computacionalmente mais complexo que (LRz), os tempos
mais longos sao compreensiveis.

Os casos seguintes usam apenas o modelo (LRY) e fixam a cardinalidade em diferentes
valores, até o limite a partir do qual a restricao adicional deixaria de ser redundante.
Infelizmente, o calculo desses limites se reduz exatamente a resolugao do problema original.

67



Um valor minimo trivial para a cardinalidade de Y é a cardinalidade do conjunto de nés
de demanda, |D|. Entretando, esse limite nao é bom o bastante, uma vez que em todos os
casos que usam 3 = |D| = 6 o tempo de processamento foi o maior de todos e o nimero de
noés explorados foi o mais alto. Usando-se o limite mais justo 9, o desempenho foi um pouco
melhor, mas néo supera o modelo (LRy). Finalmente, usando o melhor limite possivel, o
melhor desempenho foi alcancado, principalmente para aqueles problemas proximos ao
problema de Steiner. Também notamos que o uso de valores mais justos para [ pioraram
as solucoes no primeiro né, para os Problemas # 4 e # 5.

Assim, algumas interessantes questoes surgem. Haveria algum algoritmo polinomial
para obter valores de S que fossem justos o bastante para fazer diferenca no tempo de
processamento? O comportamento aqui observado para a rede da Figura 5.1 seria mantido
para outras redes com maior e menor numero de nés de demanda, mais esparsas, etc.? A
investigagao dessas questoes é uma possivel extensao para esse trabalho.

5.2.4 Teoria das Inequagoes Validas

Encerrando a secao, cabe lembrar uma conhecida ferramenta em programacao inteira,
utilizada para melhoria dos limites inferiores, via relaxacao linear, a teoria das inequacoes
validas (theory of valid inequalities), (Nemhauser e Wolsey, 1988). Importantes problemas
de programacao inteira-mista tém sido resolvidos com sucesso por essa técnica, (Bienstock
e Giinliik, 1995, Barahona, 1996). O uso de relaxacoes de programacao linear acopladas a
inequacoes validas e cortes podem aumentar ainda mais o tamanho das instancias trataveis,
por propiciarem limites bem mais justos.

5.3 Testes de Reducao

Na linha de testes de reducao, foram apresentados eficientes algoritmos de reducao para o
problema de localizacdo nao-capacitado, (Christofides e Beasley, 1982, Mateus e Carvalho,
1992), testes de reducdo para problemas de localizacao capacitados, (Beasley, 1988, Mateus
e Bornstein, 1991), e para problemas de Steiner em grafos, (Maculan et al., 1991). Essa é,
portanto, outra possibilidade de tornarmos trataveis instancias maiores.

5.4 Conclusoes

Apresentamos aqui alguns caminhos promissores para uma melhoria dos nossos resultados.
Essas novas possiveis direcoes de pesquisa sao inspiradas por trabalhos recentemente pub-
licados, tratando problemas similares. Parece-nos possivel utilizar, com ganhos, qualquer
uma das técnicas mencionadas na resolucao do problema NCFCF ou mesmo do problema
PRMN.
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Capitulo 6

Conclusoes

Apresentamos nessa tese dois problemas de planejamento de redes com forte apelo tedrico e
também pratico, por generalizarem uma série de outros problemas de otimizacao em redes
conhecidos e extensivamente tratados na literatura da area. Durante a apresentacao dos
modelos, fizemos uma extensa revisao bibliografica e acreditamos que uma boa parte dos
resultados mais notaveis descobertos na tltima década tenha sido mencionada.

Apresentamos o problema nao-capacitado de fluxos com custos fixos (NCFCF).
Mostramos a nao-trivialidade na obtencao de uma solugao étima para o problema NCFCF.
Usamos um algoritmo exato do tipo branch-and-bound para resolvé-lo e propusemos um
novo conjunto de procedimentos auxiliares, teoricamente justificados, que reduziram con-
sideravelmente os tempos de processamento. Discutimos possiveis extensoes para o estudo.

Introduzimos um novo problema, o qual denominamos problema de planejamento de
redes em multi-niveis (PRMN), que ¢ uma extensdo do problema NCFCF. Modelamos o
problema PRMN e o resolvemos de maneira exata. Para isso, estendemos as idéias desen-
volvidas para o problema NCFCF, demonstrando mais uma vez o seu alcance e relevancia.
Apresentamos algumas questoes em aberto e discutimos possiveis extensoes para a pesquisa.

Fizemos um estudo empirico comparativo entre varias implementagoes paralelas do al-
goritmo branch-and-bound aplicado ao problema PRMN. As implementacoes, adequadas as
maquinas paralelas do tipo MIMD), sao muito convenientes para processamento em redes de
workstations, muito populares nos dias de hoje. Os resultados preliminares apontam para
dire¢oes promissoras. Além disso, durante esse estudo, varios problemas foram levantados,
abrindo uma extensa area para futuras investigagoes.

Baseados mnos estudos mais recentemente publicados, mencionamos algumas das
possiveis metodologias alternativas para tratamento dos problemas estudados, com vis-
tas a obtencao de resultados ainda melhores.

Finalmente, é importante reforcar que os principais resultados alcancados ao longo
dessa pesquisa podem ser estendidos a muitos outros problemas de planejamento de redes.
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Apéendice A
Fragmentos de Coédigo em (

Em seguida, apresentamos fragmentos na linguagem C, para a criacao das listas de ad-
jaceéncias e listas encadeadas simples, usadas na implementacao dos algoritmos para res-
olucao do problema PRMN.
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#define Nodes number_of_nodes
#define Levels number_of_levels
/* definition of types */
typedef struct AType *ArcPtrType;
typedef struct AType {
int i,j, yij, Status;
float cij, Cij, xij, wij,
Gamma_wij, fij, Fij;
} ArcType;
typedef struct LAType *ListArcPtrType;
typedef struct LAType {
ArcPtrType *APtr;
ListArcPtrType Next;
} ListArcType;

/* definition of variables */
int Node, Level;
ArcPtrType *ArcPtr;
ListArcPtrType *AdjTo, ListArcPtr;
/* initialize adjacency list */
AdjTo = (ListArcPtrType *) calloc( Nodes, sizeof(ListArcPtrType) );
for ( Node = 0; Node < Nodes; Node++) {

AdjTo[Node] = (ListArcPtrType) malloc( sizeof (ListArcType) );

AdjTo[Node]->Next = NULL;
}
/* read parameters of all arcs */
while !end_of_arcs {

ArcPtr = (ArcPtrType *) calloc( Levels, sizeof(ArcPtrType) );

/* read parameters for all levels */

for ( Level = 0; Level < Levels; Level++ ) {

ArcPtr[Level] = (ArcPtrType) malloc( sizeof (ArcType) );
read_arc_parameter (INFILE, ArcPtr[Levell);

}

/* insert arc in list */

ListArcPtr = (ListArcPtrType) malloc( sizeof (ListArcType) );

ListArcPtr->APtr = ArcPtr;

ListArcPtr->Next = AdjTo[index_i_of (ArcPtr)]->Next;

AdjTo[index_i_of (ArcPtr)]->Next = ListArcPtr;
}

Figura A.1: Fragmento de Cédigo em C para Construcao de Listas de Adjacéncias
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#define Levels number_of_levels

/* definition of types */

typedef struct NType *NodPtrType;

typedef struct NType {
int i, zi, Status;
float di, fi, Fi, vi, Gamma_vi, Sigma_i, Flow_Cr;
} NodType;

typedef struct LNType *ListNodPtrType;

typedef struct LNType {
NodPtrType NPtr;
ListNodPtrType Next;
} ListNodType;

/* definition of variables */
int Node, Level;
NodPtrType NodPtr;
ListNodPtrType *Roots, *Demands, ListNodPtr;
/* initialize singly-linked lists */
Roots = (ListNodPtrType *) calloc(Levels, sizeof(ListNodPtrType));
Demands = (ListNodPtrType *) calloc(Levels, sizeof(ListNodPtrType));
for ( Level = 0; Level < Levels; Level++) {
Roots[Level] = (ListNodPtrType) malloc( sizeof (ListNodType) ) ;
Roots[Level]->Next = NULL;
Demands [Level] = (ListNodPtrType) malloc( sizeof (ListNodType) );
Demands [Level] ->Next = NULL;
}
/* read parameters of all candidate supply nodes */
while !end_of_supply_nodes {
/* read and insert node in list */
read_supply_node_parameters (INFILE, NodPtr);
ListNodPtr = (ListNodPtrType) malloc( sizeof(ListNodType) );
ListNodPtr->NPtr = NodPtr;
ListNodPtr->Next = Roots[level_of (NodPtr)]->Next;
Roots[level_of (NodPtr)]->Next = ListNodPtr;
}
/* read parameters of all demand nodes */
while !end_of_demand_nodes {
/* read and insert node in list */
read_demand_node_parameters (INFILE, NodPtr);
ListNodPtr = (ListNodPtrType) malloc( sizeof(ListNodType) );
ListNodPtr->NPtr = NodPtr;
ListNodPtr->Next = Demands[level_of (NodPtr)]->Next;
Demands [level_of (NodPtr)]->Next = ListNodPtr;
}

Figura A.2: Fragmento de Cddigo em C para Construcao de Listas Encadeadas Simples
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