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Resumo: Um dos sistemas de filas mais simples conhecidos na teoria de filas sdo as filas
markovianas com unico servidor, ou seja, filas com chegadas segundo um processo de Poisson e
tempos de servi¢o exponencialmente distribuidos, ou, na notagéo de Kendal, filas M /M /1. Apesar
da sua simplicidade, as filas M /M /1 possuem importantes aplicacdes praticas. Assim elas sdo o
foco desse artigo e s@o estudadas no aspecto de estimag@o estatistica da sua intensidade de trafego,
que corresponde a fragdo do tempo que tais filas estdo ocupadas. Importante por si s6, a intensidade
de trafego permite ainda a deducdo de outras medidas de desempenho importantes nos sistemas
de filas, tais como o tamanho médio da fila ou o nimero esperado de usudrios no sistema. Nesse
estudo, a estimativa é feita baseada na observacdo do niimero de chegadas de clientes durante o
tempo de atendimento de um cliente, uma forma bastante natural e pratica de coleta de dados. E
apresentada uma metodologia bayesiana para estimar o parAmetro de interesse, que é comparada
com o cldssico estimador de maxima verossimilhanga (EMV). A abordagem proposta é analisada
por meio de simulagdes Monte Carlo, para atestar sua eficiéncia, em que é demonstrado que o EMV
apresenta uma maior variancia, embora possa apresentar um menor vicio, em amostras de tamanho
pequeno (n < 50).
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Abstract: One of the simplest queueing systems in Queueing Theory are the single-server
Markovian queues, that is, queues with Poisson arrivals and exponentially distributed service times,
or, in Kendal notation, M /M /1 queues. Despite their simplicity, the M /M /1 queues have important
practical applications. Thus, they are the focus of this article and are studied in the aspect of
statistical estimation of their traffic intensity, which corresponds to the fraction of time that such
queues are busy. Important in itself, the intensity of traffic also allows the deduction of other
important performance measures in the queuing systems, such as the average queue length or the
expected number of users in the system. In this study, the estimate is made based on the observation
of the number of customer arrivals during a customer’s service time, a very natural and practical
way of collecting data. A Bayesian methodology is presented to estimate the parameter of interest,
which is compared with the classic maximum likelihood estimator (MLE). The proposed approach
is analyzed by means of Monte Carlo simulations, to attest its efficiency, in which it is demonstrated
that the MLE presents the highest variance, although it may present the smallest bias, in samples of
small size (n < 50).
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1 INTRODUCAO

Clientes fazendo compras em um supermercado ou pacientes esperando por um
transplante de coragdo sdo situagdes da vida real que envolvem a chegada de usudrios que
precisam esperar para ser atendidos. Tais sistemas sdo tratados pela teoria de filas e um dos
sistemas de filas mais simples existentes sdo as filas markovianas de servidor tnico, isto €, em
que as chegadas seguem um processo de Poisson, com uma taxa A, e os tempos de servico sao
independentes e identicamente distribuidos segundo uma distribu¢do exponencial, com taxa de
servico p. De acordo com a notacdo devida a Kendall, denotamos esse sistema de filas como
M/M/1 e um problema importante que atrai muitos pesquisadores é o da estimativa estatistica

dos seus parametros, devido as possiveis aplicacdes praticas de tais sistemas.

A inferéncia para sistemas de filas foi desenvolvida recentemente, embora a teoria de
filas tenha uma histéria mais antiga. Comecgou com o trabalho pioneiro de Clarke (1957), que
desenvolveu o método classico de estimativa pela maxima verossimilhanca para estimar A e p
em uma fila M /M /1 estaciondria e estdvel, ou seja, para a intensidade de trifego p < 1, em
que p = A/p. Somente um pouco mais tarde, no inicio dos anos 1970, a abordagem bayesiana
fol introduzida para sistemas markovianos, nos trabalhos de Bagchi e Cunningham (1972),
Muddapur (1972) e Reynolds (1973). Desde entdo, resultados significativos de pesquisa vém
sendo publicados nessa drea, dentre os quais cabe citar a série de artigos de Armero (1985,
1994), de Armero e Bayarri (1994, 1997, 1999, 2001), de Armero e Conesa (1998, 2000,
2004, 2006), e, mais recentemente, os trabalhos de Srinivas, Rao e Kale (2011), Chowdhury e
Mukherjee (2013), Cruz, Quinino e Ho (2017), Basak e Choudhury (2021), de Singh e Acharya
(2019, 2021) e de Singh et al. (2021), entre outros.

Sdo estudados neste artigo métodos de estimacgdo estatistica de um importante parametro
dos sistemas de filas M/M/1, a intensidade de trafego p, baseados em um esquema amostral
resultante da observac¢do do niimero de chegadas de clientes durante o tempo de servigco de um
cliente, uma forma bastante pratica e eficiente de obtencio de amostras. Foca-se principalmente

no método de estimativa bayesiano.

O restante do artigo estd organizado da seguinte forma. A Segdo 2 descreve
matematicamente o sistema de filas M /M /1. Apresenta também o estimador de maxima
verossimilhanga para p e descreve o método bayesiano de estimativa. Para este propdsito, usa-
se a distribuicao beta como distribui¢io a priori para p e o estimador bayesiano é deduzido para
uma funcao de perda simétrica (ou SELF, do inglés squared error loss function), um das mais
comumente empregadas. Um estudo de simulacdo € desenvolvido, para atestar a eficiéncia e a
eficdcia do estimador bayesiano, que € apresentado na Secdo 3. Finalmente, a Secdo 4 apresenta
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as conclusdes e observacoes finais.

2 METODOLOGIA

2.1 Estimacao Classica

Considere o modelo de filas markovianas de servidor tnico, ou seja, o modelo de filas
M /M /1, na notagdo de Kendall. Nesse modelo, o nimero de chegadas segue uma distribui¢do
de Poisson e os tempos de atendimento seguem uma distribui¢do exponencial, o que resulta nas
seguintes funcdes densidade de probabilidade para os tempos entre chegadas e para os tempos

de servigo, respectivamente,

a(t) = e M
e (D)
b(t) = pe™,

em que A > 0 e x> 0 sdo as taxas médias de chegadas e de servigo, respectivamente.

Na andlise da cadeia de Markov associada ao modelo de filas M/G/1, sejam
Xy, Xo, ..., X, ..., varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, iid, em que
X; denotam o numero de chegadas durante o tempo de servi¢o de i-ésimo cliente. Para a fila
M /M /1, a distribui¢do de probabilidade da varidvel aleatéria X é uma distribui¢do geométrica,

com fun¢do massa de probabilidade dada por:

oo p—AL A)®
P(X=1z) = / A" pe Hdt
0 x!
L Py 0,1,2 )
= T _\37 . y L =U, 1, 4,...,
1+p\1+4p
em que p = \/u > 0 € a intensidade de trafego.
Seja x = {x1,29,...,x,} uma amostra aleatéria iid, de tamanho n, da fun¢io massa de

probabilidade dada pela Equacgdo (2). Entdo, a funcdo de verossimilhanga baseada na amostra

x € dada por

L(p,x) = p*(1+ p)~ "), (3)

emquey =y . 4 T;.
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Da Equacio (3), pode-se escrever o estimador de maxima verossimilhanca (EMV) para p,

PMLE = arg max L(p,x) = % (4)

2.2 [Estimacao Bayesiana

As distribuicdes a priori sdo escolhidos geralmente de forma que seu intervalo de
defini¢do corresponda ao espaco paramétrico. Como o parametro de interesse p, em condi¢ao
estaciondria e estdvel, estd entre 0 a 1, uma distribuicdo beta ¢ uma boa escolha como

distribui¢do a priori. A funcdo densidade de probabilidade beta é dada pela expressao

1
B(e, f)

pi(pla, B) = P H1—-p)f T o<p<l, (5)

em que B(«, ) é a fungdo beta, uma constante de normalizacdo que assegura que a fungio

densidade de probabilidade integra 1 no espaco paramétrico, e € definida por

1
Bla®) = [ g1 (1= p)"dp (6)

em que «, 3 > 0 s@o os denominados hiperpardmetros.

A distribuicdo a posteriori para p para a priori p;(p|a, 5), Equagdo (5), e dada pela

expressao
L(p,x) x pr(plev, B
ql(p|x7a76) 1 ( ) 1< ‘ )
fO L(p, X) X pl(p’ «, 5)dp
pre (1= p) (A p) Y o
B(y+a,f) 2Fi(n+y,y+ay+a+p,—1)
em que y = > ,x; n é o tamanho da amostra e 2F)(a,b,c,z) é a fungdo gaussiana
hipergeométrica, dada pela seguinte forma integral (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964):
2F1(a7 b7 G, Z) = # /1 ub_l(l - u)c_b_l(]' - Zu)_“du, )
B(b,c—1b) Jo

em que z,c > b > 0.

Dessa forma, mostra-se que o estimador bayesiano para p, sob uma funcdo de perda

quadrética (SELF, de squared error loss function), denotado por pq; , para uma dada amostra
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x, € dado pela esperanca a posteriori de p (SINGH et al., 2021b), ou seja:

1
P = Blolx.0.8) = [ par(plx.aB)dp

Jo YT = )P (1 4 p) =" dp
Bly+ o, B) sFiln+y,y+oy+a+p —1)
(y+a) Filn+yy+a+ly+a+p+1,-1)
(y+a+p8) oFin+yy+ay+a+p,—-1)

)

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para verificar a eficécia e eficiéncia do método de estimacao bayesiano aqui apresentado,
foram desenvolvidos programas em R (R CORE TEAM, 2020), disponiveis a pedido mediante
solicitacdo aos autores. Todos os experimentos foram executados em um PC com um
processador Intel(R) Core(TM) 17-2640M @ 2,80 GHz e 6 GB de RAM executando Microsoft
Windows(C) 7 Professional.

Figura 1: Distribuicao a priori beta.
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Fonte: Os autores.

Primeiramente, os resultados computacionais sdo apresentados a partir de simulagdes

de Monte Carlo que comparam o estimador de médxima verossimilhanga, Equagdo (4), e o
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estimador bayesiano, Equacdo (9), para a intensidade de trafego, p, para 1.000 replicacgdes.
Numeros maiores de replicagdes foram experimentados, mas o resultados (ndo apresentados)
ndo mudaram significativamente. Os hiperparametros usados foram o = 1.0 e 5 = 1.0, para
uma distribuicdo a priori ndo informativa, conforme pode ser visto na Figura 1, para evitar, em

um primeiro momento, uma influéncia mais forte de algum conhecimento a priori que o analista

possa ter.
Tabela 1: Estimativas médias para p e suas variancias (entre parénteses).
n
Estimator p 10 20 50 100 200

EMV  0,0100 0,0094 (0,0009) 0,0099 (0,0005) 0,0106 (0,0002) 0,0105 (0,0001) 0,0104 (0,0001)
0,1000 0,0962 (0,0104) 0,0977 (0,0057) 0,0998 (0,0023) 0,0994 (0,0012) 0,0994 (0,0006)
0,2000 0,1972 (0,0226) 0,2001 (0,0118) 0,2021 (0,0048) 0,2007 (0,0025) 0,2004 (0,0012)
0,5000 0,4951 (0,0682) 0,5004 (0,0372) 0,5016 (0,0149) 0,4996 (0,0077) 0,5003 (0,0036)
0,7000 0,6889 (0,1094) 0,6963 (0,0585) 0,6999 (0,0235) 0,6993 (0,0125) 0,7006 (0,0058)
0,9000 0,8819 (0,1603) 0,8951 (0,0849) 0,9015 (0,0334) 0,9004 (0,0181) 0,9012 (0,0083)
0,9900 0,9756 (0,1878) 0,9871 (0,0959) 0,9920 (0,0389) 0,9908 (0,0206) 0,9912 (0,0097)
Bayes  0,0100 0,1337 (0,0012) 0,0665 (0,0006) 0,0319 (0,0002) 0,0209 (0,0001) 0,0155 (0,0001)
0,1000 0,2285 (0,0109) 0,1635 (0,0068) 0,1248 (0,0025) 0,1116 (0,0012) 0,1055 (0,0006)
0,2000 0,3261 (0,0181) 0,2740 (0,0132) 0,2313 (0,0052) 0,2149 (0,0026) 0,2074 (0,0012)
0,5000 0,5380 (0,0231) 0,5455 (0,0213) 0,5361 (0,0136) 0,5196 (0,0079) 0,5104 (0,0037)
0,7000 0,6278 (0,0206) 0,6661 (0,0180) 0,7013 (0,0122) 0,7099 (0,0094) 0,7108 (0,0054)
0,9000 0,6927 (0,0171) 0,7502 (0,0128) 0,8137 (0,0069) 0,8455 (0,0054) 0,8721 (0,0031)
0,9900 0,7182 (0,0154) 0,7805 (0,0101) 0,8476 (0,0048) 0,8840 (0,0034) 0,9148 (0,0016)

Fonte: Os autores.

A Tabela 1 apresenta os resultados em termos das médias das estimativas e das variancias.
As médias estimadas estao préximas dos parametros reais (que sao desconhecidos na pratica) e
as variancias sdo pequenas, como € desejavel. Mesmo para tamanhos de amostra relativamente
pequenos (n < 20), ambos os estimadores produziram estimativas de muito boa qualidade, em
termos de baixo erro e de baixa varidncia. Naturalmente, as estimativas melhoram conforme
o tamanho da amostra aumenta, e os resultados sdo muito bons para tamanhos de amostra
moderados (n > 100).
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Figura 2: Desempenho dos estimadores para p.
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Fonte: Os autores.

Os resultados da Tabela 1 estdo resumidos na Figura 2 que mostra os erros médios
e as médias das variancias, em funcdo dos valores de p e dos tamanhos de amostra n.
Desse resumo, pode-se concluir que as estimativas via mdxima verossimilhanga apresentam
os menores erros, veja a Figura 2-(a). Entretanto, tomando-se como referéncia os valores da
variancia, as estimativas bayesianas sao as que produzem os melhores resultados, para p > 0, 2,
aproximadamente. Finalmente, olhando-se o comportamento dos erros e das varidncias como
funcdes do tamanho da amostra, n, Figura 2-(c) e -(d), confirma-se o decaimento desses valores

com o crescimento do n, conforme € desejdvel.

4 CONCLUSOES

Embora as filas sejam modelos probabilisticos, podem-se encontrar muitas pesquisas

sobre a inferéncia estatistica de seus pardmetros, o que pode auxiliar na sua aplicacdo
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como modelos aproximados de muitas situacdes praticas da vida real. Foi tratado nesse
artigo o problema de estimacdo da intensidade de trafego de filas markovianas de servidor
unico, com um esquema amostral ainda ndo muito explorado na literatura, qual seja, uma
amostra aleatdria, ou iid, composta pelo nimero de chegadas durante cada atendimento. Um
conjunto de simulacdes Monte Carlo atestou a eficicia e a eficiéncia do estimador de méxima
verossimilhanga, em termos de erros de estimagdo, mas com um desempenho superior do
estimador bayesiano, em termos da variabilidade das estimativas, em situacdes com intensidade
de trafego p > 0,2, aproximadamente. Duas alternativas complementares, portanto, foram

apresentadas para a estimagdo da intensidade de trafego em filas markovianas de servidor tnico.

Estudos futuros nesta drea incluem a investigacdo de outros esquemas amostrais,
aplicados as filas markovianas ou a outros tipos de filas, incluindo filas mais gerais, com varios
servidores, capacidade finita, filas com chegadas em massa e outros tipos de generaliza¢des nao
markovianas. Esses sdo apenas alguns dos topicos potenciais para estudos futuros nesta area de

pesquisa.
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