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As filas de espera estdo presentes em diversas situacdes do nosso dia a dia, tais como na lancho-
nete, no supermercado, no banco e no posto de gasolina. Vdrias sdo as medidas que descrevem
o desempenho das filas. Neste trabalho daremos foco a estimativa da intensidade do trafego p
(também denominado fator de utilizagdo da esta¢@o de servico), para o caso de filas M/M/1,
que, na notacdo de Kendall, representa filas com tempos entre chegadas e de servigo exponen-
ciais (markovianos), servidor Unico e capacidade de espera infinita. Experimentos computacio-
nais apresentados mostram que o estimador de maxima verossimilhanca para p apresenta vicio
para amostras pequenas € moderadas (n < 200). Adicionalmente, uma versao do estimador,
corrigida pelo método bootstrap nao paramétrico, foi testada. Assim, com um esfor¢co compu-
tacional extra, o pesquisador pode alcangar, com amostras de tamanho n = 5, estimativas para
p com erro médio equivalente a estimativas com amostras de tamanho n = 20. Esta redugdo
pode ser bastante importante do ponto de vista pratico, pela diminui¢ao que pode acarretar nos

custos e no tempo para obteng¢do das amostras.
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1 Introducao

As filas de espera estdo muito presentes no nosso dia a dia, em situacdes tais como na
lanchonete, no supermercado, no banco e no posto de gasolina. Comum a todos esses casos ¢
que as filas ocorrem quando a procura por um determinado servico ¢ maior que a capacidade
do sistema de prover este servico. Conforme Wagner [6], voc€ pode caracterizar um sistema de
filas pelo seu processo de chegada, seu processo de saida, a disciplina da fila, seu mecanismo
de servico, entre outras formas. Essas caracteristicas estdo presentes em todos os sistemas de
filas e sdo muito importantes para analisarmos cada tipo de fila.

Viérias sdo as medidas que podem atestar o desempenho de um sistema de filas. Neste
trabalho daremos foco a estimativa da intensidade do trafego p (as vezes chamado de fator
de utilizagdo da estagdo de servigo), para o caso de filas M/M /1, que, na notagao de Kendall
[4], representa filas com tempos entre chegadas exponenciais (markoviano), tempos de servigo
também exponenciais, servidor Uinico e area de espera infinita.

Este artigo esta organizado com se segue. Na Se¢ao 2 ¢ apresentada a metodologia utilizada.
Os resultados computacionais e sua andlise sao discutidos na Se¢do 3. Finalmente, a Secao 4

encerra o artigo com conclusdes finais e topicos para futuras pesquisas na area.

2 Metodologia

2.1 FilasM/M/1

As filas M /M /1, apesar de serem as mais simples do ponto de vista matematico, estdo entre
aquelas com mais aplicagdes na pratica. Elas aproximam diversas situacdes reais e sao a base

de modelos mais complexos. Segundo a notacdo de Kendall [4], sdo filas com:

densidade exponencial para os tempos entre chegadas: f(¢) = e M >0,

densidade exponencial para os tempos de servigo: g(t)=ue ™™, 1t>0.
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Assumindo que o sistema de filas atinge um regime estacionario (também denominado equi-
librio estatistico), isto ¢, que ele foi observado apds um prolongado periodo de funcionamento,

pode-se calcular a intensidade de trafego p, definido como:

= >

p=-, )

que, para garantir que o sistema atinge o equilibrio, deve obedecer a p < 1.
Associada a esta intensidade de trafego, pode-se encontrar uma distribuicao de probabili-
dade geométrica para o numero de clientes no sistema no momento da partida, M, que, apds o

equilibrio, pode ser escrita como:

p"(1—p), m=0,1,2,...,

0, caso contrario.

HM:m:{ A3)

A partir da Eq. (3), importantes caracteristicas de desempenho podem ser encontradas em
funcao de p, tais como a probabilidade de servidor ocioso, P(M = 0) = 1 — p, a esperanga do

niimero de clientes no sistema, L = p/(1 — p), e o tamanho médio da fila, L, = p?/(1 —p).

2.2 Estimador de Maxima Verossimilhanca para p

Para obtencdo de uma estimativa para p, baseada em uma amostra X de tamanho », pode-se

utilizar a Eq. (3) e definir-se a seguinte fun¢do de verossimilhanga:

L(p,X) = (1-p)"p", 4)

emquey =27  x;.

Pode-se mostrar que o estimador de maxima verossimilhanga (EMV), para p, ¢ dado por:

y
n+y'

p= )

2.3 Correcao Bootstrap de Vicio

Um método utilizado para correcao de vicio em estimadores € o bootstrap [3]. Na sua versao
ndo paramétrica, para estimar o vicio de um parametro de interesse, 3, realizamos diversas
reamostragens (com reposi¢do) e estimamos o parametro para cada reamostragem. Tiramos

entdo a média dessas estimativas, B(.) e o vicio pode ser estimado da seguinte forma:

vicio = B(,) — B (6)

A versao corrigida do estimador, pelo método bootstrap nao parametrico, ¢ dada por:

Bz =2B—Bo)- (7)
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Este método foi usado por diversos pesquisadores no passado, com resultados bastante sa-
tisfatorios (ver, por exemplo [1]). Trabalhos recentes mostram o uso do método bootstrap para
estimagao de intervalos de confianga (ver [2]). A seguir, sdo apresentados resultados computa-

cionais e as principais conclusdes obtidas.

3 Resultados e Discussao

Todos os algoritmos anteriormente descritos foram codificado em R [5] e estdo dispo-
niveis a pedido diretamente com os autores.
amostras com intensidades de trafego p € {0,01;0,10;0,20;0,50;0,90;0,99} ¢ tamanhos n €

{5;10;20;50;100;200;500}. Para todos esses cenarios foram calculadas estimativas médias de

Inicialmente foram realizadas simulagdes de

p pelo EMV, Eq. (5), com os respectivos erros-padrao da média (EPM), para 10.000 replicagdes

Monte Carlo. Os resultados podem ser vistos na Tabela 1 e nas Figuras 1 e 2.

Tabela 1: Estimativas médias de p com respectivo erro padrao entre parénteses

n

5

10

20

50

100

200

500

0.01

0,0080 (0,0004)

0,00910 (0,00029)

0,00968 (0,00021)

0,00987 (0,00014)

0,00994 (0,00010)

0,01000 (0,00007)

0,010025 (0,000044)

0.10

0,0849 (0,0011)

0,09279 (0,00084)

0,09668 (0,00062)

0,09820 (0,00039)

0,09940 (0,00028)

0,09953 (0,00020)

0,100027 (0,000127)

0.20

0,1725 (0,0015)

0,18718 (0,00109)

0,19372 (0,00079)

0,19710 (0,00050)

0,19892 (0,00035)

0,19923 (0,00025)

0,199806 (0,000160)

0.50

0,4528 (0,0017)

0,47665 (0,00116)

0,48838 (0,00081)

0,49509 (0,00050)

0,49801 (0,00035)

0,49868 (0,00025)

0,499603 (0,000158)

0.90

0,8784 (0,0006)

0,88979 (0,00036)

0,89500 (0,00023)

0,89801 (0,00014)

0,89895 (0,00010)

0,89940 (0,00007)

0,899811 (0,000043)

0.99

0,9875 (0,0001)

0,98887 (0,00004)

0,98945 (0,00002)

0,98978 (0,00001)

0,98990 (0,00001)

0,98994 (0,00001)

0,989976 (0,000004)

Podemos constatar que o EMV realmente apresenta vicio, para amostras pequenas € mo-
deradas. Para amostras grandes (n > 200), o comportamento ¢ bastante satisfatorio, conforme
visto na Figura 1, que representa graficamente os valores apresentados na Tabela 1. Portanto,
as medidas de desempenho da fila estimadas a partir de p também apresentardo vicio, o que
deve ser uma preocupagao do pesquisador. Outra conclusao importante ¢ que os EPM s3o mai-
ores para intensidades de trafego p ~ 0,50 e menores para intensidades extremas, p ~ 0,99 e
p =~ 0,01, o que sugere que estes sdo os valores mais dificeis de estimar na pratica. A Figura 2
mostra claramente este fendmeno.

Além disso, testes preliminares foram realizados com a versdo corrigida do EMV para p,
Eq. (5). Os valores médios obtidos, para diversos tamanhos de amostra, para 10.000 replicacdes
Monte Carlo e p = 0,5, sdo apresentados na Figura 3. E possivel notar pelos resultados que,
com um esfor¢co computacional extra, o pesquisador pode alcangar com amostras de tamanho
n = 5 estimativas para p com o mesmo erro médio que para amostras de tamanho n = 20.
Esta reducdo pode ser bastante importante do ponto de vista pratico, pela diminui¢cao que pode

acarretar nos custos € no tempo para obtencao das amostras.
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Figura 1: Estimativas médias de p em funcdo do tamanho da amostra n

4 Conclusoes e Observacoes Finais

Dada a importancia das filas no dia a dia das pessoas, este trabalho abordou o problema de
estimacao de um dos seus parametros, a intensidade de trafego p. O foco foi o tipo mais simples
de filas, M/M/1, com chegadas e partidas markovianas e servidor inico, que é uma aproxima-
¢do acurada para varios problemas praticos e base para modelos mais completos e abrangentes.
Foi contatada a presenga de vicio no estimador de maxima verossimilhanga para p e investigada
a utilizacao do conhecido método bootstrap ndo paramétrico para sua correcao. Resultados pre-
liminares promissores apontaram para uma corre¢ao efetiva do vicio, possibilitando reducao no
tamanho de amostra, com consequente diminui¢do nos custos e tempo para sua obtenc¢ao.

Investigacdes futuras incluem a avaliacdao da qualidade da correcao pelo bootstrap em outras
medidas de desempenho da fila, tais como a probabilidade de sistema vazio, no tamanho médio
da fila e nimero médio de usuarios no sistema. Também outros tipos de filas devem ser investi-

gados, tais como filas markovianas infinitas multi-servidoras, M /M /c, filas finitas, M /M /c/K,

e assim por diante.
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