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Resumo: Filas multi-servidoras com chegadas Poisson e tempos de servi¢o exponenciais sido o foco deste traba-
lho, mais especificamente, o problema de estimagdo bayesiana da sua intensidade de trafego, definida como a razao
entre a taxa de chegada e a taxa de servico. Tais filas sdo importantes como modelos aproximados em diversas si-
tuagdes praticas, tais como em redes de computadores e de telecomunicagdes, sistemas de manufatura, de servicos
e de satide, entre outros problemas similares. E investigado aqui o uso do método de amostragem/reamostragem de
importancia (ou SIR, do inglés sampling/importance resampling) e sua implementacdo na plataforma R. A deter-
minacao da intensidade de trafego € ponto de partida para obtengdo de outras medidas de desempenho importantes,
tais como, a probabilidade de o sistema estar vazio, o tamanho médio da fila, o nimero esperado de usuarios no
sistema, dentre outras. Resultados numéricos sdo apresentados, para demonstrar a eficdcia e a eficiéncia do SIR,
diante de amostras de tamanho finito.
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Introducao

As filas sdo descritas, basicamente, por um processo de chegada de clientes, ou produtos, em um deter-
minado sistema de atendimento, ou de producdo, que prové um ou mais servicos, que serd executado por certa
quantidade de servidores. O foco deste estudo foram as filas markovianas infinitas com ¢ servidores em paralelo,
ou, na notacdo de Kendall (1953), filas M/M/c (ou M/M/c/). A intensidade de trifego, p, definida como a
relagdo entre a taxa de chegada (1) e a taxa de servigo (), representa a propor¢do média de tempo que cada
servidor permanece ocupado e é a medida de desempenho que este artigo tem por foco estimar. A partir desta,
outras medidas de desempenho podem ser determinadas, como o tamanho médio da fila ou o nimero esperado de
usudrios no sistema.

O objetivo € o estudo empirico de estimadores estatisticos para o pardmetro p, em filas M/M/c, e seu de-
sempenho frente a amostras de tamanho finito (< 250). A ideia € utilizar um método Monte Carlo ndo iterativo,
denominado amostragem/reamostragem de importancia (ou SIR, do inglés sampling/importance resampling). Fer-
ramenta simples e conhecida desde o final dos anos 1980’s (RUBIN, 1988) e inicio dos anos 1990’s (SMITH;
GELFAND, 1992), o SIR ¢é uma técnica de estatistica bayesiana que tem se mostrado vidvel em novas aplica-
¢des, inclusive em estimagédo em filas M /M /¢ (CRUZ; QUININO; HO, 2017), principalmente devido aos avangos
computacionais que possibilitam a precisdo e a velocidade necessdrias aos cdlculos envolvidos. Para uma revisao
ampla e atualizada sobre inferéncia em filas em geral, ver Asanjarani, Nazarathy e Pollett (2017).

Neste artigo, uma implementacdo do SIR em R (R CORE TEAM, 2017) ¢ apresentada e tornada disponivel
para a comunidade, uma vez que o R € um ambiente de software livre para computagdo estatistica e grafica que é
bastante utilizado pela comunidade de matemadtica aplicada e computacional e estatistica. O restante do artigo estd
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organizado da seguinte forma. A préxima sec@o detalha as equagdes e algoritmos envolvidos. Em seguida, os re-
sultados computacionais sdo apresentados e discutidos. Finalmente, o artigo é concluido com algumas observacdes
finais e topicos para futuras pesquisas na drea.

Materiais e métodos

Embora seja do ponto de vista matemdtico um dos modelos de filas mais simples, as filas markovianas
multi-servidoras infinitas sdo aproximacdes bastante satisfatérias de diversos sistemas reais. Elas sdo o foco deste
estudo. O modelo probabilistico de tais filas € apresentado na Figura 1, em que o niimero k de clientes que chegam
na unidade de tempo segue uma distribuicao Poisson, com fun¢do de probabilidade
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Figura 1: Um exemplo de fila M /M /c, com ¢ = 2 servidores.

A esquerda da Figura 1, tem-se o grifico da funcio de probabilidade de uma distribui¢do Poisson com uma
determinada taxa A. Este grdfico é apresentado com o intuito de ilustrar uma modelagem do nimero de chegadas
de clientes ou produtos em um sistema de atendimento. A abscissa k refere-se ao nimero de chegadas em um
determinado periodo de tempo e a ordenada p(k) representa a probabilidade de ocorrer tais chegadas. Ao lado
direito da Figura 1, encontra-se o grafico da funcdo densidade de probabilidade para a distribui¢do Exponencial,
com vdrias taxas (1. Este grifico € mostrado com o propdsito de ilustrar uma modelagem do tempo de servigo,
em que a abscissa 7 representa o tempo de servigo, em unidades de tempo, e a ordenada a respectiva densidade de
probabilidade g(z).

Assumindo que a fila é observada por um longo periodo de operacao, até alcancar um estado estaciondrio,
e que a intensidade de trafego € tal que p < 1, para assegurar que o nimero de usudrios em espera nao cresga
indefinidamente, é possivel deduzir a seguinte distribuicio estaciondria do nimero de clientes (N) no sistema
(GROSS et al., 2009).

o, 0<n<e,
P(N=n)=p,= . 3)
%Pm n>c,
em que p, ¢ a probabilidade de se encontrar n clientes no sistema em determinado momento e a probabilidade de
o sistema estar vazio, P(N = 0) = py, é dada a partir da condi¢@o de que as probabilidades devem somar 1,
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Supondo agora que x = {xj,X2,...,x/} constitui uma amostra, de tamanho ¢, em que os x; representam o
niimero de clientes observados no sistema (i.e., os clientes em servico e em espera, na fila), a seguinte funcio de
verossimilhanca pode ser escrita (CRUZ; QUININO; HO, 2017),
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em que /(. ¢ a fungdo indicadora. Note-se que x; deve ser observado em instantes aleatSrios e suficientemente
espagados, para evitar correlagdo entre as observagdes. A determinagdo desse espacamento, do ponto de vista
tedrico, nao € trivial e estd fora do escopo deste trabalho. No entanto, do ponto de vista prético, se em cada obser-
vacdo, x;, os clientes forem todos diferentes daqueles da observagdo anterior, x;_;, tem-se entdo um espagamento
adequado.
Uma vez que 0 < p < 1, qualquer distribui¢do com suporte (0,1) é uma candidata natural a distribui¢do a

priori para este parametro. Uma distribui¢@o que jd vem sendo usada com sucesso em inferéncia em filas (GUPTA;
NADARAIJAH, 2004) é

(p) o< p= V(1= p)?= 4> 0,6 >0, (©6)

que, apds a normalizagdo, é a conhecida distribui¢do beta, com pardmetros a e b, Beta(a,b). A beta serd utilizada
aqui por comodidade, uma vez que oferece a flexibilidade necessaria para a modelagem do conhecimento a priori
sobre o parametro p, conforme pode ser visto na Figura 2, além de facilitar a comparacao com estudos anteri-
ores, nos quais foi utilizada. Varios métodos para obten¢do dos pardmetros a e b em situacdes reais podem ser
encontrados em Gupta e Nadarajah (2004).
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Figura 2: Virias distribui¢des a priori Beta(a, b).

A distribui¢do a posteriori, correspondente a distribuicdo a priori dada pela Eq. (6), é
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Entretanto, como seria dificil obter exatamente a distribuicdo de probabilidade a posteriori IT(p|x), dada pela
Eq. (7), sera utilizado o SIR. Discutido em detalhe por Rubin (1988) e Smith e Gelfand (1992), este algoritmo &
descrito brevemente como segue. Uma amostra aleatéria de tamanho & (igual ou superior a 5.000), p;, i=1,2,... k,
é retirada da densidade a priori de p, que neste trabalho € considerada uma distribuigao beta, com parametros a e b,
Beta(a,b). Um peso o, € associado a cada p;, i = 1,2,...,k, proporcional ao lado direito da Eq. (7). Finalmente,
uma reamostra de tamanho k com reposi¢do, p;", € feita dos p;, de acordo com os pesos @;. Dessa forma, podem-se
ser calculadas as medidas usuais da inferéncia bayesiana. Por exemplo, um estimador pontual é a média de p;".
Uma implementagdo simplificada do SIR em R pode ser vista na Listagem 1.
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sirmmsRo<-function (ce ,amostra ,a,b){
# amostragem da priori
sirSampSiz <-5000
rhoPrior<-rbeta(sirSampSiz ,shapel=a, shape2=b)
# fung¢do de probabilidade, Eq.(3)
dmms<-function (m, rho,ce){
pO<-sum(sapply(c(0:(ce-1)), function(j) (ce*rho)”j/factorial(j)))+
cerce*rho~ce/factorial (ce)/(1-rho)
p0<-1/p0
p<-sapply (floor (m), function(m) if(m<=ce) (ce*rho)”m/factorial (m)
else ce”ce*rho”m/factorial (ce))*p0
return(p)}
# fung¢do de verossimilhanga
like . f<-function (rho,ce,amostra){
ss<-length (amostra)
likef <-sapply (1:length(rho), function(n) prod(dmms(amostra[l:ss],rho[n],ce)))
return(likef)}
# SIR
maxss <-50
init<-1
fin <-maxss
ssize <-length (amostra)
rhoPost<-rhoPrior
while (init<ssize) {
subsample <-amostra[init :min(fin , ssize)]
wght<-like .f(rhoPost,ce,subsample)
wght <-wght/sum(wght)
rhoPost<-sample(rhoPost , size=sirSampSiz , replace=TRUE, prob=wght)
init<-min(fin ,ssize)+1
fin <-fin+maxss}
return (mean(rhoPost)) }

Listagem 1: Estimador bayesiano para p via SIR e distribui¢@o a priori beta

Sobre a Listagem 1, é necessdrio chamar & atengdo suas linhas finais (24 a 30), que dividem a amostra original
em partes de tamanho maximo igual a 50 e, iterativamente, calculam posterioris intermedidrias, que serao utilizadas
como prioris no passo seguinte, até considerar todos os elementos da amostra original. Este processo bayesiano
sequencial é necessdrio para evitar erros numéricos que tornam a fun¢@o de verossimilhanga praticamente plana,
e, em consequéncia, anulam os pesos ®;, utilizados no SIR. Isso ocorre com frequéncia quando as amostras tém
tamanhos superiores a ¢ > 50.

Resultados e discussao

A Tabela 1 apresenta os valores médios e os desvios-padrdes para a média a posteriori da intensidade de
trafego (p), obtida a partir de um procedimento de simulagdo Monte Carlo repetido 100 vezes com o tamanho da
amostra do SIR igual a k = 5.000, para varios tamanhos de amostra, ¢, e ¢ = 3.

Da para perceber pela Figura 3-a que os erros médios de estimacdo mantém-se proximos de zero para todos
os valores de p quando tem-se a priori ndo-informativa, Beta(1,1), e que as prioris informativas t¢ém melhor
desempenho quando as modas sdo préximas ao valor p a ser estimado. Na Figura 3-b, pode-se observar que o
desvio-padrdo é maior para p igual a 0,5 e menor quando p € igual a 0,9. Vé-se também, na Figura 3-c, que os
erros médios de estimac¢do diminuem a medida que o tamanho da amostra aumenta, para todas as prioris testadas,
para amostras de tamanho ¢ < 100. A partir desse tamanho de amostra os erros come¢am a aumentar para a priori
Beta(2,5) e, para amostras de tamanho ¢ > 150, os erros comecam a aumentar para a priori Beta(1, 1), o que levanta
a suspeita de que a dificuldade de célculo da funcdo de verossimilhanca para amostras grandes comega a crescer.
De fato, a medida que a amostra cresce, a funcdo de verossimilhanca apresenta multiplicacdes de nimeros muito
préximos de zero, fazendo com que a posteriori ndo incorpore a informagdo proveniente dos dados. Por isso é
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Tabela 1: Média e o desvio-padrio (entre parénteses) para a intensidade de trdfego (p) a posteriori.

Tamanho da amostra (¢)
Priori | p 25 50 100 150 200 250
Beta(2;5)|0,20|0,2096 (0,0476)|0,2052 (0,0296)|0,2029 (0,0227)|0,2020 (0,0173)|0,2002 (0,0164)|0,1985 (0,0146)
0,50{0,4744 (0,0603) 10,4891 (0,0404)|0,4937 (0,0307) |0,4954 (0,0235)[0,4943 (0,0218)|0,4933 (0,0186)
0,90{0,8633 (0,0327)|0,9003 (0,0135){0,8990 (0,0139) |0,8876 (0,0204)[0,8827 (0,0194)|0,8802 (0,0172)
Beta(1;1)]0,20(0,2101 (0,0508)|0,2046 (0,0304) [0,2024 (0,0227)|0,2016 (0,0177)|0,2001 (0,0164)|0,1983 (0,0148)
0,50{0,4940 (0,0631) 10,4992 (0,0408) | 0,4988 (0,0302) |0,4990 (0,0229)[0,4971 (0,0215)|0,4957 (0,0184)
0,90{0,8924 (0,0209)|0,8963 (0,0135)|0,8977 (0,0101) |0,8986 (0,0073){0,8983 (0,0067)|0,8981 (0,0056)
Beta(5;2)|0,20(0,2601 (0,0512)|0,2287 (0,0328) [0,2136 (0,0212)|0,2085 (0,0163)|0,2051 (0,0152)|0,2021 (0,0151)
0,50{0,5169 (0,0575) 10,5098 (0,0393)|0,5033 (0,0300) |0,5016 (0,0232)[0,4995 (0,0216)|0,4976 (0,0187)
0,90{0,8907 (0,0210)|0,8955 (0,0131){0,8972 (0,0096) |0,8981 (0,0071){0,8979 (0,0067)|0,8977 (0,0056)
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Figura 3: Desempenho médio das estimativas para p.
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necessario langar mao do processo bayesiano sequencial, mencionado na se¢@o anterior, que permite a reducio dos
erros numéricos que podem tornar a funcdo de verossimilhanca praticamente plana em amostras grandes. Pode-se
observar ainda, na Figura 3-d, que o desvio-padrdo decresce em fun¢ao do tamanho da amostra (¢), e que para as
prioris Beta(1, 1) e Beta(5,2) o valor desse decréscimo foi bastante préximo. Em resumo, o desempenho do SIR ¢
satisfatério para uma priori vaga, Beta(1, 1), para quaisquer valores de p, ou quando a priori tem moda préxima ao
valor correto de p, conforme visto na Figura 3-a, onde as prioris Beta(2,5) e Beta(5,2) tém o melhor desempenho
quando p = 0,20 e 0,90, respectivamente.

Conclusoes

No contexto testado, o algoritmo implementado para estimacao da intensidade de trafego (p) de filas marko-
vianas multi-servidoras (M /M /c), pelo método de amostragem/reamostragem de importancia (SIR), no software
R, produz resultados satisfatorios para amostra do nimero de usudrios no sistema, em tempos aleatdrios. Os erros
médios ja sdo inferiores a 0,002 quando o tamanho chega a 100. A partir desse tamanho de amostra, os erros ndo
decaem mais, principalmente para uma priori com moda muito baixa, como a Beta(2,5). Tem-se, portanto, uma
seguranca na utilizacao do SIR em situagdes reais, se a informacao a priori € vaga ou se esta informagao representa
bem o valor a ser estimado para p. O ambiente R € bastante conveniente, por ser uma plataforma aberta, gratuita e
que esta tendo um uso cada vez mais difundido entre pesquisadores e usuarios das dreas de matematica aplicada e
de estatistica.

Topicos para trabalhos futuros incluem o estudo da influéncia do nimero de servidores (s) na qualidade da
estimacao, da aplicabilidade e eficdcia do método SIR na estimacdo de outras medidas de desempenho (p.e., tama-
nho médio da fila, L, nimero médio de usudrios nos sistema, L, probabilidade de sistema vazio, py). Aplicacdes
do método em estimacdo em filas truncadas M /M /c/N, ou filas mais gerais, GI/G/c/M também podem render
bons resultados.
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