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†Pró-Reitoria de Planejamento e Desenvolvimento
Universidade Federal do Pará
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Abstract— In many everyday life situations in which some queueing is forming, queueing models may play a
key role. By using such models, which are idealizations of reality, accurate performance measures are determined,
such as the traffic intensity (ρ), defined as the ratio between the arrival rate and the service rate, among others.
An intermediate step in the process includes the statistical estimation of the parameters of the proper model.
Specifically, we are interested in the estimation of ρ for single-serve finite Markovian queues, or, in Kendall
notation, M/M/1/K queues. Computational results show that accurate estimates can be obtained for a broad
range of values in the parametric space, by means of the maximum likelihood estimator (MLE), Bayesian, and
bootstrap corrected MLE.

Keywords— Discrete event systems, Markovian queues, Bias, Bootstrap.

Resumo— Nas diversas situações quotidianas em que há formação de filas, os modelos de filas de espera
podem ser de grande utilidade. Através de tais modelos, que são idealizações da realidade, acuradas medidas de
desempenho podem ser determinadas, tais como a intensidade de tráfego (ρ), definida como a razão entre a taxa de
chegada e a de sáıda, entre outras. Uma etapa intermediária nesta determinação inclui a estimação estat́ıstica dos
parâmetros do modelo em questão. Especificamente, estamos interessados na estimação do ρ nos modelos de filas
markovianas finitas com servidor único, ou, na notação de Kendall, filas M/M/1/K. Resultados computacionais
mostram que estimativas acuradas podem ser obtidas para diversos valores no espaço paramétrico, via utilização
do estimador de máxima verossimilhança (EMV), bayesiano e EMV corrigido via bootstrap.

Palavras-chave— Sistemas a eventos discretos, Filas markovianas, Vı́cio, Bootstrap.

1 Introdução

De acordo com Gross et al. (2009), um sistema
de filas pode ser assim descrito. Clientes chegam
para serviço; aguardam, se não puderem ser ime-
diatamente servidos; e, após esperar, deixam o sis-
tema depois de atendidos. Os modelos teóricos de
filas de espera são idealizações de diversos siste-
mas reais, tais como redes de computadores e te-
lecomunicações (Kleinrock, 1975; Lakatos et al.,
2013), sistemas de manufatura (Papadopolous
et al., 1993; Govil & Fu, 1999), de serviços (Koole
& Mandelbaum, 2002; Cruz et al., 2016), de
saúde (van Brummelen et al., 2015; Almehdawe
et al., 2013; Almehdawe et al., 2016), entre ou-
tros problemas semelhantes. Tais modelos pos-
sibilitam a determinação acurada de medidas de
desempenho, desde que uma etapa anterior tenha

sido cumprida, que é a de estimação estat́ıstica
dos seus parâmetros. Assim, o objetivo aqui é es-
timar, da maneira mais eficiente posśıvel, um dos
parâmetros mais importantes dos modelos de filas,
que é a intensidade de tráfego (ρ), definida como
a razão entre a taxa de chegada (λ) e a taxa de
serviço (µ).

Os primeiros esforços de pesquisa na área de
estimação em modelos de filas remontam aos tra-
balhos de Clarke (1957) e Beneš (1957), na linha
da inferência clássica, com o desenvolvimento de
estimativas de máxima verossimilhança para λ e µ
em filas markovianas infinitas com servidor único,
as mais elementares. A abordagem bayesiana é
mais recente e ganha impulso após os influentes
trabalhos de Armero & Bayarri (1994a; 1994b). A
partir de então, com a publicação recente de vários
artigos relevantes, a área continua a desenvolver-
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se (para uma bibliografia atualizada na área, veja
Asanjarani et al., 2017).

Entretanto, do melhor conhecimento dos au-
tores, ainda não foram realizados estudos, como
este aqui apresentado, sobre o desempenho de es-
timadores para ρ, para filas M/M/1/K, em que,
na notação de Kendall (1953), as chegadas seguem
um processo de Poisson (Markoviano), os tempos
de serviço são exponenciais (Markovianos), o ser-
vidor é único e a capacidade máxima total de cli-
entes simultaneamente no sistema é K, incluindo
aquele em serviço. Portanto, é trazida neste artigo
uma inédita avaliação emṕırica do desempenho de
estimadores de ρ, especificamente para modelos
de filas M/M/1/K, prevalente em alguns sistemas
reais (Gross et al., 2009).

O restante do texto está organizado da se-
guinte forma. Na Seção 2, são detalhadas as equa-
ções da fila e os estimadores para ρ. Os resultados
computacionais são apresentados e discutidos na
Seção 3, seguida pela Seção 4, que encerra o texto,
com observações finais.

2 Modelos Matemáticos

Para filasM/M/1/K, é conhecido (Wagner, 1986)
que a probabilidade do número de usuários N no
sistema, para n = 0, 1, . . . ,K, é dada por:

P (N = n) =

{

ρn(1−ρ)
1−ρK+1 , para ρ 6= 1,
1

K+1 , para ρ = 1.
(1)

2.1 Estimador de Máxima Verossimilhança

Considere a distribuição de probabilidade estaci-
onária da Eq. (1). Considere agora uma amostra
aleatória de tamanho n, x = (x1, x2, . . . , xn)

T, do
número de clientes remanescentes no sistema nos
momentos de partida. Neste caso é permitido que
no máximo K clientes permaneçam no sistema.
Assim, a função de verossimilhança é:

L(ρ,x) =
ρx1(1− ρ)

1− ρK+1
× · · · ×

ρxn(1− ρ)

1− ρK+1

=
ρ
∑

n

i=1 xi(1− ρ)n

(1− ρK+1)n
. (2)

Note-se que a verossimilhança é uma função
da intensidade de tráfego ρ e da amostra x. Entre-
tanto, somente é necessário o tamanho da amos-
tra n e o seu somatório

∑n

i=1 xi, que é estat́ıstica
suficiente (Fisher, 1922) para ρ. Também é im-
portante ressaltar que a implementação do esti-
mador de máxima verossimilhança (EMV) passa
pela maximização numérica da função de verossi-
milhança, Eq. (2), o que, dado seu comportamento
suave, conforme visto na Figura 1, pode ser feito
sem dificuldades por algoritmos clássicos de otimi-
zação que não fazem uso de derivadas, tais como

bisseção, seção áurea, dentre outros (para mai-
ores detalhes sobre métodos de otimização, veja
Mateus & Luna, 1986).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0e
+

00
4e

−
05

ρ

L(
ρ,

x)

máximo

Figura 1: Função de verossimilhança, L(ρ,x), e
seu máximo, para uma amostra de tamanho n =
10, ρ = 0, 20 e K = 5

2.2 Inferência Bayesiana

Uma das alternativas para estimar ρ é pela me-
todologia bayesiana. Uma das principais diferen-
ças em relação à metodologia clássica é que na
metodologia bayesiana é permitida a incorpora-
ção da informação a priori sobre os parâmetros
desconhecidos do modelo e, ao contrário dos mé-
todos clássicos, os métodos bayesianos consideram
estes parâmetros como variáveis aleatórias, asso-
ciando a eles uma distribuição de probabilidade.
Desta forma, o conhecimento que o especialista
tem sobre um determinado parâmetro desconhe-
cido pode ser levado em consideração.
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Figura 2: Funções de distribuição a priori
Beta(a, b)

Assim, o processo de estimação de ρ parte da
Eq. (2), assume uma distribuição a priori beta.
Entre outras escolhas posśıveis, optou-se pela
beta, por ser definida no espaço paramétrico ρ ∈
(0, 1) e pela flexibilidade, conforme visto na Fi-
gura 2. Assim, considerando-se p(ρ) ∼ Beta(a, b),
conforme já utilizado com sucesso em inferên-
cia em outras filas markovianas (Choudhury &
Borthakur, 2008; Almeida & Cruz, 2017), a se-
guinte distribuição a posteriori é obtida:

p(ρ|x) ∝ L(ρ,x)× p(ρ)

∝
ρ
∑

n

i=1 xi(1− ρ)n

(1− ρK+1)n
×

Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
ρ(a−1)(1− ρ)(b−1)
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p(ρ|x) ∝
ρ
∑

n

i=1 xi+a−1(1− ρ)n+b−1

(1− ρK+1)n
. (3)

Dado que a distribuição a posteriori para ρ,
Eq. (3), não representa uma distribuição conhe-
cida, é necessário utilizar algum método de apro-
ximação, que envolve a geração de amostras da
distribuição de interesse, uma vez que mesmo sem
conhecer a distribuição, é ainda posśıvel gerar uma
amostra desta distribuição, conforme visto na Fi-
gura 3. O método aqui utilizado é o adaptative
rejection Metropolis sampling (ARMS), desenvol-

vido por Gilks et al. (1995). É importante notar
que, embora seja conhecido desde os anos 1990, so-
mente mais recentemente, com os modernos com-
putadores, o ARMS ficou viável para aplicações
como esta aqui apresentada. Como será conside-
rada a função de perda quadrática, o estimador
pontual de Bayes é a média aritmética simples da
amostra extráıda da distribuição a posteriori para
ρ (ver Figura 3).
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Figura 3: Amostra de tamanho 100 da distribui-
ção a posteriori e sua média, para n = 10, ρ =
0, 20, K = 5 e distribuição a priori Beta(1, 5; 2.5)

2.3 Correção Bootstrap

Dentre os métodos comumente utilizados para cor-
reção de v́ıcio de estimadores, encontra-se o boots-
trap, proposto por Efron & Tibshirani (1993), que,
na sua versão não paramétrica, consiste na reali-
zação de B reamostragens (usualmente, em torno
de 200), x(i), com reposição. O parâmetro Θ é re-
estimado, tira-se a média de tais estimativas, Θ̄(•)

e uma estimativa do v́ıcio é dada por:

v́ıcio = Θ̄(•) − Θ̂, (4)

em que Θ̂ é a estimativa obtida da amostra origi-
nal. Pode-se então obter a seguinte versão corri-
gida do estimador:

Θ̃B = 2Θ̂− Θ̄(•). (5)

Este método (ver Figura 4) foi usado por di-
versos pesquisadores no passado, com resultados
bastante satisfatórios em correção de v́ıcio, cons-
trução de intervalos de confiança e testes de hipó-
teses (Cruz et al., 2004; Pereira et al., 2015; Al-
meida & Cruz, 2017). O parâmetro K é o número

máximo de usuários simultaneamente (em serviço
e em espera) na fila M/M/1/K. Note-se que em
geral são utilizadas em torno de 200 replicações
bootstrap e que a correção dá-se sobre o EMV.
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∑

B

i=1 Θ̂(i)

B

✻

✲

Figura 4: O método bootstrap

2.4 Simulação de Filas M/M/1/K

O número de usuários presentes em uma fila
M/M/1/K nos momentos de partida, Eq. (1),
não segue uma distribuição conhecida. Assim,
é necessário utilizar algum método de geração
de variáveis aleatórias para uma distribuição dis-
creta geral. Na literatura existem alguns métodos
que são bastante utilizados. Um deles é o aná-
logo discreto do método da transformação inversa,
em que, basicamente, é necessário gerar números
R ∼ Unif(0, 1), isto é, de uma distribuição uni-
forme entre 0 e 1, e conhecer as probabilidades de
interesse, P{N = nj} = pj , ∀j. Assim, para si-
mular uma variável aleatória discreta N com fun-
ção de probabilidade

P{N = nj} = pj , j = 0, 1, . . . ,
∑

∀j

pj = 1,

deve-se fazer:

N =











































n0, se R ≤ p0,
n1, se p0 < R ≤ p0 + p1,
...

nj , se

j−1
∑

i=0

pi < R ≤

j
∑

i=0

pi,

...

Como

P{N = nj} = P

{

j−1
∑

i=0

pi < R ≤

j
∑

i=0

pi

}

= pj ,

então N segue a distribuição desejada.
No caso das filas M/M/1/K, tem-se, da

Eq. (1), que:

n
∑

i=0

pi =
1− ρn+1

1− ρK+1
, n = 0, 1, . . . ,K.
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Fazendo c = 1− ρK+1, segue que:
N−1
∑

i=0

pi < R ≤

N
∑

i=0

pi

1− ρN

c
< R ≤

1− ρN+1

c

1− ρN < Rc ≤ 1− ρN+1

−1 + ρN+1 ≤ −Rc < −1 + ρN

ρN+1 ≤ 1−Rc < ρN

(N + 1) log(ρ) ≤ log(1−Rc) < N log(ρ)

N < log(1−Rc)
log(ρ) ≤ N + 1 ⇒

log(1−Rc)

log(ρ)
− 1 ≤ N <

log(1−Rc)

log(ρ)
.

Portanto,

N =

⌈

log(1−Rc)

log(ρ)
− 1

⌉

, (6)

em que ⌈x⌉ é o menor inteiro não inferior a x.

3 Resultados Computacionais

Todos os algoritmos foram codificados em R (R
Core Team, 2017) e estão dispońıveis a pedido,
para fins de pesquisa. Códigos em R são conheci-
dos por rodar em diversos computadores e siste-
mas operacionais. Em um notebook comum, cada
estimação toma tipicamente menos de um segundo
para ser calculada. Para análise de desempenho
dos estimadores, 100 amostras foram geradas a
partir da Eq. (6), de tamanhos n ∈ {10; 20; 50}
e intensidades de tráfego ρ ∈ {0, 10; 0, 50; 0, 90}.
Para cada um desses cenários, foram calculadas
médias (sobre essas 100 replicações Monte Carlo)
das estimativas pontuais de ρ; (i) pelo EMV,
via maximização numérica da verossimilhança,
Eq. (2); (ii) pelo método bayesiano, com distri-
buição a priori Beta(1, 5; 2.5) e médias de amos-
tras (de tamanho 100) da distribuição a posteri-
ori, Eq. (3), obtidas pelo método ARMS (Gilks
et al., 1995); (iii) e estimativas pontuais pelo
EMV, corrigidas pelo método bootstrap, Eq. (5),
com B = 200. Também foram calculadas os res-
pectivos erros padrão da média (EPM). Os resul-
tados podem ser vistos nas Tabelas 1–3.

Para as filas com capacidade K = 5, Tabela 1,
notamos que o erro de estimação médio (diferença
entre estimativa média e ρ) segue aproximada-
mente constante para o EMV e para o bootstrap,
com ρ ≤ 0, 50. O estimador bayesiano não apre-
sentou desempenho equivalente, inclusive as esti-
mativas tendem a superestimar o valor verdadeiro
(erro positivo), quando ρ < 0, 5, e a subestimar,
caso contrário. Em relação ao tamanho da amos-
tra n, todos os estimadores apresentaram uma re-
dução monotônica no erro, conforme esperado. Do
lado do EPM, que mede a variabilidade das esti-
mativas, o estimador bayesiano apresenta-se como

a melhor alternativa, uma vez que apresenta sem-
pre os menores valores. Entre o EMV e EMV cor-
rigido bootstrap, os valores são semelhantes, com
uma vantagem para o EMV original.

Aumentando-se um pouco a capacidade da
fila, para K = 20, Tabela 2, notamos um com-
portamento bastante semelhante. Entretanto, a
dificuldade de estimação para intensidades de trá-
fego ρ → 1, 0 parece ter diminúıdo, sendo que os
maiores erros de estimação médios ocorrem com
ρ = 0, 5, para os estimadores EMV e EMV corri-
gido. Este comportamento é similar ao observado
para filas markovianas infinitas,M/M/1 (Almeida
& Cruz, 2015). Por seu lado, o estimador baye-
siano mantem seu padrão de desempenho, que é
pior, em termos de erro de estimação médio. As
estimativas são superestimadas para ρ < 0, 5 e
subestimadas, caso contrário. Todos os estimado-
res apresentam erros que convergem para zero, à
medida que o tamanho da amostra cresce, com
destaque para o estimador EMV corrigido, que
apresenta erro de estimação médio aproximada-
mente zero, para amostras n ≈ 50. Do ponto de
vista do EPM, novamente os menores valores são
aqueles obtidos para o estimador bayesiano, que
parece apresentar a menor variabilidade, embora
não tenha os menores erros de estimação médios.

Finalmente, para filas com K = 80, Tabela 3,
o comportamento observado é similar àquele rela-
tado por Almeida & Cruz (2015), para filas marko-
vianas infinitas, em termos de erros de estimação
médios e EPM. Esta constatação é uma evidência
da correção das nossas implementações e da quali-
dade dos resultados computacionais apresentados.

4 Conclusões e Observações Finais

O problema de estimação da intensidade de trá-
fego nas filas markovianas truncadas M/M/1/K
apresenta-se como bastante desafiador. De fato,
nenhum estimador foi absolutamente superior a
outro, considerandos os quesitos erro de estima-
ção e EPM. A estimação pelos métodos EMV e
EMV corrigido apresenta menor v́ıcio que o esti-
mador bayesiano, mas apresenta uma maior vari-
abilidade. Possivelmente pela assimetria da dis-
tribuição a posteriori, o estimador bayesiano não
foi competitivo, em termos de erro de estimação.
Em geral, para amostras de tamanho n = 50 e
filas com K ≥ 20, os erros de estimação médios
foram inferiores a 0,005, superando este valor ape-
nas para o estimador bayesiano, em filas de capa-
cidade total K = 5.

No que diz respeito ao comportamento dos er-
ros de estimação médios e EPM médios em função
da intensidade de tráfego ρ, podemos confirmar
os maiores erros quando as amostras são peque-
nas (n ≤ 20) e as intensidades de tráfego eleva-
das, ρ ≈ 1, 0, diferentemente do que ocorre com
as filas M/M/1, que possuem maior v́ıcio para
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Tabela 1: Estimativas médias de ρ e EPM (entre parênteses) para K = 5
n

Estimação ρ 10 20 50

EMV 0,10 0,07983 (0,00738) 0,09214 (0,00626) 0,09513 (0,00375)

0,50 0,47732 (0,01264) 0,49390 (0,00943) 0,49748 (0,00558)

0,90 0,86290 (0,01262) 0,88850 (0,00933) 0,89979 (0,00655)

Beta 0,10 0,16018 (0,00508) 0,13566 (0,00527) 0,11361 (0,00343)

0,50 0,46407 (0,01015) 0,48578 (0,00848) 0,49468 (0,00536)

0,90 0,73145 (0,00758) 0,79029 (0,00569) 0,84142 (0,00413)

Bootstrap 0,10 0,08499 (0,00778) 0,09584 (0,00642) 0,09677 (0,00381)

0,50 0,48948 (0,01235) 0,50059 (0,00929) 0,49999 (0,00555)

0,90 0,88519 (0,01408) 0,90313 (0,01055) 0,90667 (0,00731)

Obs.: Em negrito, valores mais próximos do exato ρ e menores EPM (entre parênteses)

Tabela 2: Estimativas médias de ρ e EPM (entre parênteses) para K = 20
n

Estimação ρ 10 20 50

EMV 0,10 0,07976 (0,00736) 0,09206 (0,00623) 0,09511 (0,00374)

0,50 0,46662 (0,01059) 0,48536 (0,00739) 0,49461 (0,00468)

0,90 0,88971 (0,00547) 0,89813 (0,00372) 0,89888 (0,00223)

Beta 0,10 0,15906 (0,00509) 0,13425 (0,00505) 0,11376 (0,00344)

0,50 0,45084 (0,00900) 0,47404 (0,00690) 0,48923 (0,00459)

0,90 0,84888 (0,00474) 0,87609 (0,00326) 0,89037 (0,00208)

Bootstrap 0,10 0,08509 (0,00778) 0,09585 (0,00641) 0,09678 (0,00381)

0,50 0,48686 (0,01072) 0,49702 (0,00738) 0,49936 (0,00470)

0,90 0,89750 (0,00536) 0,90149 (0,00372) 0,89995 (0,00220)

Obs.: Em negrito, valores mais próximos do exato ρ e menores EPM (entre parênteses)

Tabela 3: Estimativas médias de ρ e EPM (entre parênteses) para K = 80
n

Estimação ρ 10 20 50

EMV 0,10 0,07976 (0,00736) 0,09206 (0,00623) 0,09511 (0,00374)

0,50 0,46659 (0,01058) 0,48534 (0,00739) 0,49460 (0,00468)

0,90 0,88826 (0,00341) 0,89573 (0,00207) 0,89812 (0,00133)

Beta 0,10 0,15907 (0,00509) 0,13425 (0,00505) 0,11376 (0,00344)

0,50 0,45061 (0,00897) 0,47386 (0,00685) 0,48930 (0,00459)

0,90 0,86579 (0,00384) 0,88486 (0,00224) 0,89361 (0,00137)

Bootstrap 0,10 0,08509 (0,00778) 0,09585 (0,00641) 0,09678 (0,00381)

0,50 0,48690 (0,01072) 0,49703 (0,00738) 0,49936 (0,00470)

0,90 0,89743 (0,00322) 0,90023 (0,00198) 0,89987 (0,00131)

Obs.: Em negrito, valores mais próximos do exato ρ e menores EPM (entre parênteses)

ρ ≈ 0, 5. Possivelmente devido ao truncamento
do número de usuários no tamanho máximo da
fila, K, os sistemas com altas intensidades de trá-
fego apresentam-se como os que exigem maior es-
forço computacional e que são os mais dif́ıceis de
estimar. Finalmente, é importante ressaltar que,
para filas com capacidade K = 80, o erro de esti-
mação médio é maior e o EPM é mais alto quando
ρ ≈ 0, 5.

Trabalhos futuros nesta área incluem o teste
de outros estimadores bayesianos pontuais (por
exemplo, a mediana, pela assimetria da distribui-
ção a posteriori), bem como outras distribuições
a priori.
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