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Resumo

A densidade invariante de processos estocasticos € um conceito fundamental em
estatistica. Freglientemente, porém, ndo se dispde de um modelo paramétrico adequado;
recorrendo-se, por is, aos estimadores funcionais ndo paramétricos. Estes, no entanto, sdo de
implementacdo complexa, visto que utilizam algoritmos computacionalmente. Torna-se
portanto essencial a utilizagdo de uma linguagem poderosa de programagdo com a
flexibilidade do C++. Este artigo disponibiliza uma biblioteca orientada por objetos para a
implementagao do método estabilizado de validagdo cruzada direcionado a escolha automatica
da janela Gtima para a estimacdo da densidade invariante de processos estocasticos. O
programa sera utilizado como alternativa mais eficiente ao j4 desenvalvido anteriormente
pel os autores em forma de macro no software estatistico MINITAB.

Palavras Chave: Programagdo Orientada por Objetos, Processos Estocasticos, Densidade
Invariante.

Abstract

The invariant density of an stochastic processis very important in statistic. We can
infer about it. The nonparametric estimator of theinvariant density are a kind of complex to be
implemented. In this paper we present the computational aspects of the stababilizes cross
validation method (SVC), proposed in the literature, to estimate the optimal bandwidth to be
used in the definition of the kernel density estimator of the invariant density. We work using
C++. The SVC method choose automatically na estimato of the optimal bandwidth. In this
work we have the intentio of offer na alternative to a software, inside MINITAB, developed by
the authors. That work is part of amajor project in deve opement.

Key Words: Oriented for Objects Programing, Stochasthics Processes, Invariant Density.
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1. Introducdo

Os métodos ndo paramétricos aplicados a process estocésticos tem assaumido
progressiva importancia eitre & metodologias edtatisticas.  Resultados
assintoticamente 6timos tem sido demonstrados e novos estimadores e preditores
propostos. Trata-se de uma aternativa, mais flexivel, a &ordagem classca
freqientemente embasada em rigidas suposi¢cdes pouco razodveis em algumas
situagdes praticas.

A utilizag® de dgoritmos computacionalmente intensivos de implementacé®
complexa, no entanto, afastou as primeiras iniciativas de incorporacd® dos métodos
em um software estatistico de uso geral. Somente en 1990 com os sofwares
STATXACT e DISFREE langados respedivamente pela Cytel Software Corporation
e Biosoft Cambridge alguns principios bésicos da metodologia foram incluidos a
paootes estatisticos para PC's.

Atualmente, com a disponibilizac® de linguagens poderosas e flexiveis de
programacé, como o C++, tornou-se possivel uma avaliagdo empirica dos métodos
até entdo dificultada pela escassez de reaursos computacionais adequados. Além
disso, 0 paradigma de programacé orientada por objetos, definido por alguns como
programacé de tipos abstratos de dados (TAD) e suas relagdes, tem possibilitado a
otimizac@ do desempenho dos programas e sua onseqiente difusio.

Este artigo disponibiliza uma biblioteca orientada por objetos para a
implementa¢cd® do método estabilizado de validagd® cruzada direcionado a escolha
automaticado valor 6timo da janelaem estimac@ funcional. Deve-se ressaltar que 0
mesmo € parte integrante de um estudo e maior amplitude, no qual os autores
abordam o comportamento dos métodos de escolha da janela 6tima, disponiveis na
literatura, para process auto-regressivos e variaveis aleadrias independentes e
identicamente distribuidas.

2. Estimadores funcionais ndo-paramétricos

A funcd@o densidade de probabilidade (fdp) € um conceito fundamental em
edtatistica Seu conhecimento permite inferir aceca de inUmeras caraderisticas da
variavel aleadria de interese. Fregqlentemente, porém, ndo se dispde de um nmodelo
paramétrico adequado. Recorre-se  a&sim, aos estimadores funcionais néo-
paramétricos.

A partir destes estimadores pode-se obter a fdp de variaveis aedodrias
independentes e a densidade invariante de process estocéticos, ou sgja, a
distribuicéo de probabilidade, no limite, da variavel X indexada pelo pardmetro de
tempo t.

Existem, na literatura, inlmeros estimadores funcionais ndo paramétricos, muitos
dos quais baseiam-se no conceito frequentista de probabilidade. Dentre des destacase
0 estimador pelo método do nucleo definido a seguir.

2.1 Estimador funcional pelo método do nacleo

Suponha uma amostra deéoria X1, Xa,..., Xn. Define-se o estimador pelo método

do nlicleo como:
foo 1 _XiE
f=1h2 kéLh (1)
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onde h é denominado “amplitude da janela” ou “parametro de amortizacdo” e k(x) €
uma funcéo de densidade, chamada nucleo.

Nota: Asaume-se, neste trabaho, que k ésimétrica e que:

0]

0 < J’tzk(t)dt:kz <o @

Pode-se observar que aestimativa de f(x) dependera tanto da fungéo nicleo, k(x),
guanto da amplitude da janela, h, que determinam respedivamente aforma e a
suavidade da arva etimada. A escolha gropriada do ndcleo encontra-se bem
estudada na literatura que gonta o normal e o de Epanechnikov como boas
aternativas.

A escolha do valor 6timo para a anplitude da janela, tema deste atigo, € um
ponto crucial para a obtencdb de uma boa estimativa da fdp de interese. Sua
subestimac@® implica no aumento da velocidade de oscilagép da arva estimada,
enquanto que a superestimacgd pode obscurece uma possivel multimodalidade nos
dados (figura 1).

Figura 1. Edimativas de densidade pelo
método do nlcleo

h 6timo
h subest.

h superest

O critério para a ecolha do valor ideal da janela esta relacionado com a
finalidade da estimativa da fun¢é densidade. Em algumas situagdes tem-se goenas 0
propésito exploratério dos dados no sentido de estabelecer hiplteses e suspeitas.
Nestes casos, pode-se escolhe-lo intuitivamente através de gréficos para aestimativa
de f(x), obtidos por meio de varios valores de h. Este aitério, porém, nem sempre é
satisfatério, por ser extremamente subjetivo. Além diso, tem-se grande demanda por
métodos automaticos de busca do valor de h que otimiza a atimativa da funcéo
densidade de probabil idade de interes<.

Dentre os métodos automaticos de escolha de h, propostos na literatura,
destacam-se o plug-in originalmente proposto por Woodroofe (1970, o de valida¢cé®
cruzada proposto por Rudemo (1982 e Bowman (1984 e & respedivas modificagdes
propostas por Chiu (1991). Em projetos desenvolvidos anteriormente pelos autores
concluiu-se que os métodos modificados por Chiu sdo similares quando comparados
entre si e mais eficazs que os originais, no que se refere avariancia das estimativas
obtidas. Sendo assim, optou-se pela implementacd® do método estabilizado de
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validago cruzada que, em etapas pogeriores, a partir da utilizac® dos reaursos de
heranca epolimorfismos disponiveis no C++ suportard aimplementacd® do método
plug-in modificado.

2.2 M étodo Estabilizado de Validacédo Cruzada

Suponha um estimador { da funcZo densidade de probabilidade f de uma variavel
aleddria. O erro quadrético integrado (EQI) é definido por:

BQ =[(f )7 =[f2-2f ff +[ )

Pode-se perceber que o timo termo de (2) ndo depende de f , entdo aidéia ése
minimizar, sob h, aquantidade R( f ) definida por:

R(f)zj'fz—ZJ'ff 2

0 gqLe éo mesmo que minimizar o proprio EQI.

No entanto, pode-se perceber que R( f ) ainda depende da fdp desconhecida f(x).
Sugere-se a&sim, que esta quantidade seja estimada pelos proprios dados.

Rudemo (1982 e Bowman (1984 propuseram o método de validagéo cruzada
(MVC) para a atimag2o do valor étimo de h. Segundo estes autores estima-se R( f )
por:

Mo = [ =25 7,0 ®

o i — X
Onde: f—l(x')_(n—l)hj;kH h E

A quantidade Mq(h), como se pode verificar, depende genas dos dados, e além
disso E(Mo(h)) = E(R( f )) eessa € aidéia que suporta o método.

De modo a facilitar a utilizag& de reaursos computacionais, segundo Silverman
(1986, define-se K® como sendo a convolug& da fung2o nlcleo com ela mesma.
Asaumindo que K é simétrica erealizando-se a mudanca de variavel u = h-1x tem-se
0s guintes resultados:

frneqe_ 1 2 i_xj
J-f(X) dX—ﬂZZK()E%E (4)

1 ;¢ 1 1, 0%, - X, 1
Hzf-i(xi)"n(n—l)z,z,FKE h %(n—l)hK(o) ®)

Substituindo-se (4) e (5) em (3) e substituindo-se (n-1)™* por n™* obtém-se uma
boa groximagéo de M(h), dada por:
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_ 1 SHATXH 2
MU= 25 S K ETE‘nhK(O) ©)

onde: K*(t) = K@(t) — 2K(t)

Sendo assim, o valor 6timo da janela é atimado pelo valor de h que minimiza
M1 (h).

As estimativas de h-6timo obtidos pelo método original de validac&® cruzada,
porém, apresentam uma grande variabilidade, como observado por Chiu (1991). No
intuito de reduzir esta variabilidade 0 mesmo autor propde 0 método estabilizado de
validagdo cruzada. Este sugere asubstituicéo de M (h) pela quantidade Sn(h) definida
por:

_77/\ 2 -~ > 10 - _
S0)= L[ (x)j@wn E@N(Ah) AN(A)A @

onde: @(A) éafungép caraderistica empiricadefinida por:

o) = % > e wit) = [€* K (ax )

e/\ éo primeiro valor de A parao quel |(Z()\) < ¢ parac=1
n

3. Estruturado programa

O programa foi implementado de forma abrangente einterativa @m o usuario,
gue somente necessitard de um conhecimento razoavel da notaggo e do método
abordado. O principal objetivo foi a disponibiliza¢c® de reaursos que permitissem a
realizacdo, em larga escda, de simulagdes do méodo esabilizado de validac®
cruzada mm enfoque em pProcessos auto-regressivos de primeira ordem cujos erros
sdo uniformemente distribuidos.

Neste sentido e de forma aotimiza o desempenho do programa foi utilizada a
témica de programacdo por objetos na lingusgem C++. Desta forma o programa
resultante mnta com 3 objetos que se wmunicam por meio de reaursos como heranga
e compartilhamento de membros privados (FRIEND) e um programa de exeaucéo
(figura 2).

Figura 2: Organizac¢&® do programa

| RANDOM.C || AMOSTRA ERR UNIF || LISTA REAIS
|
| !
| EstaTisTica | | JANELA MEVC |
AL____________E ____________ ]
SAIDA
(aroniva ASCIN
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3.1 Gerador de processos auto-regressvos

Um proces auto-regressivo de primeira ordem pode ser definido como um tipo
de proces® estocagtico em que avaridvel aleadria X indexada pelo parémetro de
tempo t esabelece uma relacdo de dependéncia goenas com a observagdo
imediatamente anterior indexada por (t-1). Assim, sua modelagem posaui a seguinte
forma

Xt = PXi-1+ &

onde: p éo valor da atto-correlacd de primeira ordem.
& € sériederesiduos.

Para simular amostras deste tipo de proceso estocéstico foi utilizado o tipo
abstrato de dados LISTA para inser¢éo e amazenamento das observagdes calculadas
em um vetor de tamanho pré-determinado pelo usuério. Para gerac® da serie de
residuos foi utilizado um gerador de nimeros aleaorios com distribui¢céo uniforme
implementado em C.

Ressalta-se que a cala exeaugdo, através de funcdes intrinsecas do C++, 0 objeto
referente a anostra é subgtituido utilizando-se o reaurso de docac® dindmica de
memoria

Figura 2: Objeto AmostraErrUnif — protétipo do gerador de anostras auto-regressivas

classAmostrarrUnif {
pubdic:
AmostraErrunif() {} ;
~AmostraErrUnif(void) {} ;
ListaR GeraAmostra(int * semente, int tam, float rho, float Obsl);

b

3.2 Objeto Egtatistica

Este objeto foi desenvolvido para disponibilizar informagdes exploratérias dos
dados, pertinentes a0 bom desempenho do método abordado. Neste sentido, foram
implementados estimadores de parametros de docac@®, simetria evariancia os quais
serdo compartil hados como os demais objetos.

Figura 3: Objeto Egtatistica— prot6tipo

classEdatistica{
pubic:
Egatistica() {} ;
~Egdatistica (void) {} ;
float Mean (ListaR *amostra);
float Median (ListaR *amostra);
float StDev (ListaR *amostra);
1
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3.3 Objeto JanelaM EVC

A classe JanelaMEVC implementa 0 método estabilizado de validagé cruzada
para etimacéd® da janela 6tima. Esta implementac® foi realizada de forma a
possibilitar, via reaursos de polimorfismo, a incorporagdo de outros métodos a serem
posteriormente avaliados.

Foram utilizadas em seu desenvolvimento o tipo abstrato de dados LISTAS e
funcdes virtuais, além de @nstrutores e destrutores, para compor e manusea vetores
com alocac® dinamicade memoria.

Figura 4: Objeto JanelaMEV C - prototipo

classJanelaMEV C : pulic Estatistica{
private:
float lambdaMax;
int tamAmostra;
ListaR VetorLambda;
ListaR VetorPhi2;
pubic:
JanelaMEVC() {} ;
~JanelaMEV C() {} ;
void Inicializalamanho(ListaR * amostra);
float CalculaPhi2(ListaR *amostra, float lambda);
float CalculaSn(float h, float norma2);
void CalculaLambdaMax(ListaR * amostra, float normal);
void MonteParLambdaPhi(ListaR *amostra, float norma2);
float EstimaHOtimo(ListaR *amostra, float norma2);

b

As principais fungdes da dasse Janela MEVC sdo a CalculaLambdaMax e
EstimaHOtimo. Ambas 80 descritas a seguir.

Funcéo CalculaL ambdaM ax

No cdculo das expreses S,(h) é necessrio encontrar o limite superior de
integrac® (A). Para tal, fundamentado no deaescimento exponencial da arva,

precisa-se buscar o primeiro valor de A tal que |£5(/\) I’<c/n onde ¢ >1.

A rigor, os valores de A podem variar de zeo a infinito, porém, no sentido de
viabilizar os cdculos, foi assumido que, como apontado por Chiu (1991), pag 19,

parakl>5ed>0:
+5
P(/\sn/ykl ) - 1

n - o

A partir deste resultado pode-se dizer que, com alta probabilidade, A\ pertencerda
'
ao intervalo (0, ].
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Funcéo EstimaHOtimo

Esta func@o implementa o agoritmo de busca recursiva para aminimizac@® da
expressao Sn(h). Ressalta-se que o referido algoritmo € menos eficiente para o caso
geral, porém, em se tratando de fungdes convexas com apenas um ponto de minimo
posali desempenho satisfatorio.

3.4 Programa principal

Figura 5: Arquivo de exeau¢& — membros principais

#include <stdio.h>
#include "listar.cpp"
#include "hotimo.cpp"

int main(void){

Amostra =Ar.GeraAmostra(& semente, n, 0.6, 1.0);
H.Inicializal amanho(&Amostra);

relogio.Start();
H.CalculaL ambdaM ax(& Amostra, normal);
H.MonteParLambdaPhi(& Amostra, norma2);
hOtimo = H.EstimaHOtimo(& Amostra, norma2);
relogio.PrintElapsedTime();

return (0);
}

3.5 Saida

A saida é presentada em um arquivo ASCII no qual as linhas representam as
amostras geradas e & colunas descrevem informagdes pertinentes a avaliac® do
método estabilizado de validagé cruzada, no que se refere a vicio e variancia do
estimador proposto. Além disso, pela incorporac® da funcd relégio no programa,
encontra-se disponivel, na saida, o tempo de processamento referente a @licac® do
método em cada uma das amostras geradas.

Exemplo: Considere um exemplo no qual o usuério requisitasse asimulagéd de 10
amostras, cada qual com 200 observagdes de um process auto-regressivo de primeira
ordem com valor de auto-correlagdo 0.8. Entdo obteria um arquivo de saida com a
seguinte estrutura:
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TAMANHO  ORDEM LAVBDANMAX HOTI MO

150 1 1.37208 0. 580
150 2 1.27415 0. 680
150 3 1.47002 0. 610
150 4 1.17622 0. 510
150 5 1.47002 0. 575
150 6 1. 27415 0. 645
150 7 1.56795 0. 650
150 8 1.37208 0. 550
150 9 1. 27415 0. 525
150 10 1.56795 0. 535

4. Uma aplicacdo dos estimador es funcionais nao paramétricos

Uma empresa de prestac@® de servicos, utiliza uma medida padréo denominada
“Unidade de Trabalho (UT)” parao pagamento dos honorérios de seus cios. O valor
da UT varia mensalmente, de acordo com a receita edespesas mensais da empresa, da
seguinte forma:

_ Recatamesal - Despesas mensais
~ #UT"'s processadas no mes

Como se pode notar, o valor daUT é representado em npeda vigente e atabelece
relacé® crescente edeaescente respedivamente mm a receita e despesas mensais da
empresa. No entanto, esta oscilac® deve ser controlada no sentido de néo
comprometer 0 bom funcionamento da enpresa. A meta tracada € se manter o valor
de R$0,27 por UT o que, em alguns momentos, pode ser inviavel no mercado.

O objetivo aqui amejado avaliar a probabilidade, a partir das 124 observagdes
disponiveis, de que, no limite, o valor da UT estivesse incluido no intervalo (0,20;
0,27). Egeintervalo foi estabelecido de modo a satisfaze mutuamente aempresa e a
conveniéncia do mercado.

Ap6s uma andlise inicial da série de UT’s, pdde-se gusta-la aum nodelo auto-
regressivo de primeira ordem (p = 0,6582, obtendo como residuos uma série de
ruidos brancos. Sendo assim, esperase 0 bom funcionamento dos métodos de
estimacéo funcional, para o gjuste da densidade e ®nsequentemente para a &aliacéo
da referenciada probabil idade.

H-6étimo
A partir dos métodos abordados e gds uma transformaca® linea nos dados
(Y=12X), foram obtidos as sguintes estimativas para o valor 6timo do pardmetro de

Ssuavizac®:
Tabela 5: Valores estimados para aamplitude da janela
M étodo de Estimacao H estimado
Plug-in Modificado 0,365177

Estabilizado de Valicac@® Cruzada 0,360000
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Pode-se observar que os valores estimados a partir dos dois métodos estéo
bastante proximos, com os mesmos foi estimada afuncdo de densidade para asérie de
UT’ s apresentada aoaixo.

Figura 4 : Fungd densidade invariante estimada para a
riedeUT's
Funcdes Densidade Estimadas para H-OTIMO
Plugrin(azul) MVCE(verm.)

0.60 —

0.50 —

0.40 —

0.30 —

fdp

0.20 —

0.10 —

0.00 —

T T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Amostra

Nucleo normal

Como os métodos forneceam estimativas bastante proximas para o valor 6timo

de h, as curvas estimadas tornaram-se sobrepostas.

Probabilidadesde interesse
A partir da etimagéo do valor de h, foi possivel, através de uma groximaca® do
caso continuo pelo discreto obter a probabilidade de que, no limite, o valor da
Unidade de trabalho estgja no intervalo de (0,20; 0,27).
Tabela 4: Probabilidades estimadas

M éodo de Estimacdo P(0.2 < UT <0.27)
Plug-in 0.6572
Estabilizado de Validac&® Cruzada 0.6426

Serdo apresentados a seguir alguns dos resultados das smulagdes obtidos, inclusive a
formatacé®, da saida da macro. Deve-se ainda frisar que, apesar de terem sido
tomados vérios valores de aito-correlac® serdo mostrados apenas as saidas parap =
Oep=0.6 parao caso emque € ~ N(0,1).

6. Consideragdesfinais

Este artigo € parte integrante do projeto “ Escolha daJanela Otima em Estimagio
Funciond: Caso Markoviand’, de mesma aitoria, cujo objetivo principal é avaliar
empiricamente 0 comportamento de dguns dos métodos autométicos de escolha do
valor 6timo de h na estimac® da densidade invariante de procesos markovianos.
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Neste sGo contemplados process auto-regressivos de primeira ordem, cujos erros
seguem uma distribui¢c@ normal, ou uriforme, ou exponencial dupla.

Além dis, deve-se salientar que o programa resultante deste artigo disponibiliza
uma biblioteca orientada por objetos para a redizac® de simulagdes de procesos
auto-regressivos de primeira ordem e ndo estando revistos outros tipos de process
gue somente serdo incorporados em etapas futuras.
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