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Resumo: Neste trabalho aplicaremos o Modelo Parti¢do Produto (MPP) para analisar dados de
crimes violentos na cidade de Belo Horizonte no periodo compreendido entre janeiro de 1998 e
setembro de 2001. Nosso objetivo ¢ estudar o comportamento, ao longo do tempo, das taxas de
criminalidade em trés regides da cidade - a regido central, uma regido comercial proéxima do
centro (Santo Agostinho, Barro Preto) e uma regido afastada do centro de classe média-alta
(Mangabeiras, Cruzeiro, etc.)- e compara-las. Além da taxa de criminalidade em cada més,
também exibiremos as distribui¢des a posteriori do nimero de mudangas nesta taxa, dos
instantes onde as mudangas ocorreram ¢ da probabilidade de ocorrer uma mudanga em um
instante qualquer.

Palavras Chaves: amostrador de Gibbs , distribui¢do de Poisson, distribui¢do Gama.

Abstract: The aim of this paper is to apply the product partition model to obtain the product
estimates of the rate of violent crimes in three neighbourhoods of Belo Horizonte city - the
downtown, a commercial area near downtown (Santo Agostinho, Barro Preto) and a rich area
far from the central neighbourhood (Mangabeiras, Cruzeiro, etc.). Besides the criminality rate
in each month, we will provide the posterior distribution of the number of changes in this rate,
the posterior distribution of the instants in which the changes occurred and the posterior
distribution of the probability that a change occurs at any instant in the sequence. A comparative
analysis of the three areas will be presented.

Keywords: Gamma distribution, Gibbs sampling, Poisson distribution.

1. Introducao

Neste trabalho aplicaremos o Modelo Particdo Produto (MPP) para analisar algumas séries
formadas pelo ntimero de crimes violentos registrados més a més em alguns bairros de Belo
Horizonte-MG. Nosso objetivo principal é avaliar se a taxa de criminalidade nestas regides
sofreram mudancgas ao longo do tempo. Além da estimativa para a taxa de criminalidade em
cada més, também exibiremos as distribui¢des a posteriori do nimero de mudangas nesta taxa,
dos instantes onde as mudangas ocorreram e da probabilidade de ocorrer uma mudanca em um
instante qualquer.
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O MPP introduz mais flexibilidade na analise do problema de pontos de mudanga por
considerar como aleatéorio o numero de pontos de mudanga na série. Apesar disto as
distribuicdes a posteriori sdo fortemente influenciadas pelas distribui¢des a priori (Loschi e
Cruz, 2002) . Outras referéncias sobre andlise de pontos de mudanga usando o MPP sdo Barry e
Hartigan (1993), Crowley (1997), Quintana e Iglesias (2003), Loschi , Cruz, Iglesias e
Arellano Valle (2003) entre outras.

Este artigo estd assim organizado: Na Secdo 2 apresentamos o MPP assumindo as coesdes de
Yao (1984); na Segdo 3 apresentamos o MPP para dados que dadas as taxas, sdo distribuidos
segundo uma distribuicdo de Poisson; na Se¢@o 4 descrevemos alguns métodos computacionais
propostos na literatura para estimar as distribuicdes a posteriori envolvidas no MPP.
Finalmente, na Se¢do 5 apresentamos uma analise comparativa das séries de crimes violentos
para a regido central, uma regido comercial préxima do centro (Santo Agostinho, Barro Preto) e
uma regido afastada do centro de classe média-alta (Mangabeiras, Cruzeiro, etc.) da cidade de
Belo Horizonte—MG no periodo de janeiro de 1998 a setembro de 2001.

2. Modelo Particio Produto para Coesoes de Yao

Seja Xj, ..., X, uma seqiiéncia de dados seqiiencialmente observados e considere o conjunto de
indices /={1, ..., n}. Considere uma particdo aleatoria p= {iy, ..., i} do conjunto de indice / tal
que, 0=1ip,<i.<...<i,=n,euma variavel aleatoria B que denota o nimero de
blocos em p. Considere que cada parti¢ao divide a seqiiéncia X, ..., X, em B = b subseqiiéncias
contiguas, as quais serdo denotadas aqui por X;; = (X ..., X j)'. Seja C;; a coesdo a priori
associada com o bloco [ij /= {itl,..,j}para i,j e I U{0}e]j>1,querepresenta o
grau de similaridade entre as observa¢bes em X, ) © pode ser interpretada aqui como a
probabilidades de transi¢@o na cadeia de Markov definida por pontos de mudanca (( Barry e
Hartigan, 1992 )).

Considere p, para 0 < p <1, a probabilidade de que uma mudanga ocorra em um instante
qualquer . A coesdo a priori para o bloco [ i ] proposta por Yao (1984 ) e dada por:

p(l - p)y’ 7' 1y Jj < n
C,j:{ [2.1]

(1 - p)’ " jo=n

paratodoi,j € I,1<]. Essas coesdes a priori implicam que a seqiiéncia de pontos de mudanga
estabelece um processo de renovagdo, com tempos de ocorréncia idéntica e geometricamente
distribuidos.

Seja 0,,...,6, uma seqiiéncia de pardmetros desconhecidos, de forma que condicionalmente em
6,,...,0, aseqiéncia de variaveis aleatorias X ,..., X, tém densidades condicionais marginais
f1(X,16),..., f,(X,|0,) respectivamente. A distribui¢do a priori de 8,,...,6, ¢ construida
como segue. Dado uma parti¢do p = {i;,...,i, |, para b € I, temos que ¢, =6, |, para todo

0

[ibflib ]

i, <i<i_, r=1,..,b,eque 6

Lign]>"*>

6, tendo distribui¢do a priori 7;,(6), 6@€0®), , onde O, ¢ o espago paramétrico

sdo independentes entre si e de p , com

correspondente ao pardmetro comum, ou seja, (9[”.] =0, =.=0 ;» que indexa a densidade

condicional de X ;. Entdo, seguindo Barry e Hartigan ( 1992 ) nos definimos o modelo

parti¢do produto para coesdes a priori de Yao como segue:
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i) dado p, a distribuicao a priori de p é a seguinte distribuigao produto:

P(p ={ig,iyp iy} | p)=p" (A= p)" [2.2]

para toda parti¢do {i,,...,7, }, satisfazendo 0 =i, <i, <...<i, =n.

ii) condicionalmente em p = {i,,...,i, } e p , a seqiiéncia X,..., X, sdo independentes de p e
tem a densidade conjunta dada por:

b
SX X ey X, p ={igss ,}) = H fi(l.fl)ij(X ) [2.3]
j=1

Lej-ntj

onde fi,1(X ;)= J.%] Jun Xy 10)7,,(0)d6 € chamada de fator dado.

Barry e Hartigan (1992) também mostram que a esperanga a posteriori ( ou estimativa produto )
para 6, k=1, ..., n, é dada por:

s—1 n

E@ | X, X,) =D D r %, EO's| X)), s=1..n, [2.4]

i=0 j=0
onde r*,, = P([if]€ p| X;,...,X,) denota a relevancia a posteriori para o bloco [ij].

Vamos assumir que p tem distribuicdo a posteriori Beta com parametros o ¢ . Como
conseqiiéncia dessa consideracdo, segue que as distribuicdes a posteriori de p e B, sdo
respectivamente dadas por:

o TCa+p) T(a+b-1DI'(n+p—-b) L
P(p = figsniy} | X,on X, )= . o,
m(p igoniy } | ) T8 Tmifrai Hf( )

b
H fi(_/—l)i_/ (Xi[/—l)i/ )

P(B=b|X1,...,X,1)=(n_lj L@+ p) Tla+b-DI(n+p-b)

[2.6] b-1)T()I(B) Tn+pf+a-1)

A distribuicdo a posteriori para p ¢ dada por:

n(p| X, X,) < ZHi:lf(XiHi/ )pb+a—2 (l—p)”‘b"ﬂ‘l
[2.7]

onde a soma ¢ sobre todas as partigoes de { /, ... , n } em b blocos com pontos finais em
iy,1,,...0, ,satisfazendo a condigdo 0 =i, <i, <...<i, =n.

3. Estimativas produto para a taxa de criminalidade ©
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Assuma que, dados a taxa de criminalidade em cada més, 6;,...,0, , 0 nimero de crimes em cada
més , Xi,...,X, , sdo independentes e tais que Xi|0k, ~ Poisson(6y), para k=1,...,n. Assuma
também que, a priori, o parametro comum Op; que indexa a distribui¢cdo das observagdes do
bloco [ij], tem distribui¢do gama com parametros a>0 e >0, denotada por 0j; ~ Gama(a,p),
com fun¢éo densidade dada por:

fOpp [o.B) = F’Ea) ()" exp(=6;,)

Como conseqiiéncia temos que a distribuigdo preditiva a priori de X é a seguinte:

J

; o ZXk
_ J 1 F(a*) B 1 &
) = k:i+1X_k! ['(a) [EJ (EJ

onde
Br =B+ /-1,
J
a*=oa+ ZXk
k=i+1

para todo i=0,...,n-1 e j=it+l,..,n, e que, dado Xj;, a distribuicdo condicional de O € a
distribui¢do gama com parametro B* e a*, isto ¢, Oy | X5~ Gama(a™,p*).

Conseqiientemente, as estimativas a posteriori ou estimativas produto para a taxa de
criminalidade no més &, 6y , para todo k=1,...,n sdo dadas por :

n %

k-1
~ (94 ..
0, =E@0,|X,,..X,)= E —*r*([y].)
i=0  j=k ﬂ

[3.1]

4. Métodos Computacionais

Como descrito em Loschi (1998) e Loschi e Cruz (2003) a distribuicdo a posteriori de p e,
consequentemente , a distribui¢do a posteriori de p , B e 6,séo facilmente obtidas levando em

conta a seguinte transformagao sugerida por Barry e Hartigan (1993).

Considere a quantidade aleatoria auxiliar U, de formaque U,=1,se 6, =0,,, ¢ U, =1, se
0, # 0, paral=1, .., n-1.Note que a parti¢do aleatoria p ¢ imediatamente identificada ao
considerarmos vetores U = (U,,...,U, ) dessas quantidades aleatérias.

Cada particdo (U;,...,U, ), s2=1, é gerada usando o amostrador de Gibbs como segue.

.. e e . 0 0 ] s .
Iniciando do valor inicial (U, ,...,U, ), o r-ésimo elemento no passo s , U;, ¢ gerado

considerando a seguinte razao:

X)), P72 0= p)y ™ dz(p)

onXeo) fo (X[ 7= )™ d(p)
[4.1]

R =
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parar =1, ..,n-1, exeycomo definido em Loschi, Cruz , Iglesias e Arellano Valle (2003).
Entdo, cada amostra da distribuicdo a posteriori de p ¢ gerada da distribui¢ao seguinte:

P X X, ~ " (1= p)"" 2(p),

para s >1, onde b’ ¢é o niimero de blocos no s-ésimo vetor U e é obtido notando-se que o
numero de blocos em p ¢é dado por:

n — 1

B =1+> (1-U,)

=1

Consequentemente, a distribuigdo a posteriori de B ( ou da numero de pontos de mudanga B-1 )

¢ estimada por:
T
Z s=1 1 (B =b}

T

P(B=b|X,,., X, )=

2

onde T ¢ numero total de vetores U considerados para a andlise, 1, denota a fungdo

indicadora de B . O somatorio presente no numerador representa o total de vetores U que estdo
indicando a formacdo de b blocos.

Loschi, Cruz, Iglesias e Arellano-Valle (2003) obtém as estimativas produto computando a

relevancia a posteriori do bloco[ij], 1i,j=1,..,n, 1<j,como segue:
pr M
[#71 T
[4.2]
onde M ¢ o niimero de vetores U para os quais ¢ observado que U, =0,U,,, =...=U, =1L ¢
U, =0.

5. Aplicacao

Aplicaremos o MPP aos dados referentes ao niimero de crimes violentos notificados més a més
no periodo de janeiro de 1998 a setembro de 2001 nas 5% 6* e 127* Cia’s da Policia Militar da
cidade de Belo Horizonte. A 5% Cia € responsavel pelo registro dos crimes cometidos nos
Bairros Santo Agostinho e Barro Preto — regido comercial proxima ao centro da cidade, o centro
da cidade tem os crimes registrados pela 6* Cia, a 127* Cia ¢é responsavel pelo registro dos
crimes cometidos em alguns dos bairros nobres da cidade (Mangabeiras, Cruzeiro, etc.).

Para estimar as relevancias a posteriori r*[;, as distribui¢cdes a posteriori de p, B e p, foram
geradas 4600 amostras de valores 0-1 com a dimensdo da série (45), comecando de uma
seqiiéncia de zeros. As primeiras 100 iteragdes foram descartadas para burn-in e um lag de um
foi selecionado.

Assumimos que a distribuicdo a priori para p (probabilidade de ocorrer uma mudanga em um
instante qualquer) ¢ uma distribuicdo Beta com parametros o=1,5 e f=28,5. Essa distribuicao
reflete que, a priori, achamos que a probabilidade de ocorrer uma mudanga em um instante
qualquer é pequena ( média = 0,05 ¢ moda = 0,0178) e temos uma grande certeza sobre isso
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(variancia = 0,0015). Conseqilientemente, estamos assumindo que, a priori, o nimero esperado
de blocos ¢é 3,2 e a variancia é 4,989. Isso significa dizer que, a priori, se considerarmos a
funcdo de perda quadratica, estimamos que o numero de blocos é pequeno (em torno de 3) e
conseqiientemente o numero de pontos de mudanca esperado na série é dois. Também estamos
assumindo que ¢ mais provavel que nenhuma mudanga seja observada (moda de B é 1).

Assumiremos que, dado a taxa de criminalidade 6, o nimero de crimes cometidos nestas
regides possuem uma distribuicdo de Poisson e que 0 possui uma distribuicdo Gama com
parametros a.=1,01 e p=0,001. Pode-se notar da Tabela 5.1 e da Figura 5.1 que esta distribui¢éo
¢ pouco informativa a respeito da taxa de criminalidade em cada regido, uma vez que a
variancia da distribui¢do é muito grande. Considerando a fung¢do de perda quadratica (Bernardo
e Smith, 1994), a estimativa a priori para a taxa de criminalidade em cada regido ¢ 1010 crimes
por més.

Tabela 5.1 — Distribuicdo a priori da taxa de criminalidade e suas respectivas estatisticas

descritivas.
Distribui¢do de 0 E(0) Var(0) Moda(6)
Gama(1,01 ; 0,001) 1010 1010000 10

Figura 5.1 Funcdo de densidade da distribuigdo a priori da taxa de criminalidade
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A Figura 5.2 apresenta um grafico conjunto das estimativas produto para a taxa de
criminalidade em cada regido (linha cheia) e os dados (pontos) bem como uma comparagao
entre as estimativas. Nota-se que as estimativas produto para 6 na 5* Cia apresentam
comportamento crescente no periodo de janeiro de 1998 a dezembro de 2000, atingindo seu
maximo neste tltimo més. Nos periodos de junho de 98 a fevereiro de 99, marco a agosto de 99
e de novembro de 99 a julho de 2000, a taxa de criminalidade apresenta crescimento menos
acentuado, sendo que, no periodo de junho de 98 a fevereiro de 99 a taxa é de aproximadamente
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28 crimes por més, no periodo de margo a agosto de 99 esta taxa ¢ de aproximadamente 35
crimes por més e no periodo de novembro de 99 a julho de 2000 a taxa ¢ de aproximadamente
45 crimes por més. Mudangas importantes na taxa podem ser observadas em fevereiro e agosto
de 99, julho, outubro e dezembro de 2000 e marco e abril de 2001. A partir de dezembro de
2000 a taxa de criminalidade comega a diminuir. Apdés dezembro de 2000 a maior taxa ¢
observada em abril de 2001. Para os dados da 6" Cia, as estimativas produto para a taxa de
criminalidade apresentam comportamento crescente no periodo de janeiro de 1998 a setembro
de 2000, atingindo seu maximo em julho de 2001. Pode-se perceber que a taxa de criminalidade
apresenta muitas mudangas em seu comportamento ao longo do tempo e ndo apresenta nenhum
periodo com taxa constante. Mudangas importantes na taxa podem ser observadas em fevereiro,
junho, agosto e setembro de 99, janeiro, marco, agosto e setembro de 2000 e janeiro, maio,
junho e julho de 2001. As estimativas produto para 6 na 127* Cia apresentam comportamento
crescente no periodo de novembro de 1999 a setembro de 2001, atingindo seu maximo neste
ultimo més. Nos periodos de janeiro a abril de 98 e junho a novembro de 99, a taxa de
criminalidade apresenta crescimento menos acentuado, sendo que, no periodo de janeiro a abril
de 98 a taxa € de aproximadamente 35 crimes por més, no periodo de junho a novembro de 99
esta taxa ¢ de aproximadamente 33 crimes por més. Mudangas importantes na taxa podem ser
observadas em outubro e dezembro de 98, novembro de 99, novembro de 2000 e abril e agosto
de 2001. De janeiro de 98 a novembro de 99 a taxa de criminalidade tem um pico em novembro
e dezembro de 98 com valores em torno de 55 crimes por més.

Figura 5.2 Estimativas produto para a taxa de criminalidade em cada regiao
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Note também da Figura 5.2 que, ao compararmos o comportamento das estimativas da taxa de
criminalidade nas trés regides, percebemos que a regido com maior taxa de criminalidade foi o
centro (6" Cia), seguido pela regido nobre (127 Cia) e finalmente a regido comercial (5* Cia).

Figura 5.3 Distribuigdes a posteriori para o nimero de Blocos
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Perceba da Figura 5.3 que as distribui¢cdes a posteriori para o nimero de blocos (ou nimero de
pontos de mudanca B-/) nas trés regides sdo unimodais e tendem a serem assimétricas. Para a
5* Cia observa-se que esta distribuigdo concentra maior massa entre 14 e 17 blocos, sendo que a
moda ¢é 16 blocos e ocorre com probabilidade 45,80%. Para a 6* Cia percebe-se que a
distribui¢do de B concentra praticamente toda sua massa 45 blocos, o que ocorre com
probabilidade 99,98%. A distribuigdo a posteriori de B para dados da 127* Cia concentra maior
massa entre 21 e 23 blocos, sendo que o valor modal ¢ 22 blocos e ocorre com probabilidade
64,20%. Comparando as distribui¢des a posteriori de B nas trés regides, confirmamos o que foi
dito na analise das estimativas de 0, ou seja, o centro da cidade ¢ a regido que apresenta maior
mudangas na taxa, seguido pela regido nobre e depois da regido comercial. Repare que o centro
da cidade apresenta 45 blocos com probabilidade praticamente 1, ou seja a taxa sofreu
mudancas em todos os meses da série. Isto também pode ser observado da Tabela 5.2 a seguir.
Note que considerando a fungdo de perda quadratica, a priori, esperdvamos que existissem 2,2
pontos de mudanca. 4 posteriori as estimativas para o nimero de mudangas foram bem maiores
nas trés regides - 14,59, 43,99 e 21,15 para as 5%, 6* e 127° Cias, respectivamente.
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Tabela 5.2 — Estatisticas descritivas das distribuigdes a priori e a posteriori de B.

Regido | Distribui¢do a priori de B | Distribuicdo a posteriori de B
Meédia Moda Var |Média Moda Var Med Q1 Q3

5Cia | 32 1 4989 [1559 16 079 16 15 16
6°Cia | 32 1 4989 |4499 45 4.10° 45 45 45
127° Cia| 3,2 1 4989 |22,15 22 044 22 22 22

A Tabela 5.3 apresenta a partigdo mais provavel a posteriori com a sua probabilidade de
ocorréncia a priori € a posteriori para cada uma das regides.

Tabela 5.3 — Probabilidades a priori e a posteriori de p.

Regido Particdo prob. priori | prob. posteriori
5*Cia |{0,4,9,14,18,22,25,28.31,33,35,36,39,42,45} | 1.10™ 2.102

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,
16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,

2 -20

6° Cia 28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38.39, 3.10 0.999778
40,41,42,43,44 45}

127 Cia 10,4,7,10,12,15,17,21,23,25,26,28, 5 10 0.011333

31,33,35,36,37,38,40,41,43,44,45}

Percebe-se que as probabilidade a priori sdo bem pequenas, pois a distribuicao a priori de p
depende apenas do tamanho da série e do nimero de blocos na partigdo e a distribuicdo a priori
de B pde maior massa em valores baixos de b, indicando que parti¢des com muitos blocos sdo
pouco provaveis. A probabilidade a posteriori da particdo mais provavel para a 5° Cia ¢
também pequena, mas ndo tanto quanto a probabilidade a priori. Ja as probabilidades a
posteriori das outras duas partigdes sao bem maiores. A particdo mais provavel a posteriori
revela que a taxa de criminalidade na regido comercial (5" Cia ) sofreu mudangas em abril e
setembro de 98, fevereiro, junho e outubro de 99, janeiro, abril, julho, setembro, novembro e
dezembro de 2000, margo ¢ junho de 2001 com probabilidade 2%; que a taxa de criminalidade
no centro da cidade (6* Cia) sofreu mudancas em todos os meses da série com probabilidade
99%; e que a taxa de criminalidade na regido nobre (127" Cia) sofre mudangas em abril, julho,
outubro ¢ dezembro de 98, margo, maio, setembro ¢ novembro de 99, janeiro, fevereiro, abril,
julho, setembro, novembro e dezembro de 2000, janeiro, fevereiro, abril, maio, julho e agosto de
2001 com probabilidade 1%.

Perceba da Figura 5.4 que tanto a distribui¢do a priori como as distribuicdo a posteriori de p
das trés regides sdo unimodais e assimétricas. No entanto, a distribui¢do a priori concentra
maior massa em valores menores que as distribuigdes @ posteriori. Da Tabela 1.3, nota-se que ,
considerando a fungfo de perda quadratica, a estimativa a priori para p € 0,05. A posteriori este
valor ¢ 0,21 para a regido comercial (5% Cia); 0,61 para o centro (6* Cia); e 0,30 para a regido
nobre (127* Cia). Ou seja, probabilidade de ocorrer uma mudanga em um instante qualquer ¢
maior do que esperavamos nas trés regides e, além disso, essa probabilidade ¢ maior no centro,
seguido da regido nobre e depois pela regido comercial. Além disso, observamos que hd maior
incerteza sobre p a posteriori nas trés regides pois as variancia das distribui¢des a posteriori sao
0,002 0,003 e 0,003 para a regido comercial, o centro e a regido nobre, respectivamente.
Tabela 5.4 Estatisticas descritivas das distribui¢des a priori € a posteriori de p
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Regido | Distribuicdo a priori de p Distribui¢do a posteriori de p
Média Moda Var |Média Moda Var Med QI Q3
5% Cia 0,05 0,017 0,001 | 0,21 0,24 0,002 0,21 0,18 0,24
6" Cia 0,05 0,017 0,001 | 0,61 0,61 0,003 0,61 0,57 0,65
127*Cia| 0,05 0,017 0,001 | 0,30 0,28 0,003 0,30 0,26 0,34

Figura 5.4 Distribuigdes a priori e a posteriori para p
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Conclusoes

O modelo parti¢ao produto (Barry e Hartigan, 1992) para coesdes de Yao foi definido a aplicado
para a identificacdo de multiplos pontos de mudanga na taxa de criminalidade de algumas
regides de Belo Horizonte-MG. Extensdes do modelo particdo produto (Loschi e Cruz, 2003) e
alguns métodos computacionais (Loschi et al., 1999, Loschi, Cruz, Iglesias and Arellano-Valle,
2003) propostos na literatura foram considerados. Vimos que a taxa de criminalidade nas
regides analisadas apresenta, em geral, tendéncia ao crescimento. Como era previsto, a regiao
central apresenta maior taxa de criminalidade. Também observamos que, para todas as regioes,
a taxa de criminalidade apresenta mudancas ao longo do tempo e vimos que esta taxa apresenta
menos mudancas na regido comercial proxima ao cento.

Concluimos que o modelo partigdo produto apresentou bom desempenho para a analise de
pontos de mudanga em dados de criminalidade.
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