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RESUMO

O problema de alocacdo conjunta de servidores e areas de espera (BCAP) € um
problema de otimizagdo n&o-linear inteira que visa obter uma configuragdo Otima em redes de
filas que garanta um limiar minimo de desempenho pré-estabelecido. Este artigo enfoca uma
metodologia para solugdo do BCAP em redes de filas finitas markovianas, ou redes de filas
M/M/c/K, na notacdo de Kendall, que consiste em combinar métodos aproximados com o
algoritmo de Powell, um algoritmo de otimizacdo livre de derivadas. Tal metodologia foi
aplicada a redes nas topologias basicas série, divisao e fusdo. Os resultados apresentados indicam
robustez e homogeneidade das solucBes. Foram analisados fatores influentes nos padrdes de
alocagéo.

PALAVRAS CHAVE. Alocagéo. Filas finitas. Redes de filas
Topicos. MP — Modelos Probabilisticos. IND — PO na IndUstria

ABSTRACT

The joint buffer and server optimization problem (BCAP) is a non-linear integer
optimization problem that aims at obtaining an optimal configuration of a queueing network such
that the resulting throughput is greater than a pre-defined threshold. This paper focuses on a
methodology designed to solve the BCAP, for networks of finite Markovian queues, or in
Kendall notation, networks of M/M/c/K queues, which consists in a combination of approximate
methods and Powell algorithm, a derivative-free optimization algorithm. The methodology was
applied to networks of queues in series, split, and merge basic topologies. The results produced
robust and homogeneous solutions. Factors influencing the allocation patterns were investigated.
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1. Introducéo

Um dos grandes interesses ao modelar sistemas por filas é encontrar uma configuracédo
Otima, de servidores e areas de espera, que atenda aos requisitos de desempenho e minimize o
custo envolvido. Dado que a grande maioria dos sistemas possui limitagdo de recursos, tanto de
servidores quanto de areas de espera, que geram impactos financeiros direto nos custos do
processo, é importante seu uso racional.

Neste contexto, podemos destacar o problema de alocacdo conjunta de servidores e
areas de espera, conhecido como BCAP (do inglés Buffer and Server (C) Allocation Problem).
Para redes de filas finitas markovianas, ou redes de filas M/M/c/K, na notacdo de Kendall
[Kendall, 1959], é um problema desafiador de otimizacdo em redes de filas [van Woensel et al.,
2010; Cruz & van Woensel, 20144a,b], cuja metodologia de solugdo pode ser aplicada a diversas
situacOes reais modeladas na forma de filas ou redes de filas, tais como linhas de producéo,
servicos telefénicos, filas de estabelecimentos (bancos, supermercados), sistemas computado-
rizados, webshops, dentre outras aplicacdes analogas. Sua principal caracteristica é a relagdo
intrinseca existente entre o custo dos servidores e areas de espera. Conhecer uma configuragdo
Otima desta relacdo de custo permite o desenvolvimento de redes de filas cujo servigo seja
eficiente e 0 desempenho méaximo possa ser obtido.

Exemplo 1: Uma empresa de géneros alimenticios ira
Produto 1 iniciar a producdo de trés variedades de alimentos
congelados (Fig. 1). Para tanto, ela recebera as
matérias primas processadas e resfriadas, que serdo
armazenadas em refrigeradores até o momento da
producdo. Apés a montagem do produto, eles serdo

__[D ED_’ entdo congelados e encaminhados até a distribuicao
L~ para os clientes. Para armazenar as matérias primas e
Produto 2 Distribuiclo a5 produtos  finais serdo necessarias camaras

frigorificas, cujos custos de fabricacdo e de

funcionamento aumentam conforme seu tamanho. A

distribuicdo também é realizada por caminhGes

frigorificos, que assim como as camaras frigorificas,

sdo bastante caros. Conhecidas as taxas de entrada das

Produte 3 matérias primas, qual seria a configuragdo de tamanho
Figura 1: Exemplo de rede de filasna de camara frigorifica e o nimero de caminhGes que

producdo de alimentos congelados otimizaria a producéo e o custo envolvido?

No problema apresentado, Fig. 1, uma proposta inadequada de dimensionamento das
areas de espera (camaras frigorificas) ou do ndmero de servidores (linhas de montagem e
caminhdes frigorificos) poderia levar a perda significativa da eficiéncia e rentabilidade do
processo, dados os altos custos envolvidos. Em casos como estes, a utilizacdo de métodos que
otimizem simultaneamente o nimero de servidores e a capacidade das areas de espera se faz
necessaria.

O problema de alocagdo conjunta de servidores e areas de espera (BCAP) é um
problema de dificil solugdo do ponto de vista computacional, por se tratar de um problema de
programacdo ndo-linear, cuja fungdo-objetivo ndo apresenta forma fechada e consequentemente
requer métodos aproximados em sua solucdo. A solugdo deste problema se torna ainda mais
complexa quando o objeto de interesse deixa de ser um sistema de filas simples e se torna uma
rede de filas complexa, como no caso do exemplo apresentado.

Na secdo 2 é apresentado 0 modelo de programacdo matematica inteira do problema de
alocacao conjunta de servidores e areas de espera (BCAP). Na secdo 3 sdo descritos brevemente
os algoritmos empregados na resolugdo do BCAP, com destaque para 0 Método da Expansao
Generalizado (GEM), para estimacdo das medidas de desempenho, e 0 método de otimizacao
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irrestrita de Powell. Na secdo 4 sdo apresentados resultados obtidos em redes de filas nas
topologias basicas série, divisdo e fusdo. Sdo também analisados os padrdes de alocagdo para
cada topologia e os fatores que impactam na alocagdo étima de servidores e de areas de espera.
Para concluir, na se¢do 5 serdo discutidos os resultados obtidos e apresentadas propostas para
continuagdo dos estudos na area de otimizacdo em redes de filas finitas.

2 O Problema de Alocagdo Conjunta de Servidores e Areas de Espera (BCAP)

O Exemplo 1 apresenta uma cenério real simplificado que ilustra uma situagdo em que
ndo basta efetuar a otimizacdo isolada do numero de servidores ou do tamanho das areas de
espera, para que seja garantido um funcionamento 6timo da producdo. Deve-se considerar
conjuntamente a melhor configuracdo entre servidores e &reas de espera para garantir um bom
funcionamento do sistema. De situacBes semelhantes, emerge a necessidade de solucionar o
problema de alocacdo conjunta de servidores e areas de espera (BCAP) [van Woensel et al.,
2010; Cruz & van Woensel, 2014a,b]. De maneira simplificada, 0 BCAP pode ser descrito como
o problema de determinagdo de quantos servidores e qual capacidade de areas de espera serdo
tornadas disponiveis, de modo a garantir que o desempenho do sistema, em termos da taxa de
atendimento, 6, seja superior a um limiar minimo de aceitacdo pré-estabelecido, On,. Deverd,
para isso, ser considerada a relacdo existente entre os custos dos servidores e das areas de espera,
representada pela razdo C/Cg.

2.1 Formulacdo Matematica

Defina uma rede de filas M/M/c/K como um grafo G = (N,A,p), em que N é o conjunto
de todos os nos (cada fila M/M/c/K) que compde a rede, A € 0 conjunto de arcos que
interconectam pares de nos (duas filas M/M/c/K ) e p € o vetor das respectivas probabilidades de
roteamento nos arcos, conforme apresentado na Fig. 2.

[0 -uo

— - arco

Pi - probabilidade de roteamento

Figura 2: Grafo representativo de uma rede de filas M/M/c/K

O BCAP busca minimizar o tamanho das areas de espera e 0 nimero de servidores, de
forma que a taxa de atendimento resultante, 6, seja maior que um limiar predefinido. O BCAP
pode ser definido matematicamente pela seguinte formulacdo de programagdo matematica inteira
ndo-linear [van Woensel et al., 2010].

BCAP:
Z= min{Zwici + Z(l—wi)Bi} (2.1)

sujeito a
0(c,B)=0

min !

(2.2)
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¢, e{l2,..,ViuN, (2.3)
B, {0L...,ViUN, (2.4)

em que ¢; € o0 namero de servidores no no i, B; representa o tamanho das areas de espera, ou seja,
é o capacidade total da fila, K, excluidos os itens que se encontram em atendimento (isto é, para o
no i, a area de espera é dada por B; = K; — ¢;), 6(c,B) é a taxa de saida resultante, que é dada em
funcdo dos servidores (c) e das areas de espera (B), &min € 0 limiar minimo aceitavel para a taxa
de atendimento resultante e w; € uma variavel que representa o custo relativo entre servidores e
areas de espera (0 < w; < 1).

O valor de w; pode ser alterado para refletir o custo de servidores em comparagao ao
custo das areas de espera. Quando o valor de w; diminui, 0 custo dos servidores se torna
relativamente menor se comparado ao custo das areas de espera. Por outro lado, se o valor de w;
sofre acréscimos, 0s servidores se tornam relativamente mais caros se comparados as areas de
espera. Variando-se os valores possiveis de w;, € possivel verificar as alteracBes resultantes nas
alocagdes de servidores e nas areas de espera. Outra possibilidade que emerge da relagcdo de
custos € a verificacdo de quais valores de w; tornam significativas as alteragdes em alocagdes de
servidores e areas de espera. Se definirmos w; =0, Vi € N, 0 BCAP se reduz ao problema de
alocacéo de areas de espera (ou BAP, do inglés Buffer Allocation Problem [MacGregor & Cruz,
2005; Cruz et al., 2008]). Por outro lado, se definirmos w; = 1, Vi € N, obtém-se o problema de
alocacéo de servidores (ou CAP, do inglés Server (C) Allocation Problem [MacGregor Smith et
al., 2010]).

E importante observar a possibilidade de existéncia de solucdes que ndo apresentem
areas de espera (conhecidos, em inglés, como sistemas zero-buffer ou bufferless), ou seja, em
determinados nés pode ocorrer B; = 0. Redes de filas sem areas de espera sdo observadas em
diversos sistemas de producdo reais e em determinados ambientes eles sdo estritamente
necessarios, devido a caracteristicas do processo em si ou simplesmente pela auséncia de
capacidade de armazenamento entre duas etapas consecutivas de operacdo em um processo
produtivo [Andriansyah et al., 2010]. Também é importante ressaltar que, além das restri¢cbes
(2.2)—(2.4), uma restricdo adicional € necesséria para garantir a existéncia de uma solugdo 6tima
finita:

P = A <1, (2.5)
CiH;
em que /; é a taxa de chegada no né i e y; é a sua taxa de servico.

2.2 Relaxacéo Lagrangeana

O BCAP, definido pelas expressbes (2.1)-(2.5), apresenta restricbes complexas,
sobretudo a representada pela expresséo (2.2). A incorporagéo das restricdes mais complexas na
funcéo objetivo via relaxacdo lagrangeana tem sido aplicada com sucesso em problemas de
alocagéo, como o BAP [MacGregor & Cruz, 2005; Cruz et al., 2008] e o CAP [MacGregor Smith
et al., 2010]. Assim, fica natural a escolha da relaxagdo langreana como ferramenta para a
resolucdo do BCAP. Uma descricdo aprofundada da relaxacdo lagrangeana ndo sera apresentada
aqui, uma vez que pode ser encontrada com facilidade na literatura [Lemaréchal, 2007].

De forma simplificada, a relaxacdo lagrangeana € uma técnica que consiste em
incorporar as restri¢cdes complexas do problema de otimizagdo diretamente na fungéo objetivo, na
forma de uma penalidade. No BCAP, a restricdo complexa (2.2) pode ser relaxada em termos da
variavel lagrangeana a > 0, resultando no BCAP relaxado, ou RBCAP (do inglés Relaxed Buffer
and Server (C) Allocation Problem), cuja formulacédo é apresentada a seguir.

(RBCAP):

Z, = min[z@ci + > (1-a)B +alf,, -0, B))} (2.6)

VieN VieN
sujeito as restri¢des (2.3)-(2.5).



XLIX Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional i 4(*\\ n®
Blumenau-SC, 27 a 30 de Agosto de 2017. 4 .

E importante notar que, na formulagdo RBCAP, o termo a(@min -o(c, B)) €& sempre
ndo-positivo, para qualquer solucéo factivel da formulacéo original do BCAP. Ou seja, se as
restrices (2.2)—(2.5) forem satisfeitas, elas devem garantir que a(é’mm —0(c, B))s 0, e assim,
temos Z, < Z. Consequentemente, Z, sera utilizado como uma cota inferior para o valor 6timo de
Z. Espera-se que tal cota inferior seja proxima de Z tanto quanto possivel. Vale salientar que o
fornece uma penalidade para 0s casos em que a restricdo nao seja atendida. Experimentalmente,
chega-se a um valor adequado da variavel lagrangeana o, que no caso aqui tratado pode ser
fixada em 10° [Cruz et al., 2008].

Definido o algoritmo de resolugdo do RBCAP e estabelecido algum limiar minimo &pn,
(por exemplo, um percentual da taxa de chegada), alguma ferramenta para analise de desempenho
da rede de filas deve ser empregada. Sera usado aqui 0 Método da Expansdo Generalizado
(GEM, do inglés Generalized Expansion Method [Kerbache e MacGregor Smith, 1987, 1988]),
uma aproximagao consolidada para as probabilidades de bloqueio, pk, necessarias a estimacao da
taxa de saida, 8(c,B), para uma particular configuracao de servidores e areas de espera.

3 Algoritmos para Anélise de Desempenho e Otimizacdo em Redes de Filas Finitas

A taxa de atendimento (ou, em inglés, throughput) é uma das medidas mais utilizadas
na analise de desempenho de filas. Quando se trata de uma Unica fila finita, tal taxa esta
diretamente relacionada com a taxa de entrada da fila e da sua probabilidade de bloqueio, px,
sendo o blogueio 0 momento em que o nlimero de entidades presentes na fila preenche toda sua
capacidade K. O desempenho da fila, em termos de taxa de atendimento, é dado por:

0=201-py), (3.1)
que indica que, conhecendo a taxa de entrada da fila, a obtencdo da taxa de atendimento fica
condicionada a determinacdo do valor da sua probabilidade de bloqueio pk. Assim, definindo-se
um limiar minimo para a taxa de saida, Gyin, € possivel expressar a probabilidade de blogueio pk a
partir da seguinte expressao:

gmin
P <1- - (3.2)

Como a taxa de atendimento 6., € necessariamente ndo superior a taxa de entrada A
(Omin <)), analisando a expressao (3.2), pode-se concluir que, quando 6, — 0, entdo px — 1 e K
— 1. Por outro lado, quando i, — A, temos px — 0 e K — +oo. Considerando tais fatos, para
obter um desempenho 6timo da fila, devem-se buscar configuracoes de servidores e de areas de
espera gue garantam um taxa minima de atendimento 6y, suficientemente préxima de A. Assim é
minimizada a proabilidade de que clientes sofram bloqueio durante o processo de atendimento na
fila.

Para otimizar o RBCAP, definido pela funcdo objetivo (2.6) e pelas restri¢bes (2.3) a
(2.5), serd utilizado o método de Powell, um algoritmo cléssico de otimiza¢do ndo-linear que néo
utiliza derivadas [Himmelblau, 1972], em conjunto com 0 GEM [Kerbache e MacGregor Smith,
1987, 1988], que determina aproximadamente as medidas de desempenho, ou, mais
especificamente no caso aqui tratado, a taxa de atendimento 6. O método de Powell,
conjuntamente com o GEM, tem sido bem sucedido na resolucdo de diversos problemas de
alocagéo em redes de filas finitas [MacGregor, 2003,2004].

4 Resultados e Discussao

O algoritmo de otimizacdo conjunta foi testado em redes nas topologias série, divisao e
fusdo, conforme apresentado na Fig. 3, com o objetivo de identificar possiveis padrbes de
alocacdo, em funcdo de alguns par@metros de interesse. Todos os algoritmos utilizados foram
implementados em FORTRAN e estdo disponiveis a pedido, para fins de pesquisa. Apresentam-
se a seguir os resultados obtidos.
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Figura 3: Redes de filas basicas testadas

A Fig. 3-a apresenta um exemplo de rede de filas na topologia série. Esta topologia de
rede implica que o cliente, apds sair de um nd, ndo possui possibilidade de sele¢cdo do proximo
no, ou seja, o servico sera recebido de forma serial. Supondo um sistema com trés nds em série, 0
cliente, ao sair do nd 1, automaticamente seria destinado ao n6 2 e, consequentemente, ao no 3.
Para os experimentos na topologia série, foram consideradas redes de filas com o nimero de nés
N = 2, 3, 4, 5, taxa de entrada na rede A = 5 e servidores com taxas de atendimento y; = 10, V
jeN.

A Fig. 3-b representa a topologia divisdo. Nesta topologia, diferentemente da topologia
série, apresenta ao término do atendimento em um né a possibilidade de sele¢do do préximo nd.
Supondo que ap6s o término do atendimento o cliente possua n possiveis nds subsequentes, ele
pode selecionar o proximo n6 de destino com probabilidade p;, i = 1, 2,...,n—1. As redes de filas
na topologia divisdo, utilizadas nos experimentos computacionais, contam com um ndmero de
nés fixo N = 3, em que um nd inicial 1 recebe as entidades a serem atendidas e, ap6s o
atendimento, elas sdo encaminhadas para os nds 2 e 3, com probabilidades de roteamento p; e p.,
respectivamente. Foram configuradas redes com probabilidades de roteamento variando dentre as
seguintes opcdes: p; =0,1ep,=0,9;p1=0,2ep,=0,8; p1=03ep,=0,7;p1=04ep,=06;ea
situacdo de equilibrio, p; = p, = 0,5. Assim como nas redes de filas em série, foram consideradas
taxas de entrada na rede A = 5 e servidores com taxas de atendimento y; = 10, V jeN.

Finalmente, na Fig. 3-c esta apresentada uma rede de filas na topologia fusdo. Uma rede
de filas na topologia fuséo caracteriza-se pela unido de clientes atendidos em servidores distintos
em um unico servidor subsequente, ou seja, supondo uma série de filas paralelas, todos os
clientes destas ao término do atendimento serdo direcionados para uma Unica fila,
independentemente do atendimento anterior. Nas redes na topologia fusdo, também foram
considerados 3 nés, nos quais as entidades a ser atendidas ingressam na rede pelos nés 1 e 2 e,
apos atendimento, sdo necessariamente destinadas ao n6 3. Foi mantida a taxa total de entrada no
sistema, A = 5. Porém, tal taxa foi dividida entre os nds iniciais nas seguintes proporgoes
variaveis A, (taxa de entrada no né 1) e A, (taxa de entradanoné 2): A, =05eX, =45;A,=1,0¢
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A=40; M =15eX =35 1=20e)k =3,0;er =X =2,5. A taxa de atendimento em cada
servidor é p; = 10, V jeN.

Para as trés topologias béasicas, série, divisdo e fusdo, trés valores foram considerados
para os quadrados dos coeficientes de variagdo dos tempos de servico, s, quais sejam, sistemas
hipoexponenciais (isto é, com s? = 0,5), markovianos (s* =1,0) e hiperexponenciais (s* = 1,5).

Na Fig. 4 tem-se uma representacdo grafica dos padrdes de alocacgdo, para as diferentes
configuracdes de nimeros de nds e s?, em que se observaram os seguintes aspectos. As alocagdes,
tanto de servidores quanto das areas de espera (ou buffers), sdo homogéneas, conforme esperado.
Ndo poderia ser diferente, pois as filas possuem servidores com a mesma taxa de servico (p; = 10,
v jeN). E interessante observar que as configuragdes subotimas ndo possuem area de espera (Zv;
B; = 0) até uma relacéo de custos C./Cg superior a 2:1 (ou seja, w; /(1—w;) > 2). Infelizmente, esse
limiar é bastante imprevisivel, dependente da configuracéo da rede e é, até o presente momento,
determinavel apenas pela aplicacdo do algoritmo. Em outras palavras, ndo ha ainda uma regra
gue preveja essa mudanca de estado (sem buffers — com buffers).

No que diz respeito ao s?, um aumento no seu valor (isto ¢, na variabilidade) conduz a
uma maior alocagéo (tanto de servidores, quanto de areas de espera). E notavel o comportamento
da rede de filas no sistema hipoexponencial, que apresenta queda no numero de servidores e
aumento brusco do nimero das areas de espera na transi¢cdo C/Cg = 4:1 — C./Cg = 8:1. Para 0s
sistemas markovianos, houve estabilidade tanto para servidores quanto para areas de espera €
para 0 caso hiperexponencial (s*> = 1,5), observa-se a manutencdo do nimero de servidores e
menor aumento no ndmero de &areas de espera. Reforga-se aqui a conviccao, j& mencionada na
literatura da &rea [van Woensel et al., 2010], que os servidores sdo mais eficazes para lidar com a
variabilidade que as areas de espera, possivelmente pelo fato de que eles tém a funcdo dupla de
reter o cliente e a0 mesmo tempo atendé-lo. Finalmente, em relacdo a topologia série, notou-se
que o aumento do numero de filas na linha ndo altera o padrdo homogéneo da alocagdo nem a
transicdo sem/com buffers, o que demonstra a robustez da solugcdo com a configuracdo do sistema
de filas a ser otimizado.

Os resultados da topologia divisdo podem ser vistos na Fig. 5. Como observado na
topologia série, as alocacdes sdo sem areas de espera até certa propor¢do de custos C./Cg (na
maioria dos casos observa-se auséncia de areas de espera para proporcdes iguais ou inferiores a
2:1), independente do s%). Também interessante, é que a proporcdo de clientes destinados para
cada braco da divisdo ap6és o atendimento inicial ndo se verifica na alocacdo de recursos. Por
exemplo, a razdo das probabilidades de roteamento 0,1:0,9 ndo resulta em uma divisdo de
recursos nesta mesma propor¢do, mas sim de 2:3. Entretanto, na medida em que as
probabilidades de roteamento tornam-se proximas (i.e., p; — pz), a alocacao torna-se homogénea.

Também digno de nota, é que a alocacdo na fila antes da divisdo, em geral, ndo € a
soma das alocagdes nos ramos apos a divisdo, tanto no que diz respeito a ¢ quanto a K. Neste
aspecto, observa-se que quanto maior o custo dos servidores, maior sera a diferenca entre o
nimero de areas de espera do ramo inicial e a soma dos ramos que receberdo as entidades
atendidas pelo primeiro nd. Quando é necessério, para valores de s* = 0,5, observa-se uma
alocaco superior de areas de espera nos ramos finais da rede, enquanto que, para valores de s* =
1,0 e 1,5, o maior contingente de areas de espera é destinado ao né inicial da rede. Finalmente,
nota-se que, com 0 aumento do nimero de noés na rede (resultados ndo apresentados), a sequéncia
de filas apos a divisdo comporta-se como uma topologia série (isto é, com alocagcdo homogénea),
como seria previsivel.

A Fig. 6 apresenta os resultados de alocacdo obtidos para redes em topologia fusdo.
Nota-se uma simetria entre a topologia fusdo e a anterior (topologia divisdo), conforme seria
esperado. E interessante notar que, apenas no caso hiperexponencial (s* = 1,5), com A; = 0,5 e A,
= 4,5, houve um acréscimo de um servidor no n6 que recebe o maior nimero de clientes e no né
final. O acréscimo destes dois servidores impactou e reduziu as areas de espera, em comparagdo
com as demais configuracdes.
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Figura 4: Alocagdo de servidores e areas de espera para topologia série

Também aqui, 0 né ap6s a divisdo necessita de uma alocacdo que em geral nao é a
soma das alocacBes nos ramos antes da divisdo. Verifica-se, portanto, um efeito do tipo economia
de escala neste n6 compartilnado. Assim como ocorrido nas demais topologias, as oscilagfes
provocadas no sistema, neste caso o desequilibrio entre as taxas de chegada A, e A, ndo afetaram
0 padrdo homogéneo das alocacfes nem a transicdo da rede do estado sem areas de espera para 0
estado com éreas de espera.
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Figura 5: Alocacdo de servidores e areas de espera para topologia divisao

Até este ponto, foram observados padrdes que indicaram a existéncia de
homogeneidade na alocacdo 6tima de servidores e reas de espera, para valores de s°=05,10e
1,5. A fim de verificar a possivel influéncia de alguns fatores em tais padrdes de alocacgdo foi
construido o diagrama de dispersdo apresentado na Fig. 7.
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Figura 6: Alocacdo de servidores e areas de espera para topologia fusdo

Na construcdo do diagrama apresentado na Fig. 7, para cada topologia basica testada, as
solucdes foram estratificadas em s> = 0,5 (sistemas hipoexponenciais) e s> > 1,0 (sistemas
markovianos e hiperexponenciais). Também foram estratificadas considerando-se as rela¢des de
custo C./Cg como inferiores a 4:1 ou iguais ou superiores a esta relagdo (isto é, 4:1 ou 8:1).

Nota-se que, quando se tem uma relagdo de custos entre servidores e areas de espera
C./Cg igual ou superior a 4:1, a alocagdo 6tima total (considerando servidores e areas de espera
conjuntamente) tende a ser mais alta em relacdo a alocacdo 6tima de servidores. Ademais, para
relacdo de custos C./Cg iguais ou inferiores a 2:1, resultam-se solu¢fes sem areas de espera (ou,
do inglés, zero-buffer sytems), na forma de pares ordenados exatamente sobre a bissetriz do
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primeiro quadrante do plano cartesiano. O quadrado do coeficiente do tempo de servico, s°,
parece ndo ter influéncia no padrdo de alocacdo, uma vez que as solucdes estratificadas por este
fator ndo se concentram em nenhuma sub-regido especifica do primeiro quadrante. Resultados
obtidos para outras topologias e diferentes taxas de chegada e probabilidades de bloqueio (ndo
apresentados) conduzem a conclusdes similares.

Capacidade total

o0 s2=05e c/B>=41
0 s2=0,5e c/B<4:1

e //
e
® §2=0,5e c/B>=4:1

2 — « s2>05 e o/B=<4:1
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Namero de servidores

Figura 7: Alocaco total em funcdo de s® e C,/Cg para topologia série

5 Conclusoes e Observac0es Finais

Neste artigo, foi apresentada uma analise do problema de alocacdo conjunta de
servidores e areas de espera (BCAP) que estende trabalho anteriormente publicado [van
Woensel et al., 2010]. A principal contribuicdo deste artigo é apresentar um estudo e a
identificacdo de padrdes de alocacdo de servidores em redes de filas configuradas nas topologias
série, divisdo e fusdo, apontando para alocacdes satisfatorias em termos de robustez. Observa-se
que apesar das diferentes topologias, a alocacdo de servidores e areas de espera apresenta
resultados homogéneos para todos os casos. E indicada auséncia de areas de espera para situagdes
nas quais 0s seus custos sejam superiores aos (ou nao tao distantes dos) custos de servidores. Por
outro lado, ocorre crescimento da alocagdo de tais areas de espera quanto o custo do servidor é
elevado. Tal constatagdo pode colaborar para a resolugdo do problema para redes de filas mais
gerais, dado que se podem construir sistemas complexos baseados na juncdo de tais topologias
béasicas. Pode também auxiliar na compreenséao de problemas reais modelados por redes de filas.

Como trabalhos futuros, podem-se citar (i) a analise dos padrbes obtidos em redes de
filas complexas que combinam as trés topologias bésicas; (ii) a verificagdo da homogeneidade
das solucgdes, com perturbagdes nas taxas de servico ; (iii) a investigagao das solugdes do BCAP
para filas com tempos de chegada gerais e independentes, ou seja, filas GI/M/c/K, na notagéo de
Kendall; (iv) a alocagdo 6tima em redes de filas com ciclos, para modelar realimentacéo e/ou
retrabalho, e assim por diante. Estes sdo apenas alguns tdpicos para trabalhos futuros nesta
instigante linha de pesquisa.

Agradecimentos
Os autores agradecem ao CNPq (processos n° 304671/2014-2 e 300825/2016-1) e a FAPEMIG

(processos n° CEX-PPM-00564-17 e CEX-PPM-00427-17), pelo financiamento parcial a esta
pesquisa.



XLIX Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional i 4(‘\ n®
Blumenau-SC, 27 a 30 de Agosto de 2017. 4 .

Referéncias

Andriansyah, R., van Woensel, T., Duczmal, L. H. e Cruz, F. R. B. (2010). Performance
Optimization of Open Zero-Buffer Multi-Server Queueing Networks. Computers & Operations
Research 37(8): 1472-1487.

Cruz, F. R. B. e van Woensel, T. (2014a). Buffers and servers allocation in general finite
queueing networks. Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics, v. 2, p. 0101081-0101086.

Cruz, F. R. B. e van Woensel, T. (2014b). Joint buffer and server allocation in general finite
queueing networks. XLVI Simpoésio Brasileiro de Pesquisa Operacional - XLVI SBPO [CD-
ROM], Salvador, Brasil, p. 2213-2220.

Cruz, F. R. B., Duarte, A. R. e van Woensel, T. (2008). Buffer allocation in general single-server
gueueing networks.Computers & Operations Research 35(11): 3581-3598.

Himmelblau, D. M. (1972). Applied Nonlinear Programming, McGraw-Hill Book Company,
New York, NY.

Kendall, D. G. (1953). Stochastic processes occurring in the theory of queues and their analysis
by the method of imbedded Markov chains. Annals of Mathematical Statistics 24: 338-354.

Kerbache, L. e MacGregor Smith, J. (1987). The generalized expansion method for open finite
queueing networks. European Journal of Operational Research 32: 448-461.

Kerbache, L. e MacGregor Smith, J. (1988). Asymptotic behavior of the expansion method for
open finite queueing networks, Computers & Operations Research, 15(2): 157-169.

Lemaréchal, C. (2007). The omnipresence of Lagrange. Annals of Operations Research 153(1):
9-27.

MacGregor Smith, J. (2003). M/G/c/K blocking probability models and system performance.
Performance Evaluation 52(4): 237-267.

MacGregor Smith, J. (2004). Optimal design and performance modelling of M/G/1/K queueing
systems. Mathematical and Computer Modelling 39(9-10): 1049-1081.

MacGregor Smith, J. e Cruz, F. R. B. (2005). The buffer allocation problem for general finite
buffer queueing networks. IIE Transactions 37(4): 343-365.

MacGregor Smith, J., Cruz, F. R. B. e van Woensel, T. (2010). Optimal server allocation in
general, finite, multi-server queueing networks. Applied Stochastic Models in Business &
Industry 26(6): 705-736.

van Woensel, T., Andriansyah, R., Cruz, F. R. B., MacGregor Smith, J. e Kerbache, L. (2010).
Buffer and server allocation in general multi-server queueing networks. International
Transactions in Operational Research 17(2): 257-286.



