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RESUMO
Neste artigo utilizamos a amostragem e reamostragem por importancia (SIR) para obtengao

de uma amostra da distribui¢do a posteriori para a inferéncia da intensidade de trafico em filas
M/M/1. Esse pardmetro é importante porque, além de representar a fracdo de tempo em que o
atendente fica ocupado, permite a obten¢ao de importantes medidas de desempenho em filas, tais
como o tamanho médio da fila ou o nimero esperado de usudrios no sistema. O desempenho
do estimador proposto ¢ analisado via simulagdes Monte Carlo e comparado com o estimador de
maxima verossimilhanga cldssico. Observamos que os estimadores bayesianos sdo numericamente
faceis de ser obtidos e podem ter propriedades frequentistas superiores ao estimador de maxima
verossimilhanga, principalmente em filas sobrecarregadas, ou seja, filas submetidas a intensidades
de trafego elevadas. Todo o processo € exemplificado um exemplo de filas em um posto de sadde.

PALAVRAS CHAVE. Filas markovianas, Estimacao bayesiana, SIR.

Tépicos: EST&MP - Estatistica e Modelos Probabilisticos; SIM - Simulacao

ABSTRACT

In this paper we apply sampling/importance ressampling (SIR) to obtain a sample of the
posteriori distribution in order to infer the traffic intensity on M /M /1 queues. This parameter is
important because, besides representing the fraction of time in which a server is occupied, it allows
an analyst to obtain important performance measures in queues, such as the average queue lengh or
the expected number of users in the system. The performance of the proposed estimator is analysed
by using Monte Carlo simulations and compared to the classical maximum likelihood estimator.
The Bayesian estimators were observed to be numerically simple to obtain and can possess superior
frequentist properties in relation to the maximum likelihood method, particularly in overloaded
queues, that is, queues under high traffic intensities. The entire process is exemplified in a situation
in a health center.

KEYWORDS. Markovian queues. Bayesian estimation. SIR.

Paper topics: EST&MP - Statistics and Probabilistic Models; SIM - Simulation

https://proceedings.science/p/157397?lang=pt-br


https://proceedings.science/p/157397?lang=pt-br

JUIZ DE FORA - MG @

IEBPU zuzz] LIV Simpodsio Brasileiro de Pesquisa Operacional

I Juiz de Fora, MG - 8 a 11 de novembro de 2022

1. Introducao

Teoria da comunicacdo [Lakatos et al., 2013], projeto de computadores [Kleinrock, 1976;
Koole e Mandelbaum, 2002], processos de fabricagao [Papadopolous et al., 1993; Govil e Fu, 1999],
sistema de saide [Almehdawe et al., 2013; van Brummelen et al., 2015] e sistemas de transporte
[Tas et al., 2013] sdo apenas alguns exemplos de aplicacdes da teoria das filas. Mesmo que os
gerentes de sistemas possam ndo estar muito interessados em filas estaciondrias, modelos bésicos
em regime permanente, como as filas markovianas de servidor Unico, que sdo representadas na
notacdo de Kendall por M /M /1, sdo de interesse, pois podem ser vistos como um primeiro passo
para um processo mais elaborado de andlise, com modelos de filas mais sofisticados. Uma vez
definido que o modelo M /M /1 é apropriado, a tarefa seguinte é a estimacao estatistica de seus
parametros. De fato, uma vez que a obervagdo simples e direta de sua caracteristicas — tais como
o tamanho da fila ou o nimero de usudrio no sistema, em momentos aleatérios — esta sujeita a
variacdes estocdsticas, algum método estatistico precisa ser utilizado na estimacio dos pardmetros
associados ao modelo, conforme serd descrito neste artigo.

Apresenta-se aqui a utiliza¢do do método de amostragem e reamostragem por importancia
(ou SIR, do inglés sampling/importance resampling), para a obtencao da distribui¢do a posteriori,
0 que permite a estimac@o da intensidade de trafego em filas M /M /1, ou seja, a fragdo de tempo
em que o atendente fica ocupado. A intensidade de trifico, p, é definida como a razdo entre a
taxa de chegada e a taxa de servico. Também estimaremos o valor de p pelo método da mdxima
verossimilhanga e compararemos seu resultado com as estimativas bayesiana em uma perspectiva
frequentista. Com o valor de p definido, podemos calcular o tamanho médio da fila € o nimero
esperado de usudrios no sistema. Esse método de estimacdo bayesiana foi usado com sucesso em
recente artigo sobre inferéncia em filas markovianas [Quinino et al., 2022].

O artigo estd organizado da seguinte forma. A fundamentagdo matemadtica é apresentada
na Secdo 2 incluindo a discussdo sobre os estimadores bayesianos e de maxima verossimilhanca.
Os resultados computacionais sdo apresentados e discutidos na Se¢do 3. Um exemplo numérico é
detalhado na Secdo 4. A Secdo 5 apresenta as conclusdes e consideracdes finais.

2. Metodologia

Considere uma fila markoviana de servidor tnico, M /M /1, em que o nimero de chegadas
segue uma distribuicdo de Poisson com taxa A > 0 e os tempos entre as partidas seguem uma
distribuicao exponencial com taxa p > 0. A razdo p = A/ € a intensidade de trafego.

Assumindo que a fila € estdvel (p < 1) e que o estado de equilibrio foi alcancado, a quan-
tidade de pessoas no sistema serd observada em instantes aleatorios e utilizada para a estimacio
de p. Suponha que X1, Xo,..., X}, ..., sejam varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, em que X; denota o niimero de usudrios (m) no sistema no ¢-ésimo momento aleatdrio.
Assim, pode ser mostrado que a varidvel aleatdria X; segue a distribui¢do geométrica X; ~ Geom(1—
p), isto é, com a seguinte fungdo de probabilidade [Medhi, 2003]:

P(X;=m)=p"(1—-p),m=0,1,2,..., (1)

em que p = \/p é a intensidade de trafego.

2.1. Estimativas pela Maxima Verossimilhanca

Suponha agora que x = {1, 2, ..., Z,} seja uma amostra aleatdria (isto é, uma amostra
independente e identicamente distribuida), de tamanho n, da distribuicao de probabilidade dada pela
Eq. (1). Note-se que X; deve ser observada em tempos aleatorios e suficientemente espagados para
evitar correlagdo entre as observacdes e, embora a determinagio tedrica do espagamento correto nao
seja trivial, do ponto de vista prético, se cada observacdao X; tem clientes que sdo todos diferentes
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das observagdes anteriores X;_1, entdo o espacamento deve ser adequado. Assim, temos que a
funcdo de verossimilhanca, baseada na amostra x, € dada por:

L(p,x) = p"' (1 = p) x p"™ (1 = p) X -+ x p** (1 = p)
=p'(1—p)", 2)

emquey =y ., x; a partir da qual o seguinte estimador de maxima verossimilhanca (EMV) para
p pode ser deduzido:
PEMV = arg max L(p,x)
__Y
y+n

3)

Uma observacdo importante € que, sob diferentes formas de coletar a amostra, diferentes
funcgdes de probabilidade surgem, bem como diferentes fungdes de verossimilhanga e estimadores
de maxima verossimilhanga. De fato, diferentes esquemas amostrais e os respectivos estimadores
podem ser encontrados na literatura, como, por exemplo, em Almeida e Cruz [2018].

Por meio da intensidade de trafego, importantes medidas de desempenho podem ser en-
contradas, como o tamanho médio da fila e o nimero esperado de pessoas no sistema, de acordo

com as seguintes expressoes, respectivamente [Gross et al., 2009]:

2
= P (4)

1—p’
p
L=1L = — 5
g tp -, )

Ly

Pelo principio da invariancia dos estimadores de maxima verossimilhanca [Tan e Drossos,
1975], os respectivos estimadores de méxima verossimilhanga para L, e L podem ser deduzidos:

. p?
Ly = —2MV_ (6)
1 — pEmv
5 - . PEMV
Levmv = Lggvv + pEMmv = # (7
— PEMV

2.2. Amostragem e Reamostragem por Importancia

A abordagem bayesiana é bem conhecida em inferéncia estatistica e também pode ser
usada em inferéncia em filas. A inferéncia estatistica do ponto de vista bayesiano trata o pardmetro
de interesse p como uma variavel aleatéria e comega com a definicdo de uma funcio de densidade
de probabilidade para modelar p no seu espaco paramétrico {2, chamada de distribui¢do a priori
m(p|la). Essa priori pode modelar convenientemente o pardmetro p, por meio de uma escolha
apropriada de o que € o vetor de hiperparametros.

Ap6s a coleta de uma amostra aleatéria x = {x1, 9, ...,x,}, de tamanho n, a fungdo
de verossimilhanga L(p, x), dada pela Eq. (2), pode ser definida. Com uso do Teorema de Bayes
obtemos a distribui¢do posteriori de p, g(p|x, ar)dada pela Eq. (8),

Lp, X)?T(p\a)’ heqQ, ®)
p(x, a)

sixa) = [ L(px)m(platdn

g(plx, @) =

em que o denominador:

¢ o inverso de uma constante de normalizacdo, que assegura que fﬂ g(p|x,a)dp = 1. Assim, por
meio da distribuicao a posteriori dada pela Eq. (8), todas as inferéncias relacionadas ao parametro
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de interesse p podem ser executadas. Neste trabalho usaremos a distribuicdo uniforme definida
enter 0 e 1 quando ndo tivermos informacao util do especialista e a distribui¢do triangular quando
houver uma opinifo informativa do especialista uma vez que sua elicitacdo é simples. Para evitar o
uso de integracdo numérica e facilitar o entendimento dos responsdveis pela gestdo do sistema de
saude no processo de inferéncia bayesiana usaremos o método SIR que ¢ facil de ser implementado
e entendido.

A amostragem e reamostragem por importancia (ou SIR, do inglés, sampling/importance
resampling), discutida em detalhes por Rubin, é aqui proposta para realizacdo da inferéncia baye-
siana [Rubin, 1988]. O método SIR tem como vantagem o fato de ndo demandar a resolucdo da
integral da func¢do p(x, &), que pode ndo ser de solug@o trivial quando a distribui¢do a priori ndo é a
conjugada natural para a fun¢do de verossimilhanga adotada. Além disso, as medidas sintetizadoras
da distribui¢ao a posteriori podem ser obtidas similarmente a um estudo descritivo de um banco de
dados. O SIR € descrito a seguir.

Uma amostra aleatdria (independente e identicamente distribuida) de tamanho & € sele-
cionada da fung@o densidade de probabilidade a priori 7(p|a), em que £ > 5.000. Os valores
amostrais sdo designados como pprior,i,? = 1,...,k. Uma fungdo peso W;,i = 1,...,k, € cal-
culada para cada ponto pprior,i» €m que W; € proporcional a fungdo de verossimilhanga, Eq. (2).
Por dltimo, uma reamostra aleatdria, também de tamanho k, é selecionada dos valores a priori

de pprior,i,? = 1,...,k, com probabilidade proporcional a W;. Essa nova amostra, denominada
Ppost,i>t = 1,...,k, pode ser considerada como proveniente da distribui¢do a posteriori de p e
pode ser utilizada para estimar p (média a posteri%ri), pela expressao:

~ i—1 Ppost,i

PSIR = *‘1**?;*****- 9)

Entretanto, Ross descreve uma forma alternativa e potencialmente mais eficiente para
a implementacdo do SIR, em que ndo € realizada a reamostragem da distribui¢do a priori, para
obtencdo de uma amostra da posteriori e consequente estimagcdo do parametro p [Ross, 1996].
Essencialmente o método SIR baseia-se na estimagdo da quantidade E(p|x) pela Eq. (9). Ross
argumenta que, pelo Teorema de Rao-Blackwell, sobre esperancas condicionais, a expressao

Ele Wi pprior,i
Z?:l Wi
possui a mesma média que a Eq. (9) e uma variancia inferior, e, portanto, possui um erro quadréitico
médio inferior a essa forma de estimar [E(p|x). Assim, neste trabalho, a estimativa de E(p|x) é feita
pela Eq. (10), em que W; € proporcional a verossimilhanca, Eq. (2), € 0s pprior,i $80 amostrados da
distribui¢do a priori.
Para as medidas de desempenho L, e L, obtém-se inicialmente as seguintes quantidades,

(10)

I o pprior,i
gprior,i — )
1- Pprior,i
Poprior,i
Lprior,i = Lqprior,i + Pprior,i = 177
— Pprior,i
parai = 1,...,k, apos o que obtém-se as estimativas bayesianas para L, e L, através das seguintes

expressoes, respectivamente: .
Zi:l WiLqprior,i

) (11)
Zf:l Wi
k
i W’LL rior,?
ZZ:lk prior, . (12)
Zz’:l Wi
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3. Resultados Computacionais

O comportamento dos estimadores apresentados é avaliado computacionalmente. Os ex-
perimentos computacionais a seguir objetivam comparar, por meio de simula¢cdes Monte Carlo, a
efetividade do método SIR em relagdo ao EMV, quando utilizados para estimar p, Lq e L.

Para tal, foram utilizados tamanhos amostrais n iguais a 10, 20, 50, 80, 100 e 200, com
1.000 replicagdes Monte Carlo. As amostras aleatérias das quantidades de clientes no sistema foram
geradas por uma distribui¢do geométrica com parimetro (1 — p), Eq. (1), sendo que a intensidade
de trifego p foi fixada nos valores 0,1, 0,2, 0,4, 0,5, 0,6, 0,8 e 0,9. No método SIR, o tamanho das
amostras geradas da distribui¢c@o a priori de p foi fixado em £ = 5.000.

Para uma comparagdo em situagdes diversas, foram considerados trés tipos diferentes
de distribui¢do a priori para o método SIR: (i) uma distribui¢do uniformeno espaco paramétrico
de p, i.e., no intervalo (0, 1), representando uma situagdo em que o analista de dados ndo tem
informacdo a priori sobre o valor do pardmetro; (ii) uma distribui¢do triangular com a moda, va-
lor mais provavel, localizada exatamente no valor fixado do parametro p (que € desconhecido na
prética), e valores minimo e mdximo respectivamente iguais a 1 e 0, representando uma situa¢do
em que o analista tem a melhor informacgao possivel a priori sobre a localizagcdo mais provavel do
parametro; e (iii) uma distribui¢@o triangular com moda localizada em um ponto distante do valor
fixado do pardmetro p (na pratica, desconhecido), representando uma situacdo em que o analista
tem uma opinido a priori equivocada sobre a localizagdo do pardmetro p. Para os valores fixados de
p < 0.5 usamos uma distribui¢do a priori triangular com minimo=moda=0 e maximo igual a 1; se
0.5 < p < 1 usamos uma distribuic¢do a priori triangular com minimo=0 e moda=maximo=1.

A Tabela 1 apresenta os resultados computacionais obtidos para os estimadores da inten-
sidade de trafego p, utilizando-se o EMV e o método SIR, para as diversas distribuicdes a priori,
através de valores das médias e variancias dos estimadores calculados sobre as 1.000 replicacdes
Monte Carlo. Nota-se que, em geral, as estimativas aproximam-se do valor fixado (segunda coluna
da tabela) e as variancias decrescem, com o aumento do tamanho da amostra, conforme é desejavel.

A Figura 1 sintetiza a tabela anterior, em termos do desempenho médio dos estimadores,
em funcdo da posi¢do do pardmetro p no espaco paramétrico e em funcao do tamanho da amostra n.
Nota-se que, embora o EMV apresente em geral o menor viés, Figura 1-(a), as suas variancias sao
as maiores dentre todos, Figura 1-(b). Além disso, os estimadores bayesianos tém um desempenho
equivalente, em termos do viés, para valores elevados da intensidade de trafego (p > 0, 5), aliados
a uma variincia menor, tanto para a priori uniforme entre 0 e 1, quanto para o melhor caso da
priori triangular, indicando que o método bayesiano € preferivel para essa situacdo. Sob uma priori
ruim (pior caso da triangular), a variancia do estimador é equivalente ao EMV, mas apresenta o
pior viés dentre todos os estimadores, indicando que na elicitagdo da distribuicao a priori o analista
precisa apresentar uma boa informacdo, ou entdo optar por uma priori vaga, ou seja, optar por uma
distribuicdo a priori uniforme entre O e 1. Em relagdo ao tamanho da amostra, o viés, Figura 1-(c),
e as variancias médias, Figura 1-(d), tendem para zero, com o seu aumento, 0 que sugere que oS
estimadores devem ser consistentes.

A Tabela 2 apresenta os resultados computacionais obtidos para os estimadores do tama-
nho médio da fila L, utilizando-se 0 EMV e o método SIR, que incluem a média e a variancia, para
as diversas distribui¢cdes a priori. Pelos resultados apresentados, pode-se observar que o EMV tende
a apresentar o menor viés em relacdo ao método SIR, nos casos testados. Também é possivel ob-
servar que os dois métodos apresentam baixo viés, nos valores simulados considerando o p fixado.
Entretanto, a variincia cresce bastante conforme o valor de L, aumenta, embora diminua com o
crescimento do tamanho da amostra n.
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Figura 2: Desempenho médio dos estimadores para L,

A Figura 2 sintetiza a Tabela 2, em termos do viés e das variancias médias das estimativas,

em fung¢do do valor do pardmetro estimado L, e em fu

n¢do do tamanho da amostra n. Em geral,

as figuras explicitam melhor os padrdes observados na Tabela 2. Assim, evidencia-se o melhor

desempenho do estimador de méxima verossimilhanca

em relacdo ao viés, seguido de perto pelo
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método SIR sob distribui¢des a priori uniforme e melhor caso da triangular, a0 mesmo tempo em que
o desempenho médio dos dois métodos se mostrou proximo em relagdo a variabilidade. Também
aqui observa-se que o viés e as variancias das estimativas tendem para zero, com o aumento do
tamanho da amostra n, o que € um comportamento bastante desejavel para um estimador.

Resultados similares (ndo apresentados, por falta de espaco) foram obtidos para o nimero
esperado de usudrios no sistema L.

4. Exemplo Numérico

Nesta sec@o a metodologia descrita é exemplificada em uma situagao pratica, com o intuito
de facilitar a compreensdo do leitor. Um ponto ja comum no mundo sdo as filas para vacinagio
contra a pandemia do COVID-19, que atualmente ainda representa uma grande preocupacdo de
saude publica global [Johns Hopkins University & Medicine, 2022]. Algo que as secretarias de
saide talvez queiram controlar € a quantidade de pessoas nos postos de vacinacdo, visto que um
ndmero alto de pessoas em mesmo local configura-se como aglomeracio, o que pode aumentar os
riscos de contaminacao.

Buscamos evitar a alocagdo de um profissional para fazer o controle da quantidade de
pessoas presentes em um local de vacinagdo, visto que isso onera o sistema de saide. Para tal,
primeiramente devemos obter um parecer de um profissional de satide sobre quantas pessoas podem
estar em cada ambiente de forma segura.

Nesse exemplo tratamos de um posto de saide especifico. Por meio de diversos estudos
anteriores, podemos afirmar que pessoas chegam ao posto durante um dado periodo de tempo se-
guindo aproximadamente uma distribuicao de Poisson e os tempos de servi¢o sao aproximadamente
distribuidos de forma exponencial. Segundo um experiente profissional de saide consultado, esse
posto de satde pode conter em média 6 pessoas sem aglomeragdes.

Para concluir se serd ou ndo necessario controlar a entrada de pessoas nesse sistema (que
ndo apresenta controle de entrada), seguiremos os seguintes passos.

Passo 1: Utilizando a Eq. (5), podemos encontrar a intensidade de trafego p que equivale a quanti-
dade média de 6 pessoas:

L=-"—6-p=0857143; (13)
l—p
Passo 2: Definimos uma hipétese nula Hy, em que p < 0,857143, e uma hipdtese alternativa H,
emque p > 0,857143 :

Hy: p <0,857143,
(14)
Hi:p>0,857143;

Passo 3: Coletamos 200 amostras da quantidade de pessoas no sistema em momentos suficien-
temente espacados, para garantir independéncia dos dados, apresentados na Tabela 3 (para
um melhor entendimento do leitor, na Tabela 3, o valor O (zero) foi observado com uma
frequéncia de 32 vezes e o valor 1 foi observado com uma frequéncia de 25 vezes; os demais
valores seguem o mesmo entendimento);

Passo 4: Uma vez que temos os dados coletados apresentados na Tabela 3, obtemos a distribuicdo
a posteriori via método SIR, adotando uma priori uniforme entre 0 e 1, visto que ndo temos
informacao sobre o pardmetro p relativo vacinacio de uma doenca tal como a COVID-19; em
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Tabela 3: Valores observados (O) e frequéncia (F) para uma amostra de tamanho n = 200
(0]

(6] F O F F (6] F
0 32 8 6 16 6 27 1
1 25 9 7 17 3 28 1
2 20 10 3 18 4 29 1
3 16 11 8 19 2 31 1
4 12 12 4 21 1 33 1
5 9 13 2 22 2 37 1
6 12 14 5 23 1 38 1
7 5 15 6 24 1 43 1

seguida, encontramos a distribui¢do a posteriori, que apresentou uma média p = 0, 8753931;
as duas distribui¢des sdo descritas, respectivamente, em histogramas, na Figura 3;
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Figura 3: Histogramas para as distribui¢cdes a priori e a posteriori

Passo 5: Com as amostras das distribui¢des a priori e a posteriori, podemos realizar o teste de
hipétese de Hy versus Hi, definido no passo 3; segundo Choudhury e Borthakur [2008],

podemos encontrar o fator de Bayes (FB),

em que:

P(Hy|data)
P(Hp|data)

P(H)
P(H»)

= FB = 379, 6079, (15)

P(H,|data) representa a porcentagem de valores na distribui¢do a posteriori [g(p|x, )]

que se encaixam na hipétese H, isto é, que s@o maiores que 0,857143;

P(Hp|data) representa a porcentagem de valores na distribui¢do a posteriori [g(p|x, )]

que se encaixam na hipétese Hy, isto é, que sdo menores ou iguais a 0,857143;

- P(H;) representa a porcentagem de valores na distribui¢do a priori [7(p|a)] que se encai-
xam na hipdtese Hi, isto €, que sdo maiores que 0,857143;

- P(Hy) representa a porcentagem de valores na distribui¢do a priori [7(p|a)] que se encai-
xam na hipdtese Hy, isto €, que sdo menores ou iguais a 0,857143;

Passo 6: Finalmente, utilizamos a regra definida por Kass e Raftery [1995], para a escolha entre
Hy e Hy, de acordo com a Tabela 4, através do calculo de 2 In(FB), que resulta em 11, 87828
e leva a conclusdo de que ha evidéncias decisivas contra Hy, ou seja, ha evidéncias deci-
sivas contra a hipdtese que nao irdo ocorrer aglomeracdes no posto, fazendo-se necessério,
portanto, controlar a entrada de pessoas nesse posto.
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Tabela 4: Regra para escolha entre Hy e H;

21n(B) Evidéncia contra Ho
0a2 Minima

2a6 Positiva

6al0 Forte

>10 Decisiva

O fator de bayes (FB) discutido nesta se¢@o pode ser dificil de interpretar, pois possui um
aspecto técnico. Assim, o calculo do valor esperado da funcdo de probabilidade expressa na Eq. (1)
em relag@o a distribui¢do a posteriori ppost, denominado probabilidade preditiva, pode ser ttil e facil
de interpretar pois € expressa em probabilidade. Neste sentido, a probabilidade preditiva de termos
uma quantidade de pessoas no sistema igual ou superior a 6 € 0,4506. Este resultado mostra que a
probabilidade de acontecer aglomeracio no local da vacinag¢do é muito alta e ratifica a decisdo do
teste de hipdteses realizado em relacdo a necessidade de termos controle de entrada ou aumentar o
ndmero de atendentes.

5. Conclusoes e Obervacoes Finais

A partir dos resultados obtidos por meio do uso de simulacdes Monte Carlo, foi possivel
concluir que a amostragem e reamostragem por importancia (ou SIR, sampling/importance resam-
pling) mostra-se, de forma geral, superior ao estimador de maxima verossimilhanca (EMV), para
intensidades de trafego elevadas (p > 0, 5), com baixo viés aliado a baixas variancias das estima-
tivas. Além disso, conforme o tamanho amostral n aumenta, as estimativas pelos dois métodos
aproximam-se umas das outras e convergem para o valor do parimetro fixado na simulagao.

Podemos observar também que caso o conhecimento a priori seja acurado, o SIR mostra-
se superior a0 EMV, o que é uma situagdo razodvel na prética considerando que alguns especialista
sda area de satide possuem anos de experiéncia administrando postos de saide. De fato, em varios
sistemas, os trabalhadores ou gerentes da drea t€m uma ideia razodvel de p, por meio do conheci-
mento da propor¢do do tempo que em média o atendente fica ocupado.

Futuros trabalhos na drea podem ser feitos utilizando-se outros métodos de coleta amos-
tral, por exemplo, contando o niimero de chegadas durante o servico do i-ésimo usudrio. Além
disso, novos trabalhos podem ser desenvolvidos para estimativas em outros tipos de filas, como, por
exemplo, em filas markovianas com servidores mdltiplos, ou seja, em filas M /M /s, na notagdo de
Kendall.
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