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RESUMO

Este artigo considera filas markovianas de servidor tnico, nas quais o nimero de chega-
das segue um processo de Poisson e os tempos de atendimento sdo distribuidos exponencialmente.
Propde-se analisar numericamente as amplitudes e coberturas médias de dois tipos de intervalos
bayesianos de credibilidade: o intervalo de caudas iguais e o intervalo de maxima densidade. Os ti-
pos propostos sdo estudados sob distribuicdes a priori subjetivas e objetivas. Conclui-se por meio de
simula¢des Monte Carlo que o intervalo de caudas iguais apresenta desempenho similar ao intervalo
de maxima densidade, sendo preferivel pelo critério de menor complexidade computacional.

PALAVRAS CHAVE. Inferéncia Bayesiana, Intervalos de Credibilidade, Filas Markovianas.

Tépicos: EST&MP - Estatistica e Modelos Probabilisticos; SIM - Simulacao

ABSTRACT

This article considers single-server Markovian queues, that is, in which the number of ar-
rivals follows a Poisson process and the departure times are independent and identically distributed
according to an exponential distribution. A numerical analysis is proposed for the mean lengths and
coverage of two types of Bayesian credible intervals: the equal-tailed interval and the maximum
density interval. The proposed types are studied under subjective and objective prior distributi-
ons. It was concluded from Monte Carlo simulations that the equal-tailed interval presented similar
performance to the highest density interval, being preferable considering the less computational
complexity criterion.
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1. Introducao

A teoria de filas (TF) é o ramo da estatistica que estuda sistemas em que ha um dese-
quilibrio entre a busca por um servico e a sua oferta, de forma que parte dos usudrios precisa
esperar para ser atendida. Muito embora a TF ndo esteja diretamente relacionada aos objetivos da
Pesquisa Operacional (PO), qual seja a tomada de decisdo, uma parte importante da informacdo
necessaria para realizar um estudo de PO é fundamentada na TF, o que inclui a estimacao estatistica
dos parametros de tais sistemas para a determinacao de suas medidas de desempenho.

Um modelo de fila simples, porém de grande aplicabilidade, é aquele em que as chegadas
ocorrem segundo um processo de Poisson, com uma taxa A, e os tempos entre partidas sdo inde-
pendentes e identicamente distribuidos de acordo com uma distribui¢do exponencial, com uma taxa
. Segundo a notagdo de Kendall, denotam-se tais modelos por filas M /M /1, que sdo o foco desse
estudo, em que sdo desenvolvidos e avaliados métodos estatisticos para a estimagdo da razdo \/pu,
uma importante medida de desempenho de sistemas em filas, denominada intensidade de trafego
p. Além de ser bdsica para determinacdo de outras medidas de desempenho, tais como o nimero
médio de usudrios ou o tamanho médio da fila, a intensidade de trafego também fornece a fracao do
tempo em que o sistema estd ocupado.

E relativamente recente a inferéncia em sistema de filas, iniciando-se com o trabalho pio-
neiro de Clarke [1957], que estimou as taxas A e y e a sua razdo p, em uma fila M /M /1, por meio
do método classico da maxima verossimilhanca. Tal trabalho foi seguido, mais tarde, por Schruben
e Kulkarni [1982], que estudaram o problema do vicio em estimagdo em filas. Também registram-
se, na linha bayesiana, o trabalho de Muddapur [1972], um dos primeiros a estender o trabalho de
Clarke, ou mesmo McGrath e Singpurwalla [1987], Armero e Conesa [2004], Almeida et al. [2020]
e Cruz et al. [2021], para mencionar apenas alguns, dentre varios outros.

Nesse trabalho analisa-se numericamente o desempenho de intervalos bayesianos de cre-
dibilidade sob prioris subjetivas, pertencentes a familia de distribui¢des beta, e sob a priori objetiva
de Jeffreys. Consideram-se, para este fim, os comportamentos das amplitudes e das coberturas
médias dos intervalos propostos, em funcdo do tamanho de amostra e do parametro de interesse,
qual seja a intensidade de trafego p. Busca-se avaliar se o comportamento das amplitudes médias e
coberturas médias € afetado negativamente pela escolha de um intervalo com menor complexidade
computacional. Do melhor conhecimento dos autores, nunca foi realizado tal estudo, relevante para
estimacOes na pratica.

O artigo estd organizado da seguinte forma. A Sec@o 2 apresenta a metologia utilizada.
A Secio 3 apresenta e discute os resultados das simula¢des realizadas. Finalmente, algumas con-
clusdes e observagdes finais sdo apresentadas na Secdo 4, com sugestio de tépicos para pesquisas
futuras na 4rea.

2. Materiais e Métodos

2.1. Filas M /M /1 e Funcao de Verossimilhanca

Seja 0 modelo de filas M/M/1, em que se supde que o nimero de chegadas segue
uma distribuicdo de Poisson com taxa p e que os tempos de atendimento sdo independentes e
identicamente distribuidos segundo uma distribuicdo exponencial com taxa A. Portanto, sob essa
configuracdo markoviana, temos as seguintes fungdes densidade de probabilidade para os tempos
entre chegadas e de servigo, respectivamente:

a(t) = Ae ™,
LD Zpem .
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Sejam também X1, Xo,...,X;,..., X, varidveis aleatorias iid (independentes e identi-
camente distribuidas), entre as quais X; denota o niimero de chegadas durante o tempo de atendi-
mento do i-ésimo cliente. Observe que este é exatamente o esquema amostral usado por Srinivas
et al. [2011] e é consideravelmente mais simples e facil de implementar do que outros esquemas
apresentados na literatura [cf. Almeida e Cruz, 2018].

Pode ser mostrado que, para tal fila M / M /1, a varidvel aleatéria comum X; segue uma

distribuicdo geométrica, ou seja, X; ~ Geom(—— Tp ), conforme se segue:

0o ,—At T
P(X =z) = ﬂﬂewtdt
0 LU'

p \° 1
. L =0,1,2,..., 2
<1+p) L+p ®

em que 0 < p < 1, para que a fila seja estdvel.
Assim, para uma dada amostra x = {z1,x2,...,%;,...,Z,}, de tamanho n, a seguinte
funcdo de verossimilhanca pode ser escrita para o parametro p:

L(p,x) =p'(1+p) ", &)

emquey = » ., x;, observando-se que a Eq. (3) é vélida precisamente para o esquema amostral
apresentado. Ou seja, sob diferentes esquemas amostrais, o tratamento matematico muda, assim
como a funcdo de verossimilhanca.
2.2. Estimacao Bayesiana
A abordagem bayesiana tem sido aplicada com sucesso na inferéncia em filas. Nesse

ponto de vista, o pardmetro de interesse p € visto como uma varidvel aleatéria que pode ser mo-
delada por uma fun¢fo de densidade de probabilidade no seu espaco paramétrico {2, denominada
distribuicdo a priori 7(p| @), que modela p por meio do vetor de hiper-pardmeros 6. A fungio
de verossimilhanga L(p,x), dada pela Eq. (3), é definida em posse de uma amostra aleatdria

= {x1,29,...,%i,...,2,}, de tamanho n. Entdo, o Teorema de Bayes pode ser usado para
obter a distribui¢@o posteriori de p, p(p| x, 0):

L(p, x)7(p] 6)
plp|x,0) = ——"—————= peq, 4)

(61, 6) p(x, 0)
em que 2 é o espago paramétrico e p(x,0) = [ eQ m(p| @)dp € o inverso da constante de

normalizagdo, para que p(p| x, @) integre 1 no espago parametrlco Q.

Assim, por meio da distribui¢do a posteriori, dada pela Eq. (4), todas as inferéncias re-
lacionadas ao parametro de interesse p podem ser executadas, como a obtencdo de uma estima-
tiva pontual ou um intervalo de credibilidade, que é uma regido do espaco paramétrico na qual se
associa uma certa probabilidade de que o pardmetro de interesse esteja incluido. Recentemente,
distribuicdes a posteriori para p foram deduzidas por Singh et al. [2023], para diversas distribui¢des
a priori, conforme apresentado a seguir.

2.2.1. Priori Beta

Uma escolha possivel de distribui¢do a priori € a beta, cuja funcido densidade de probabi-

lidade € dada por:

_ A =p)P
ﬂ-B(p|O[7B) - B(OZ,B)

,0<p<, )
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em que B(a, 8) = 01 p®~1(1—p)P~ldp é a fungio beta, o inverso de uma constante de normalizagio

(para a distribuicdo integrar 1 no espago paramétrico), e o, > 0 sdo denominados hiper-parametros,
que definem o formato da distribuicao.

Para uma dada amostra aleatéria x = {z1,x2,...,2;,..., Ty}, de tamanho n, tem-se a
seguinte distribui¢do a posteriori.

L(p,x) x wp(ple, B)
fol L(p,x) x p1(pla, B)dp
perafl(l _ p)ﬁfl(l + p)f(ner)

_ : 6
B(y+a76)2F1(n+yay+a7y+a+/8a_1) ()

pB(P|X, O‘)B) =

emquey = > . x; ¢ 2F(a,b, ¢ z) é a fun¢do hipergeométrica gaussiana, dada pela seguinte
forma integral [Abramowitz e Stegun, 1964]:

1 b1 c—b—1 —a
w1 —u) (1 —zu)"%du

Fi(a,b = =0

2 1(@, 7C7Z) B(b,c—b)

, 2,¢>b> 0.

2.2.2. Priori de Jeffreys
Caso o analista de dados ndo se sinta confortivel usando uma informacao prévia subjetiva,

pode ser preferivel utilizar-se apenas dos dados. A priori de Jeffreys € uma distribuicdo a priori
objetiva, definida a partir da informacdo de Fisher de uma amostra aleatéria. Neste modelo, a
funcdo de densidade de probabilidade da prior de Jeffreys pode ser expressa por:

mi(p) o< [[(p)]V? = p  2(14p) 7% 0 < p < 1. (7)

Assim, para uma dada amostra x = {z1,...,;,...,Z,}, de tamanho n, a distribui¢do a
posteriori a partir da priori de Jeffreys € dada por:

p(y+1/2)71 (1 + p)f(n+y+1/2)
Bly+ 1/2,m L (y+ 1/2.n)°

ps(plx) = (8)

emquey = y " x; e Le(ni,n2) e fungdo beta incompleta regularizada [Abramowitz e Stegun,
1964], dada por:

1 3
e (s m2) = / W1 = ),

B(n1,12) Jo

2.3. Intervalos de Credibilidade
Intervalos de credibilidade sdo o equivalente bayesiano dos intervalos de confianga da

inferéncia cldssica. Nesse contexto, as inferéncias sdo expressas por limites obtidos da distribui¢do
a posteriori p(p|x, @) e levam a interpretacdes mais diretas, como a regido a posteriori onde se tem
(1 —~)100% de crenga de estar o pardmetro de interesse.

Assim, para se obter um intervalo de credibilidade para p, baseado em um distribui¢ao a
posterior p(p|x, 8), com seu vetor de hiper-pardmetros 6 , precisamos calcular os limites [ e u tais
que:

/l p(plx,0)dp =1 —1. )
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Note-se que, a partir dessa defini¢do, ha varios intervalos de credibilidade que podem ser
construidos. Um deles é o intervalo de caudas iguais (ou ETI, do inglés, equal-tailed interval),
notéavel por sua simplicidade computacional, definido por:

l 1
/0 p(plx, 8)dp = / pp|x,0)dp = 7/2, (10)

em que [ e u sdo os limites inferior e superior, respectivamente.

Outro intervalo de credibilidade muito ttil € o intervalo de credibilidade simétrico (ou
SCI, do inglés symmetrical credible interval), que apresenta simetria em relacdo a um estimativa
pontual p, também bastante simples de ser obtido computacionalmente, definido por:

p+5
/ ) p(px,0)dp =1 -1, (11)
.

em que p — d e p + J sdo os limites inferior e superior, respectivamente.

H4 também o intervalo de maxima densidade (ou HDI, do inglés, highest-density interval),
que tem a vantagem de ter amplitude minima, mas tem, reconhecidamente, maior complexidade
computacional. Note-se que a amplitude do HDI € a menor dentre todos e os limites sdo tais que os
pontos dentro do intervalo de credibilidade terdo maior densidade do que qualquer ponto fora desse
intervalo. Além disso, no caso de distribui¢des simétricas, tais como, por exemplo, a normal ou a
distribuicdo ¢ de Student, os intervalos HDI e ETI coincidem.

2.4. Experimentos Numéricos

Simula¢des Monte Carlo foram utilizadas para a avaliagdo do desempenho dos intervalos
de credibilidade obtidos, por meio de scripts escritos em R [R Core Team, 2020], disponiveis a pe-
dido diretamente com os autores. Os experimentos foram executados em um PC rodando Microsoft
Windows(c) 10 Home com Intel(R) Core(TM) i5-7200U CPU @ 2.50GHz - 2.71 GHz 12 GB de
RAM.

= Beta(a=2.5; p=1.5)
Beta(a=1.0; f=1.0)
© Beta(a=1.5; f=2.5)
S Jeffreys
o
S
o v |
5 -
e
o ]
o
e
o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

P

Figura 1: Distribui¢des a priori beta e a de Jeffreys

Na Figura 1 estdo ilustradas as combinagdes de hiper-parametros para a distribuicio a
priori beta que foram consideradas, representando diversos possiveis conhecimentos a priori sobre
o parametro p. Também foi testada a priori objetiva de Jeffreys.
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Foram geradas 1.000 replicacdes Monte Carlo (nimero menores e maiores de replicacdes,
ndo apresentadas, foram testados, sem alteracdo significativa das conclusdes aqui relatadas), para
os seguintes valores da intensidades de trifego, p € {0,01; 0,10; 0,20; 0,50; 0,70; 0,90; 0,99}, e
tamanhos de amostra, n € {10; 20; 50; 100; 200}. Foram testados o ETI e o HDIL.

3. Resultados Computacionais

As Tabelas 1 e 2 apresentam, respectivamente, as amplitudes e coberturas médias dos
intervalos de credibilidade obtidos, para as diversas distribui¢des a priori consideradas. Da Tabela 1
observa-se que as amplitudes médias do ETI e HDI sdo similares. Além disso, nota-se que as
amplitudes decrescem em fungao do tamanho de amostra n e da proximidade aos limites do espaco
paramétrico, como é esperado.

A Tabela 2 indica que as coberturas médias de ambos os intervalos sdo préximas ao valor
nominal de 0.95. Além disso, observa-se que o aumento do tamanho de amostra n ndo implica
necessariamente em coberturas mais precisas para o ETI. Por outro lado, o HDI apresenta coberturas
estidveis em todos os resultados obtidos.

As Figuras 2 e 3 apresentam, respectivamente, as amplitudes médias dos intervalos de cre-
dibilidade, como fung¢des do parametro p e do tamanho da amostra n. Nota-se que o HDI apresenta
amplitude menor que o ETI, como esperado. Como ja discutido para as tabelas, nota-se também na
Figura 3 que as coberturas do ETI e do HDI s@o proximas ao valor nominal de 0.95. Similarmente,
quando observados em funcido do tamanho de amostra n, ambos os intervalos apresentam redugao
na amplitude com o aumento do tamanho da amostra, o que é desejavel.

Finalmente, a Figura 4 apresenta as coberturas médias dos intervalos de credibilidade,
que asseguram valores simulados bastante préximos da cobertura nominal de 95%. Embora o inter-
valo de caudas iguais gere coberturas com maior variabilidade nas bordas do espaco paramétrico,
pode-se contornar esse comportamento adotando-se tolerdncias menores para os métodos numéricos
envolvidos, ao custo de uma maior demanda computacional.

4. Conclusoes e Observacoes Finais

A determinagdo de estimativas intervalares de parametros de interesse € um problema fun-
damental da Estatistica. Neste trabalho, analisou-se numericamente o desempenho de dois tipos de
intervalos bayesianos de credibilidade para inferéncia da intensidade de trafego em filas M /M /1,
no que tange as suas amplitudes e coberturas médias. Os métodos propostos sao computacional-
mente intensivos, mas podem ser executados em um computador pessoal em poucos segundos.

O intervalo de maxima densidade possui maior complexidade computacional, mas gera
estimativas intervalares estdveis em todo o espago paramétrico, com a menor amplitude, o que sdo
propriedades desejdveis. O intervalo de caudas iguais possui menor complexidade computacional
e apresenta desempenho similar ao intervalo de méxima densidade em quase todo o espago pa-
ramétrico, com exce¢do apenas para valores extremos de intensidade de trafego (p ~ Oou p = 1), 0
que indica que esse intervalo pode ser preferivel em sistemas de filas M /M /1 com intensidade de
tréfego distante dos valores extremos.

Alguns tépicos para pesquisa futura incluem o estudo de outros tipos de intervalos, como
o intervalo de credibilidade simétrico (SCI), ou a aplicacdo dos métodos aqui analisados em outros
modelos de filas, como filas multi-servidoras e filas deterministicas. Esses sdo alguns poucos exem-
plos de pesquisas futuras que podem ser realizadas nessa drea, que atrai cada vez mais pesquisadores
interessados no desenvolvimento de ferramentas para a PO.
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