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Resumo

Nesta tese estudamos alguns aspectos de um modelo de percolacao de longo alcance em
Z? d > 2. Esse modelo é uma variacdo do modelo de percolacdo independente de sitios
em Z? onde cada sitio esta ocupado ou vazio de maneira independente com probabilidade
p e 1 — p respectivamente, p € [0, 1]. Num primeiro momento, consideramos o problema de
percolagao de palavras no grafo £4 = (Z¢,UK_ £,), onde &, ¢ o conjunto de elos paralelos a
algum eixo coordenado e de comprimento n € N e uma palavra ¢ um elemento & € {0, 1}

Obtemos os seguintes resultados:

e Vp € (0,1), existe uma constante K = K(p), tal que todas as palavras sao vistas em

L4 quase certamente.

e Obtemos a escala correta da constante K (p) quando p vai para zero, a fim de que todas

as palavras sejam vistas quase certamente.

e Obtemos um resultado parcial para a escala da constante K (p) quando p vai para zero,

quando o evento de interesse é ver quase todas as palavras.

Em um segundo momento, estudamos o comportamento da probabilidade de percolacao
69" (p) e do ponto critico p.(G*) em um modelo de percolagio independente de sitios em
GF = (Z4,& UE,). Obtemos o seguinte resultado:

. ]}Lrilopc(gk) = p.(2%%).

O resultado acima ¢é generalizado para modelos cujos elos de longo alcance tem vérios

comprimentos.



Abstract

In this work we study some aspects of a long range percolation model in Z% d > 2.
This model is a variation of the independent site percolation model in Z¢, where each site is
independently occupied or vacant with probability p or 1 — p respectively, p € [0, 1]. Firstly,
we consider the problem of percolation of words in the graph £ = (Z% UK _|&,), where &,
is the set of edges of length n € N parallel to some coordinate axis and a word is just an
element £ € {0,1}N. We obtain the following results:

e Vp € (0,1), there exists a constant K = K (p), such that all words can be seen on L%
almost surely.

e We obtain the scaling behaviour of K (p) when p goes to zero, so that all words can be

seen almost surely.

e We obtain a partial result for the scaling behaviour of K (p) when p goes to zero, when

the event of interest is to see almost all words instead of all words.

Later, we study the behaviour of the percolation probability §9° (p) and the critical point
pe(G*) in an independent site percolation model in GF = (Z%, £,UE;). We obtain the following
result:

o lim p.(G") = po(2™).

The above result is generalized for models whose long range bonds have several lengths.



Introducao

Um dos modelos probabilisticos mais interessantes é o de percolacao independente. Esse
modelo é tido por muitos como uma fonte de problemas interessantes, mas nao raramente
de dificil solucao. Introduzido em 1957 por Broadbent e Hammersley, tinha como objetivo
descrever matematicamente o deslocamento de um fluido por um meio poroso.

Dado um grafo G = (V,€), podemos definir um modelo de percolacao independente
de sitios em G, atribuindo a cada vértice v € V dois estados distintos, ocupado e vazio.
Esses estados sao atribuidos de maneira independente segundo uma variavel aleatoria com
distribuicao de Bernoulli de parametro p. Podemos também atribuir aos possiveis estados,
ocupado e vazio, os valores numéricos 1 e 0 respectivamente. Temos assim o espaco amostral
Q = {0,1}V e podemos definir uma medida produto em €2, que denotaremos por P,. Esse
modelo e algumas propriedades sao descritos formalmente no Capitulo 1.

Vérias variantes desse modelo foram propostas ao longo do tempo e varios pesquisadores
foram atraidos para a &rea, que teve boa parte dos seus problemas mais intrigantes
resolvidos na década de 80. Nessa tese versaremos sobre uma dessas variantes, a saber
um modelo de percolacao de longo alcance. Este modelo é descrito detalhadamente na Segao
1.3. Os Capitulos 2 e 3 s@o as contribuicoes originais desta tese e sao os temas dos trabalhos
[20] e [21], respectivamente.

No Capitulo 2 estudaremos o problema de percolagao de palavras em modelos de longo
alcance. O problema de percolacao de palavras foi introduzido por Benjamini e Kesten
em [3], trabalho em que os autores apresentam varios resultados e exemplos interessantes.
Posteriormente, varios outros autores trabalharam nesse problema em contextos diferentes.

Uma palavra ¢ uma sequéncia binaria infinita £ € = = {0, 1}, Por vezes consideraremos

também palavras finitas (£1,&s,...,&,), n € N. Nesse contexto, fixada uma configuracao



w € €1, o objetivo é entender em que circunstancias o conjunto de palavras que sdo vistas ao
longo de algum caminho em G na configuracdo w é grande em algum sentido.

Considere o grafo Z¢ = (Z4,&), onde £ é o conjunto de elos entre os vizinhos mais
proximos de Z%. Em [3|, os autores definem S,(w), o conjunto das palavras que sio vistas
na configuragao w a partir de v € ¥V ao longo de algum caminho auto-evitante, ou seja, uma
caminho sem intersegdes e também S (w) = J,cy Su(w), 0 conjunto das palavras que sao
vistas na configuracao w a partir de algum vértice ao longo de algum caminho auto-evitante.
Nesse mesmo trabalho eles mostram, entre outros resultados, que

a) Se d > 10, temos

P%{wEQ:Soo:EemZd}:L

b) Se d > 40, temos

Observe que em b), todas as palavras sdo vistas a partir de um unico vértice (que depende
da configuragio) quase certamente.

Um dos nossos objetivos nessa tese ¢ estudar o problema de percolacao de palavras
aplicado a modelos de longo alcance. Em particular, estudaremos o problema de percolagao
de palavras em Z<¢, considerando nio somente conexdes entre vizinhos mais préximos, mas
também conexoes de longo alcance. Para isso, seja L& = (Z4,UEX_|&,), onde &, é o conjunto
de elos paralelos a algum eixo coordenado e de comprimento n € N. O primeiro teorema

que provaremos ¢ o seguinte:
Teorema 1 Para todo p € (0,1), existe um inteiro positivo K = K(p), tal que
PlweQ: Sw)=Zem LL} >0

ou equivalentemente

PP{U{WEQ:Sv(w):E emﬁﬁ}}zl.

veZ

Para demonstrar esse resultado, usaremos uma técnica de renormalizacao. Observe

que esse teorema nao contém informacao a respeito do tamanho necessario da constante



K (p) para que todas as palavras sejam vistas quase certamente. O segundo resultado que
estabeleceremos resolve esse problema e fornece o comportamento assintotico de K (p) quando

p vai para zero.

Teorema 2 Euziste uma constante Ay € (55, —61n(1 — p.(2))) tal que se K(p) = L%J,

entao
0 se A < Ao,

; . ) d —
]ljl_r)r(l)Pp{U{weQ.SU(w)—_emﬁK }—{ Lse A > A

vEZ

A demonstragao desse teorema é feita em duas partes. Em primeiro lugar, mostraremos
que se Ao ¢ suficientemente grande e p* é suficientemente pequeno, entao a probabilidade

acima é igual a 1, Vp € (0,p*). Esse é o conteido do resultado a seguir.

Lema 1 Se K = K(p) = QL%J, entio para A\ > —31In(1 — p.(Z%)) temos que

]loii%Pp{U{wEQ:Sv(w):: emﬁ%}} = 1.

vEZ

Em seguida mostraremos o seguinte lema:

Lema 2 Se K = K(p) = L%J com A < 5, entao

limPp{ U{we Q:S,(w) == em ﬁg@}} = 0.

p—0
vEZd

Combinando os Lemas 1 e 2, obtemos a demonstragao do Teorema 2.
Seja 1 = (1,1,...). Com uma pequena modificacdo na demonstracdo do Teorema 2,
obtemos o comportamento assintotico de K (p), quando p vai para zero, quando o evento em

questdo é {w € Q: 1 & vista em w a partir de algum v}.

Corolario 1 Eziste uma constante Ay € (53, —2In(1 — p.(Z2%))) tal que se K(p) = L%J,

entao

— 0 se X< Ay
lim P, weN:1 évista em w em LE a partir de v =
p—0 p{vgd{ K @P }} { 1 se A > Ag.
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Mudando um pouco a direcao em nossa discussao, observe que mesmo que todas as

palavras sejam vistas em um grafo G com probabilidade 0, é possivel que quase todas palavras
o

sejam vistas quase certamente. Aqui quase todas se refere & medida p, = H v; em =, onde

i=1
para cada ¢

vi(1) =1 —14(0) = «, para algum 0 < a < 1.

Note que sob v as & sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com
distribuicao de Bernoulli com parametro a.
Nosso objetivo era obter um teorema similar ao Teorema 2. Entretanto, tivemos sucesso

parcial nessa direcao, obtendo o seguinte resultado:

Teorema 3 Seja 0 < o < 1. Entao, para todo e >0 e K = K(p) < %#, temos

}loig[l)Pp{ U {weQ: pa(Sy(w)) =1 em E?(}} = 0.

veZ4

No Capitulo 3, que se baseia em [21], estudaremos o comportamento da probabilidade
de percolacao Hgk(p) e do ponto critico p.(G¥) em um modelo de percolagdo independente
de sitios em G* = (Z4,£, U &,). De fato, consideraremos esse problema num contexto mais
geral, que pode ser descrito como a seguir.

Seja k= (k1,kay oo kn), ki €{2,3,...},i=1,...,n. Considere o grafo

GF = (Z%, & U (U™ Epy o,

isto é, G¥ & Z¢ decorado com todos elos de comprimento 1, &y, ky X ko, ..., k1 X kg X -+ X ky,
paralelos a algum eixo coordenado. Quando n = 1, temos o grafo G¥ mencionado
anteriormente.

O resultado que obtemos diz respeito ao ponto critico de um modelo de percolagao
independente em G*. Em particular, mostramos que o ponto critico desse modelo converge,
quando k; — oo,Vi = 1,...n, para o ponto critico de um modelo de percolacao independente

em Z4"*t1) Formalmente, mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 4
lim pc(gk) = pC(Zd(”H)).

ki—00,Vi
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Em seguida gostariamos de verificar se existe alguma propriedade de monotonicidade da
funcao 9" (p) na variavel k, para p fixo. Em relacdo a esse problema apresentamos uma

conjectura.
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Capitulo

1

Modelo de percolacao e algumas variacoes

Neste capitulo introduziremos o modelo de percolacao independente de sitios. Parte da
notacao utilizada nesta tese também serd introduzida nesse capitulo, assim como alguns
dos principais resultados da teoria de percolacao, que serao utilizados. O capitulo se divide
em cinco secoes. Na primeira delas introduziremos o modelo de percolacao independente
de sitios e alguns resultados desse modelo. Na segunda e terceira segoes apresentaremos
o problema de percolacao de palavras e um modelo de longo alcance respectivamente. Na
quarta e quinta secoes apresentaremos duas técnicas que serao utilizadas no decorrer desse
trabalho.

1.1 Modelo independente de percolacao de sitios

A teoria de percolagao foi introduzida por Broadbent ¢ Hammersley (veja [6]) em 1957.
Desde entao, a teoria tem sido fonte de problemas interessantes e muitos artigos e livros que
tratam do assunto foram publicados. O proposito original era estudar fendmenos fisicos tais
como o fluxo de um fluido através de um meio poroso desordenado.

Um processo de percolagdo independente de sitios de parametro p € [0, 1] é definido como
segue. Seja G = (V, £) um grafo infinito, localmente finito, conexo, com conjunto de vértices
V(G) =V enumeravel e conjunto de elos E(G) = £. Para os nossos propoésitos, consideramos
V=7d>2e&={zy €ZxZ:Tital que |z; —y;| = lel|r; —y;| =0, Vj # i}
A partir de agora, sempre que falarmos sobre o grafo Z¢, estaremos, com um certo abuso
de notacao, nos referindo ao grafo com conjunto de vértices e conjunto de elos definidos
acima. Introduzimos probabilidade neste modelo da seguinte forma: a cada vértice v € V
associamos, de maneira independente, uma variavel aleatéria w,, que assume os valores 1 ou

0 com probabilidades p e 1 — p respectivamente. Se w, = 1 dizemos que v esta ocupado e se

13



14

w, = 0 dizemos que v esta vazio. O espago amostral ¢ o conjunto 2 = {0,1}Y. Chamamos
Q) de espaco das configuragoes e denotamos um elemento deste espago por w = (w, : v € V).

Resta-nos definir uma o-algebra apropriada e uma medida de probabilidade. Pode ser
mostrado que os cilindros finito-dimensionais formam uma semi-algebra, denotada por C.

Para todo cilindro
C(j,a0,..;an) ={w € Q: wjpi =a;, 0<i<n,a; €{0,1}}

definimos
w:Cr—[0,1],

onde

wCG,ao, - a)) =[] » [] 0 —p)

iai=1 ia;=
Pelo Teorema de Extensao de Hahn Kolmogorov, esta medida p pode ser extendida de
maneira Gnica a uma medida de probabilidade P,, definida em F = o(C), ou seja, a
menor o-algebra gerada pela semi-algebra dos cilindros finito-dimensionais e, além disso,
P,(A) = u(A), VA € C. Desta forma, construimos um espago de probabilidade (2, F, P,),

que sera utilizado para fundamentacao da teoria de percolacao.

Definig¢ao 1.1. Um caminho em G é uma sequéncia (finita ou infinita) vy, ve, ... de vértices
de G tal que,Vi € N, < v;,v;41 >€ €. Dada uma configura¢ao w € ), um caminho é ocupado

em w se todos 0s seus vértices estao ocupados em w.
Definicao 1.2. Um caminho (v1,vs,...) € auto-evitante se v; # v; para i # j.

Definicao 1.3. Dada uma configuragcao w € ), dizemos que o vértice x estd conectado ao
vértice y em w se existe um caminho ocupado (v1,vs,...,vx) em w tal que v1 = x e vy =,

vy # vg. Quando 1sso ocorre, escrevemos x < .

Observe que a existéncia de um caminho ocupado conectando os vértices x e y
necessariamene implica a existéncia de um caminho ocupado auto-evitante com a mesma
propriedade.

Denotamos por C,(w) o aglomerado ocupado que contém z, ou seja, o conjunto de vértices
de G, que estao conectados ao vértice z por caminhos ocupados na configuracao w. Os elos

de C,(w) sao os elos incidentes aos vértices de C,(w). Formalmente escrevemos

Colw)={y€Z: y+— z em w}.
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Uma das quantidades principais em percolagdo é a funcdo 0,(p), que representa a
probabilidade de um vértice x pertencer a um aglomerado ocupado infinito. Definimos

entao
6, :[0,1] — [0, 1],

onde
0.(p) = P{w € Q : |Cy(w)| = o0}

Observe que |C,(w)| = oo se, e somente se, existe uma sequéncia infinita de vértices distintos
r = v1,Vg,... tais que < v;,v;41 > € &£ e v; é ocupado para todo ¢ € N. Quando existe tal
caminho, dizemos que o vértice x percola. Pela invariancia translacional de Z¢ e da medida
P,, nao ha perda de generalidade em supor que x é a origem do grafo. Nesse caso, escrevemos

C' para o aglomerado da origem e 0(p) em lugar de 6y(p).

Sabemos que o parametro p mede a probabilidade de um sitio estar ocupado. Examinemos
o modelos nos casos em que p assume valores extremos. Observe que 0(0) = 0, pois nesse caso
nao ha sitios ocupados, quase certamente. Em particular, |C(w)| = 0 quase certamente. Por
outro lado, vemos que 6(1) = 1, pois nesse caso todos sitios estao ocupados com probabilidade

1. Em particular, a origem esté conectada a todos os sitios quase certamente.

Um fato intuitivo, porém nao trivial, é que a funcao #(p) é mondtona nao decrescente
em p no intervalo [0,1]. A demonstracao desse fato pode ser vista em [12|. Dessa forma, é
natural definir

pe = sup{p : 0(p) = 0}.

pe € chamado ponto critico do modelo e é tal que

=0 se p<pe
0(p) {
>0 se p>pe.

Um processo de percolacao de elos pode ser definido de forma similar & construcao acima.
De forma geral, dizemos que o elo e estd aberto ou fechado com probabilidade p e 1 —p
respectivamente e as definicoes acima sao estabelecidas de maneira anadloga. Para uma

descri¢ao detalhada desta construcao, veja [12].

Denotamos por p(G) o ponto critico de um modelo de percolacao de sitios no grafo G
e pS(G) o ponto critico de um modelo de percolacao de elos nesse mesmo grafo. Quando o

contexto estiver claro, omitiremos o indice e denotaremos apenas por p. ou p.(G).

Em Z¢, d > 2, é interessante observar a existéncia de um ponto critico nao trivial, ou
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seja, temos o seguinte teorema, vilido para os modelos de percolagao de sitios e de elos, e

cuja demonstracao pode ser vista em [12].

Teorema 1.1. Se d > 2 entio 0 < p5(Z9) < 1.

Para um processo de percolagao de elos em Z?, sabe-se que p¢ = % (veja Segao 11.3 em

[12]). Esse fato, juntamente com o Teorema 1.33 em [12], garante que

DO | —

PA(2%) >
Em |27] foi mostrado que
pi(2?) < 0,679492.

De fato, resultados de simulagoes indicam que
pi(2?) = 0,59.

O valor exato de pJ nao serd importante para nos, basta o conhecimento de que 0 < p < 1.

Um fato digno de mencao é que se a origem percola com probabilidade positiva, entao

existe aglomerado infinito quase certamente. Para ver isso considere o evento

J{we:|C(w)] = o0},

x€Z4

isto é, o evento existe aglomerado infinito e a funcao
¥+ [0,1] = [0,1],

onde
W(p) = Pp{ J{we:|Cw) = oo}} .
x€Z4
Note que o evento acima ¢ caudal, pois nao depende do estado de qualquer quantidade finita
de sitios. Temos entao, pela Lei 0-1 de Kolmogorov, que ¢(p) = 0 ou ¥(p) = 1. Observe que

Y(p) < ) Piw e Q:[Crw)] = oo}

zcZd
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Logo, se 0(p) = 0, entdo ¥ (p) = 0. Por outro lado, note que

{weQ:|Cw)| =00} C [ J{weQ:|Clw)| =00}

x€Z4

Portanto
Pp{ U {we N :|Cr(w)] = oo} > P{w € Q:|C(w)| = oo},
z€Z4

e 6(p) > 0 implica que 1(p) = 1. Dessa forma tem-se o seguinte resultado:

) 0 se O(p)
i) _{ 1 se 6O(p) >

Teorema 1.2.

0,
0

A importancia do Teorema 1.1 est& no fato de que, em duas ou mais dimensoes, existem
duas fases distintas do processo de percolacao. Se p < p., ou seja, na fase subcritica, cada
vértice de Z? esta, quase certamente, em um aglomerado ocupado finito ou vazio. Desta
forma, todos aglomerados ocupados sao finitos ou vazios com probabilidade 1. No entanto,
se p > p., ou seja, na fase supercritica, cada vértice esta, com probabilidade positiva, em
um aglomerado ocupado infinito, de forma que existe pelo menos um aglomerado ocupado
infinito quase certamente.

Em Z? é interessante observar que, se existe aglomerado infinito, este é t@nico quase

certamente. Para ver isso, considere o evento
It(w) = {w € Q : Ezistem exatamente k aglomerados infinitos em w},

0 < k < o0. Tem-se o seguinte teorema, cuja demonstragao pode ser vista na Secao 8.2 de
[12].

Teorema 1.3. Se p € tal que 6(p) > 0, entdo
P{weQ:L(w)} =1

A seguir apresentamos uma desigualdade importante, provada primeiramente por Harris
(veja [14]).
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Desigualdade FKG

A Desigualdade FKG seréd utilizada mais tarde nesta tese. A seguir definimos o que é

variavel aleatoria crescente e posteriormente a desigualdade propriamente dita.

Definicao 1.4. Considere w e w' € Q. Dizemos que w < W' se w(zr) < w'(x) Vo €V, isto

é, se cada vértice que estd ocupado em w também estd ocupado em w'.

Defini¢ao 1.5. A wvaridvel aleatéria X € chamada crescente se X (w) < X (') sempre que
w = w'. Como consequéncia, o evento A € chamado crescente se sua func¢ao indicadora Iy

for crescente.

Exemplo 1 Se v, e vy sdo vértices de 2%, entdo o evento {w e Q: v +— vy emw} é

crescente.

Se A e B sao eventos crescentes, entao, Vp € (0,1), é intuitiva a idéia de que
B{A|B} = B {A},

pois a ocorréncia do evento crescente B na configuracdo wy, necessariamente implica na
existéncia de sitios abertos e portanto aumenta a probabilidade de ocorréncia do evento

crescente A em wy. E precisamente isso o que diz o resultado abaixo.

Teorema 1.4. Desigualdade FKG

a) Sejam X e Y varidveis aleatdrias crescentes com E,(X?) < oo e E,(Y?) < oo. Entdo
Ep(XY) > E,(X)E,(Y).
b) Sejam A e B eventos crescentes. Entdo
P{AN B} > P{A}P,{B}. (1.1.1)

A prova da parte b) do teorema acima é facilmente obtida tomando X = I, e Y = Ip.
Para a prova da parte a) veja [12].

Além do modelo de percolagao de sitios descrito anteriormente e do modelo de percolacao
de elos, cuja principal referéncia é [12], existem varias outras variantes do modelo de
percolacdo. A seguir apresentamos duas delas, que serao estudadas mais profundamente

nessa tese.
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1.2 Percolacao de palavras

O problema de percolacao de palavras foi introduzido por Itai Benjamini e Harry Kesten
em [3]. O problema pode ser formulado da seguinte maneira: como anteriormente, temos
uma grafo G = (V,€) localmente finito com conjunto de vértices V infinito enumeravel.
Realizamos um processo independente de percolacao de sitios neste grafo. Como espago de
probabilidade, consideramos o mesmo espago previamente definido, ou seja, (€2, F, P,), onde
Q ={0,1}V, F ¢ a o-algebra gerada pelos cilindros em Q e P, =[], ., u(v) € o produto de
medidas de Bernoulli com parametro p.

Denote = = {0,1}". Uma sequéncia binaria semi-infinita £ = (£,,&,...) € Z sera
chamada uma palavra. Dados uma palavra £ € =, um vértice v € V e uma configuragao

w € (), introduzimos a seguinte definicao:

Definicao 1.6. Dizemos que a palavra & € vista na configuracao w a partir do vértice v se

existir um caminho auto-evitante (v = vy, v1,vs...) tal que w,, =&, Vi=1,2,....

Note que o estado de v é indiferente na definicio acima. Observe também que no
modelo de percolagao descrito anteriormente estavamos interessados em estudar sob quais

ﬁ
circunstancias a palavra 1= (1,1,...) é vista com probabilidade positiva.

Ao estudar percolacao de palavras, no fundo estamos interessados na ocorréncia ou nao de
caminhos (v, v1,...) tais que w,, = §;, i > 1, para qualquer sequéncia prescrita (;);>1 € =.
Gostariamos também de determinar em que circunstancias a colecao de sequéncias & que
sao vistas é grande em algum sentido que sera definido posteriormente. Com este intuito

introduzimos a seguinte notacao:

Fixados w € Q e v € V, considere os conjuntos aleatorios

Sy(w) ={£ € Z: & € vista em w a partir de v}

Seo(w) = U Su(w) ={€ € E: £ é vista em w a partir de algum vértice}.
veY
O primeiro deles é formado pelas palavras £ € = que sao vistas na configuracao w a partir
de um vértice v € V fixado. Observe que S,(w) esta contido no conjunto Sy (w) e que o

tamanho maximo destes conjuntos é =. Um problema importante entao sera descrever sob
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quais circunstancias os eventos

A ={we: Syu(w) ==}

Ay ={weQ: eV ta que S,(w) ==}

ocorrem quase certamente. Antes de considerar as probabilidades dos eventos acima,

enunciamos a Proposicao 2 de [3], que garante a mensurabilidade dos mesmos.

Proposicao 1.1. Se G € localmente finito, entdo os eventos Ay e Ay sdo mensurdveis com

relacdo a F, onde F € a o- dlgebra gerada por {w, : v € V}.

Em [3], os autores mostram que os eventos A; e Ay definidos acima ocorrem P1 - quase
certamente em um modelo independente de percolacdo de sitios em Z¢ parad > 10 e d > 40
respectivamente. Note que no evento A,, o vértice v, a partir do qual se vé todas as palavras,
pode mudar de configuracao para configuracao.

Mesmo que em um grafo G nao seja possivel ver todas palavras, ou seja, se

Pfw e Q: Seu(w) = =} = 0, ainda assim seria possivel ver quase todas as palavras nesse

oo
grafo. Aqui, quase todas se refere & medida de probabilidade produto p, = H v; em =, onde
i=1

para cada ¢
vi(1) =1 —14(0) = «, para algum 0 < a < 1. (1.2.1)

Note que sob u, as & sao varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
com distribuicao de Bernoulli com parametro a. Desta forma temos definido outro espaco
de probabilidade (=, B, iis), onde B é a o-algebra gerada pelos cilindros em Z. Para toda
¢ € = definimos a fungao

7, = — [0,1]

7,(€) = Py{w € Q : € € vista a partir de algum v}.

A seguir apresentamos uma proposicao importante, cujo enunciado e demonstracao

podem ser vistos em [3].
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Proposicao 1.2. Se G ¢ localmente finito, entdo 7,(.) é B-mensurdvel. Se G = Z% ou uma

drvore localmente finita, entao 7,(.) toma somente os valores 0 ou 1.
Definicao 1.7. Dizemos que a palavra & percola se 7,(€§) = 1.

Outra oberva¢ao importante, cuja demostragao pode ser vista em [3], é que em muitos
grafos 7,(£) nao depende de nenhuma quantidade finita de coordenadas &, &, ..., &,. Isto
&, se 7,(6) >0, & = (&,&,...,&n,...), entdo Tp(é) > 0, onde & = (él,gg, o ,5;,5%1,...).
Como 7, toma somente os valores 0 ou 1, temos 7,(§) = 1 para toda £ que difere de £ em
apenas uma quantidade finita de coordenadas. Sendo assim, 7, é uma variavel caudal, logo

pela Lei 0-1 de Kolmogorov temos que

pa{l () =1} =00ul, Vae(0,1).

Se po{é € Z:7,(€) = 1} = 1, dizemos que a palavra aleatdria percola.

Outro resultado importante pode ser obtido ao considerarmos o conjunto
A ={(&w) : € € vista a partir de algum vértice v na configura¢ao w}.

Pela Proposi¢ao 1 em [3], temos que A é um conjunto mensuravel segundo a o-algebra F x B.

Seja I, a fun¢do indicadora do conjunto A. Temos que

// IydP,dpu, = /Tp(f)d,ua = / dpe = po{§ € 2 : (&) = 1}. (1.2.2)
=JQ E {¢eE:mp(§)=1}

Por outro lado, temos

/ / Indya dP, = / ia(Soo(0))dP, = / dP,
QJ= Q {weipa (Seo(w))=1}
— Pw e Q: pa(Sa(w)) = 1}. (1.2.3)

Pelo Teorema de Fubini, temos que as expressdes em (1.2.2) e (1.2.3) sdo iguais.
Isto implica que a palavra aleatéria percola se, e somente se, um conjunto de palavras
de medida p, igual a 1 pode ser visto a partir de algum vértice em Z%, P, - quase
certamente. Como dito no inicio desta secao, mesmo que todas palavras nao sejam

vistas P, - quase certamente, ainda assim quase todas as palavras podem ser vistas
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P, - quase certamente. Vejamos os seguintes exemplos:

Exemplo 2 Considere o caso em que G =T = (V, &) ¢ a rede triangular. Nesse caso,
V =17%¢ £ = E(Z?) acrescido de um elo diagonal em cada face de T no sentido sudoeste

nordeste. Formalmente, £ sao os elos entre pares (iq,j1) e (is, jo) tais que
liy —da| + |71 — Jo| =1

ou
to=11+1, jo=j1— 1.

—
Nesse grafo temos p:(7T) = 3, ¢ em [16] os autores mostram que a palavra 1 néo ¢ vista em

T quando p = % quase certamente. Portanto, temos que
Pi{weQ:So(w)=ZemT}=0.

No entanto, a palavra (1,0,1,0,...) é vista em T quando p = % quase certamente, veja [28].
De fato, em [18] os autores mostram que, para todo 0 < a < 1, quase todas as palavras sao
vistas em T P% - quase certamente. Aqui quase todas se refere a medida dada na expressao
(1.2.1).

Exemplo 3 Considere um modelo de percolacdo de elos em Z2. Como pode ser visto
em [12], por exemplo, neste modelo associamos, independentemente, a cada elo e de Z¢ uma

variavel aleatoria X (e) tal que
P{lweQ:X(e)=1}=p=1—-P{we: X(e) =0}.

Nesse caso, o significado da frase 7§ é vista a partir de v” deveria ser que existe um caminho

auto-evitante (vg = v,vy,...) em Z% comecando em v, tal que X (e;) = &;, onde ¢; é o elo
_)

entre os vértices v;_; e v;. Em Z? temos p¢ = %, e sabe-se que quando p = %,

nao é vista em Z? quase certamente (veja Segao 11.3 de [12]). Portanto,

a palavra 1

P{w € Q:S(w) == em 2%} = 0.

Poderia se esperar que quase todas as palavras poderiam ser vistas quase certamente em Z2.
Porém esse problema continua em aberto até os dias de hoje.
O lema a seguir, cuja demonstracao pode ser vista em [19], é uma ferramenta importante

para decidirmos quando a palavra aleatoria percola e tem grande utilidade quando temos
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um grafo G tal que p.(G) < %

Lema 1.1. Seja G = (V(G),E(G)) um grafo conexo com conjunto de vértices infinito
enumerdvel e considere um modelo de percolacao de sitios independente, com pardmetro
p € [0,1], no grafo G. Defina o evento Zg(v) = {w € Q : & € vista em G a partir de v}.

FEntao, dada qualquer palavra £ € = e qualquer vértice vy € V(G), temos que
Py(Ze(vo)) =2 min{ F,(Z 4 (vo)), Pp(Z7 (v0))}- (1.2.4)
Note que, se p.(G) < 3, entdo Vp € (pc(G),1 — p.(G)), temos

P{weQ 1 € vista a partir de v € V(G)} >0 (1.2.5)

P{w e Q 10 € vista a partir de v € V(G)} > 0. (1.2.6)

Nesse caso, o Lema 1.1 implica que
P{w € Q: £ é vista a partir dev e G} >0 VEeE, (1.2.7)

ou equivalentemente,

() =1 VEeE (1.2.8)

isto é,
pa{é €=Z:m(8) =1} =1, Vae (0,1). (1.2.9)

O Teorema de Fubini implica entao que
PAw € Q: po(So(w)) =1 em G} = 1.

Um caso particular interessante ocorre quando G = 2% d > 3. Note que
Pe(Z271) < pe(29), pois

{|C(w)| = 00 em 2%} C {|C(w)| = o0 em 2411},
Em [7], Campanino e Russo mostraram que p.(Z?) < % Desta forma, temos que

Pfw € Q: pio(Sw(w)) =1 em 2% =1, d>3, (1.2.10)
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quando p.(Z%) < p <1 —p(Z29).

Observe que a Expressao (1.2.10) nao implica que
P{lweQ:So(w)==2}=1 (1.2.11)

em Z<.
Um exemplo dessa situacao pode ser visto em [3], onde os autores constroem um grafo
em que

P%{w eQ: u%(Soo(w)) =1, Sy 7§ E} =1.

Note que isso também ocorre na rede Triangular, como visto no Exemplo 2. Talvez o

problema em aberto mais importante em percolagao de palavras seja mostrar (1.2.11) quando
d=3.

A seguir apresentamos o modelo de Percolacao de Longo Alcance.

1.3 Percolagao de longo alcance

Uma outra variacao do modelo independente de percolagao usual é o modelo de percolagao
independente com longo alcance, o qual descrevemos a seguir. Seja L% = (V,€) o grafo em
que V=124 d>2 e

E={{z,y) CZ*x7Z%:3ie{l,...,d} tal que z; # y e v; = y;,Vj # i},

isto é, £ é formado por todos os elos de longo alcance em todas direcoes paralelas a algum

eixo coordenado. Defina
En={{v,u) € Z4x 7% : i € {1,...,d} tal que |v; —w;| =k e v; = u;,Vj #i}, (1.3.1)

isto ¢, o conjunto dos elos paralelos a algum eixo coordenado e de comprimento k, e considere
o grafo £4. = (Z%,UE_|E,). Observe que, £% pode ser obtido a partir de £L? apagando todos
os elos cujos comprimentos sao maiores que K.

Consideremos o problema de ver palavras em £, d > 1. Afirmamos que
P{w € Q: pio(So(w)) =1 em L9} =1, Vpe (0,1).

Para ver isso verificaremos que 7,(§) = 1, V¢ € Z e Vp € (0,1). De fato, mostraremos que
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(&) =1V € ZEeVp e (0,1) no grafo L1, o que implica a afirmagao anterior. Aqui, £ é o

grafo com conjunto de vértices V = Z e conjunto de elos
E={{x,y) €ELXZL:x+#y}.
Dado m € N;m > 2 fixo , considere o evento
B; ={weQ: 3 evy € [m(j—1),mj) tais que w,, =1lew, =0}, jeN.
Um céalculo simples mostra que

PA{Bj}=1—(1—-p)" =p" =c(p) >0,VjeN, ¥pe(0,1).
Como os eventos B}s sao independentes e
D BB} =) clp) =,
J J
podemos fazer uso do Lema de Borel Cantelli e concluir que

P,{w € Q: B, infinitas vezes} = 1. (1.3.2)

Pode-se verificar que a equacgao acima implica que 7,(§) = 1, V¢ € =. Portanto, pelo

Teorema de Fubini, temos que
Pw € Q: pio(S(w)) =1 em L4} =1, Vpe (0,1).
De fato, a Equacao (1.3.2) implica que

PlweQ:Se(w)=Zem LY} =1, Vpe(0,1).

Em [19] foi conjecturado se a infinitude do tamanho dos elos é essencial para que a
probabilidade acima seja total? Nesse mesmo trabalho (veja Teorema 1), o autor mostrou

que, Vd > 2, Vp € (0,1) existe um nimero inteiro positivo K = K(p), tal que

P, { U{w € Q: & ¢ vista em LY a partir de v}} =1, V¢ e E (1.3.3)

veV
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A Equagao (1.3.3) diz que, dada uma palavra ¢ € Z qualquer, esta pode ser vista em L%
a partir de algum vértice v € V, em um conjunto de configuracoes de probabilidade 1. Ou
seja, 7,(§) = 1, V€ € Z e pelo Teorema de Fubini

Pfw e Q: u(Su(w)) =1em L%} =1, (1.3.4)

isto é, quase todas as palavras sdo vistas em L% .

Como observado anteriormente, a Equagao (1.3.4) ndo implica que
PlweQ: Su(w)=Zem LE} =1, (1.3.5)

isto é, que todas as palavras sao vistas quase certamente, mesmo para outro valor da

constante K.

No proximo capitulo mostraremos a veracidade da Equagdo (1.3.5), respondendo a

pergunta feita em [19]. Mostraremos que, para d > 2,
PlweQ:FweV tal que Sy(w) == em LE} = 1.

Ou seja, provaremos que dado qualquer p € (0,1), existe K = K(p) € N tal que, se
apagarmos todos elos com tamanhos maiores que K, ainda assim podemos ver todas palavras
simultaneamente, a partir de um tnico vértice, quase certamente. Tal resultado também foi

obtido de modo independente por G. Grimmett (veja [13]).

1.4 Construcao dinamica do aglomerado da origem

Nos Capitulos 2 e 3 desta tese utilizaremos a técnica conhecida como Construgao
Dinamica do Aglomerado. Nesta secdo apresentamos essa técnica e a demonstracao de
um teorema importante. A demonstragdo é baseada em [11|. Antes disso, porém, é
necessario construir um acoplamento de todos processos de percolagao de sitios em um
tinico espago amostral. Para isso, seja (f(v) : v € Z%) uma familia de variaveis aleatorias
independentes com distribuicio uniforme no intervalo [0,1] e QF = [0,1]%". Defina F' a
o-algebra apropriada e denote por PT a medida de probabilidade produto de uniformes em

[0,1]. Enquanto p percorre todo o intervalo [0, 1] podemos descrever todos os processos de
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percolacao da seguinte maneira. Se 0 < p < 1, defina a fungao
np : Zd — {07 1}7

onde

o 1ose flv)<p,
CCR PR

Dizemos que o vértice v estd p -ocupado se 1,(v) = 1 e p -vazio se n,(v) = 0. O vetor

n,(v) tem componentes independentes e distribuicdo marginal dada por

Pn,(v) =0} =1—p, P{n,(v) =1} =p.

Pode-se utilizar o espaco de probabilidade (27, F, P*) para realizar diferentes processos
de percolagdo num mesmo espaco. I claro que 7, (v) < 7,,(v) sempre que p; < pa. Isso
significa que podemos comparar dois processos de percolacao com parametros p; e ps de tal
forma que o conjunto de vértices ocupados do primeiro seja um subconjunto do conjunto de
vértices ocupados do segundo.

Para definir o processo de construcao dinamica do aglomerado ocupado da origem,

introduzimos a seguinte definicao.

Definigao 1.8. Sejam G = (V,E) grafo qualquer e A C G. O bordo externo de A é definido
como
0A={veV—A:3uc Ata que (u,v) € E}.
Seja Z um subconjunto infinito conexo de V e F = (Z,D), onde D é o conjunto de elos
incidentes aos vértices de Z. Considere também ey, es,€e3,... uma ordem fixa nos elos do

grafo F. Considere uma fun¢ao qualquer
g:V—=A{01},

onde, Yv € V,
1, se v estd ocupado,

V) =
9(v) { 0, se v esta vazio.

A partir desta funcdo podemos construir indutivamente uma sequéncia de pares

ordenados S,, = (A,, B,,) de subconjuntos de V da seguinte maneira:
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51:{ (ter),0), se g(n) =
(07{7}1})7 s€ g(vl)

onde vy é a origem de F. Uma vez definido S, = (A,, B,) parar = 0,1, ..., t, definimos S;;4

L,
0,

considerando dois casos.
Caso 1. Caso exista, seja e; o primeiro elo da ordem fixada com um vértice pertencente

a A; e o outro vértice, digamos vy, 1, pertencente a (A; U B;)¢. Entao definimos

(At, BeU{vi1}), se  g(veyr) = 0.
Caso 2. Se o vértice vy definido no Caso 1 nao existe, definimos S;;1 = S;.
Defina S = (A, B) onde A = U2 | A; e B = U2, B;. Observe que, caso a origem esteja
ocupada, eventualmente construimos o aglomerado aberto A contendo a origem e contido
em F. Note também que B = 0A em F.

A rotina acima produz uma sequéncia infinita J = (S5, 51, ...) e além disso examina os

g _{ (A U{vgr}, Br), se g(vq) =1,
11 =

valores de g(v1),g(vse),.... A mesma rotina pode ser usada quando g(v) for uma variavel

aleatoria, e nesse caso a sequéncia J é aleatoria. Definindo, parat =0,1, ...,

p(g(ves1)) = 1050, S1,...,5),  se vy existe,
1

a(j,t):{

caso contrario,

)

onde u é a medida de probabilidade associada com as variaveis aleatorias g(vy), g(vs), ...,

obtemos o seguinte teorema:

Teorema 1.5. (G. Grimmett e J. Marstrand, (1990)) Suponha que G é um subconjunto
infinito conexo de Z¢ e que existe v tal que v > p.(G) e

al(J,t) >~ paratodo J et. (1.4.1)

Entao
p{|A[ = oo} > 0.

Demonstragao. Seja {f(v) : v € Z9} uma cole¢io de variaveis aleatorias independentes
com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1]. Considere o seguinte processo Z com medida
produto associada P, a mesma definida no inicio dessa secdo. Declare a origem de Z¢ verde
se f(0) < u(g(0) = 1), e vermelha caso contrario. Se a origem for vermelha, terminamos

0 processo. Se a origem for verde, encontre o primeiro elo e; da ordem fixada incidente
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a origem, e declare seu outro vértice vy verde se f(vy) < u(g(va) = 1|57 = o1), onde
op = (A1, By), e Ay = {0} e B; = (). Este processo é iterado passo a passo da maneira

descrita antes do Teorema 1.5. O passo geral consiste em declarar v,y (se existir) verde se

fo) < plg(var) = 11S; = 03 para 0 < i < t),

e vermelho caso contrario, onde o; = (A;, B;) é o vetor que consiste do conjunto A; de vértices
verdes e do conjunto B; de vértices vermelhos apds a consideragao de v;. Seja A = U2, A, o
aglomerado de vértices verdes, com bordo externo 0A = B = U® | B, em G. Segue de (1.4.1)
que todo vértice em B é vy-fechado. O aglomerado C., de vértices y-aberto da origem nao
pode interceptar B e portanto é um subconjunto de A. Por outro lado, temos que v > p.(G)

e portanto existe uma probabilidade estritamente positiva de C, ser infinito, e portanto
P{|C,| = 00} > 0.

Como {|C,| = 0o} C {|A4| = o0}, temos
P{|A] = o0} > 0.

Como os processos J e Z tem a mesma distribuicao, o resultado segue. |
A grande virtude dessa construcao é que ela nos permite verificar se a origem percola ou

nao mesmo num modelo onde nao existe independéncia.

1.5 Percolacao em Lajes

O teorema que enunciaremos a seguir é devido a Grimmett e Marstrand (veja [11] ou
Secao 7.2 de [12]). Antes precisamos de algumas defini¢oes.

Dado um grafo G, defina
09(p) = P{w € Q : |Cy(w)| = 00 em G}.

Defina também
B(n) ={z = (z1,29,...,24) € 7 - |z| < n},
onde |z| = max |z;|.

Seja d > 3. Chamamos de laje de espessura k o grafo S* = (V(S*), £(S*)) com conjunto
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de vértices
V(SN ={reZ':0<x; <k, j>2}

e conjunto de elos
E(SF) = {{x,y) € V(S*) x V(S¥) : i tal que |z; — v = Lel|z; —y;| =0, Vj #i}.

Observe que nesse grafo temos apenas elos entre vizinhos mais proximos, ou seja, elos de
alcance 1. Note também que S* é um grafo transitivo e portanto podemos escrever 69 (p)
em lugar de 09(p). Com um certo abuso de notagdo, quando escrevermos S* estamos nos

referindo ao grafo com conjunto de vértices e conjunto de elos mencionados acima.

Observe que V(S*) pode ser escrito como
V(SH) =72 x{0,... .k —1}%2

e que
V(SH cysty ...zl (1.5.1)

Pela continéncia expressa em (1.5.1) temos
0 () <657 (p) < --- < 67 (),

logo
De S e § pc(8k+1) S po(Sk)>

onde p. = p.(Z?). Isto &, (p.(S*))r>1 ¢ uma sequéncia monoédtona decrescente e limitada

inferiormente, e portanto convergente com klim pe(S*¥) > pe. A desigualdade contraria é
—00

consequéncia do proximo teorema, cuja demonstragao pode ser vista em [11]|. Nesse teorema,

FCZ'e F = (F E),onde E ¢ o conjunto de elos incidentes aos vértices de F.

Teorema 1.6. Seja d > 2 e F um subconjunto infinito de Z¢ com p.(F) < 1. Para cada

n > 0, existe um inteiro positivo k tal que
Pe(2kF + B(k)) < pe + 1.

Tomando F = Z2, observe que 2kF + B(k) é uma translagao de S?*. O teorema acima

implica que klg]go pe(S*) < p.. Temos portanto que
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lim p.(S*) = p.. (1.5.2)

k—o0

O resultado expresso em (1.5.2) serd usado fortemente na Se¢ao 3.1 do Capitulo 3.



Capitulo

2

Percolacao de palavras em modelos de longo

alcance

Neste capitulo, que se baseia em [20], apresentamos os resultados obtidos relacionados
ao problema de percolagao de palavras. Em particular, mostramos que, dado p € (0,1), o
evento

U{wGQ:SU(w):: em L5}

vezZd
ocorre P, - quase certamente para alguma constante KX = K(p). Estabelecemos também
alguns resultados sobre o comportamento assintotico de K (p) como uma fun¢ao do parametro
p quando p vai para zero.

O capitulo se divide da seguinte maneira. Na Se¢ao 2.1 mostramos que, dado p € (0, 1),
existe uma constante K(p) tal que todas as palavras podem ser vistas com probabilidade
1 no grafo truncado £%. A Segdo 2 se divide em duas subse¢oes. Na primeira delas, o
resultado principal estabelece a escala correta entre a constante K (p) e p quando p vai para
zero. Qutros resultados também sao apresentados nessa subsecdo. Na segunda subsecao
mostramos um resultado parcial para a escala entre a constante de truncamento K(p) e
p quando p vai para zero, mas nesse caso o interesse é em ver quase todas as palavras

P, - quase certamente e nao todas as palavras.

2.1 Todas palavras podem ser vistas

Em geral, o problema de ver todas as palavras ¢ significativamente mais dificil do que o

de ver quase todas as palavras. Como vimos na Secao 1.3 do Capitulo 1, sabe-se que para

32
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d > 3, quase todas as palavras sdo vistas em Z¢ P% - quase certamente, ou seja
Pi{w e pa(Sc(w)) em ZN =1,
No entanto, em [3], como mencionado anteriormente, os autores mostram que o evento

J{we:8,w) =5}

vEZ

ocorre P% - quase certamente em um modelo independente de percolacdo de sitios em Z¢
para d > 10. Contudo, quando 3 < d < 10 nao se sabe se todas as palavras sao vistas quase
certamente (veja Teorema 1 e o Problema Aberto 2 em [3]). Para outra ilustragao, veja o

Exemplo 2 no Capitulo 1.

Outro exemplo interessante ¢ obtido considerando o grafo (Z22)*, chamado de grafo Pacote
Fechado, que é obtido a partir de Z? acrescentando as duas diagonais em cada uma de suas
faces. Sabe-se que pi((Z2%)*) = 1 —pi(Z2?) < 1. Em [17], prova-se que nesse grafo todas
palavras sdo vistas P, - quase certamente, para p € ((1 — p3(Z2?),pi(Z?)).

A partir de agora, consideramos o problema de ver todas as palavras em um modelo de
percolagao de longo alcance em Z¢. Como vimos na Segdo 1.3, em [19] foi mostrado que

Vd > 2, Vp € (0,1) existe um namero inteiro positivo K = K(p), tal que

PP{U{w € Q: & évista em LY a partir de v} =1, V¢ e = (2.1.1)

veV

Como visto no Capitulo 1, este fato juntamente com uma aplicacao do Teorema de Fubini
nos diz que quase todas as palavras, segundo a medida y,, o € (0, 1), sdo vistas P, - quase
certamente. Nesse mesmo trabalho o autor conjecturou se valeria um resultado mais forte,

ou seja, se para todo p € (0, 1), existe K = K(p) € N tal que
P{weQ: eV tal que Sy(w) =Z em L&} =1, (2.1.2)

isto ¢, se todas as palavras podem ser vistas P, - quase certamente.

Questoes similares sao consideradas em [10], mas no grafo £k, ou seja, quando d = 1.

Nesse trabalho os autores mostram, entre outros resultados, que

Pw e Q: u(S(w)) =1 em L3} = 0. (2.1.3)
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Em d = 1, ainda é um problema em aberto verificar se, dado p € (0, 1), existe uma constante

K(p) tal que a Expressao (2.1.1) seja verdadeira ou se
Pfw € Q: u(Sw(w)) =1 em Ly} =0,VK € N.

O teorema que provaremos nos diz que, para d > 2, dado p € (0,1) qualquer, existe um
inteiro positivo K, que depende de p, tal que podemos ver todas as palavras no grafo truncado
L%, P, - quase certamente, respondendo a pergunta em [19]. O teorema também nos diz
que todas as palavras podem ser vistas nesse grafo num conjunto de configuracoes w de
probabilidade 1, a partir de um tnico vértice que depende da configuracao w.

Provaremos esse teorema usando uma técnica de renormalizacao em uma escala. A
demonstracao consiste em particionar Z¢ em caixas de tamanho fixo M, e definir um evento
especifico associado a estas caixas. Se esse evento ocorre na configuracao w, dizemos que a
respectiva caixa é boa nessa configuracao. Fazendo M arbitrariamente grande, mostraremos
que a probabilidade desse evento é arbitrariamente proxima de 1. Desta forma, se as caixas
boas percolam, espera-se a ocorréncia de outro evento particular, que neste caso é o evento

{So = Z}. De maneira formal, temos o seguinte resultado
Teorema 2.1. Para todo p € (0,1), existe um inteiro positivo K = K(p), tal que
PlweQ: S(w)=Zem LL} >0

ou equivalentemente

Pp{U{aJGQ:SU(w):: emﬁf(}}zl.

veZd
Demonstragdo. Dados n € Ne x = (x1,...,24) € Z4, seja
Acn)={y=(y1,...,0a) €EZ°:0<y; —nz; <n—1,YVi=1,...,d} (2.1.4)

a caixa hiperctbica de lado n. Para todo n € N o conjunto de caixas {A,(n) : x € Z?} forma
uma particao de Z<.

Considere a rede renormalizada, isomorfa ao grafo Z9, cujos vértices sdo as caixas
{A.(n) : x € Z%}. Dada uma configuragio w € 2, declaramos uma caixa como “boa” se

todas suas linhas tem pelo menos um vértice ocupado e um vértice vazio nessa configuracao.
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Para ser preciso, a caixa A, (n) sera “boa” se, para todo i € {1,...,d} e para toda sequéncia
finita (1;); com l; € {0,...,n—1} e j € ({1,...,d} — {i}) existem u,v € L(3, (I;);) tais que

w, =1ew, =0, onde

L(i’ (lj)]) = {y € A:v(n) “Yi = lj + n.xj,Vj € {17 s 7d} - {Z}}

sdo as linhas de A,(n). Seja Qg, o conjunto cujos elementos sdo as linhas da caixa
hiperctbica de tamanho n em dimensdo d. Observe que |Q,,| = dn®~!. Defina uma ordem

qualquer em Q,,, e denote seus elementos por Ly, k=1,...,dn%"".
Considere os eventos

Ay(n) ={w € Q: a caiza A (n) € boa em w}, Vr € Z°.

Como as caixas sdo disjuntas, todos eventos da colecdo {A,(n) : x € Z?} sdo independentes
e além disso tem a mesma probabilidade. Uma cota inferior para essa probabilidade ¢ dada

por

B A} = 1-F{A(n)}

= 1-P, U {wy, =1V € Ly} U{w, =0Vv € Ly}
Li€Qan
> 1—dn™(p" + (1 —p)"). (2.1.5)

Tomando o limite quando n — 0o na Expressao (2.1.5), temos que

lim P,{A(n)} =1, Vp e (0,1).

n—oo

Fixado p € (0,1), seja N = N(p) = min{n € N : B,(A(n)) > p.(2%)}. Sendo
assim, a origem da rede renormalizada percola com probabilidade estritamente positiva.

Isto significa que, com probabilidade estritamente positiva, existe um caminho infinito
(Apyg(N),Az;(N),As,(N),...) de vértices “bons” renormalizados, com

Tp = (l’;ﬁl, . ,ZEk7d) c Zd, ||$k:+1 — mkH =1,Vk € N,



36

e xg=(0,...,0). Aqui
d
lz =yl = |2 — wil. (2.1.6)
i=1

A Figura 2.1 mostra uma configuracao onde ocorre um caminho de caixas boas.

Observe que podemos ver todas as palavras simultaneamente ao longo desse caminho.

Para ver isso formalmente, mantenha fixa uma configuracao w € {2 onde este caminho infinito
(Aug(N), Az, (N), Ay (N), ... ) de caixas boas ocorre.

............

........................

........................

........................

..................

H———1- 0 0—1———————+————

.................

........................

HA L e L L L L

..................

..................

..................

”

Figura 2.1: Em Z2%, um caminho de caizas boas em cinza. Os vértices representados por “x
estao vazios enquanto que os representados por “e” estao ocupados. Em cada passo damos
um salto de tamanho mdzximo igual a 2N (p) — 1

Dada qualquer palavra & = (&,&,--+) € Z, podemos ver seus digitos ao longo de
algum caminho v = (vg = 0,v1, vz ... ) comecando na origem da rede original. Para ver isso,
definimos vy como sendo a origem e os outros vértices sao definidos indutivamente. Note
que v; = (v1,V52,-..,0;4), ¥ € N. Dado o vértice vy € A, (N), seja i, € {1,...,d}
o fnico inteiro tal que |rx_1,; — Z;,| = 1. Como a caixa A, (NN) é boa, existe pelo menos
um vértice v € A,, (V) ao longo da linha L(ig, (I;);) tal que [; = v,_y1;,Vj # ix e tal que
wy, = &. Escolha um desses vértices e o chame de vg. Observe que v,_; e vy pertencem a
mesma linha e ||Jvg_1 — vglly < 2N —1,Vk € N.

Portanto, por esta construcao, na configuracao fixa w, temos que &, = w,, , Vk € N. Desta
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forma, fazendo K(p) = 2N (p) — 1 temos que

P{weQ: S(w)=Zem L%} > 0.

Observe que
U{wGQ:Sv(w):E em L%}

vEZD

¢ 0 evento em que todas as palavras podem ser vistas em L£¢ a partir de algum vértice
v € Z%. Observe que esse evento ¢ invariante por translacdo, e portanto, por ergodicidade
tem probabilidade 0 ou 1.

Como

U{WEQ:SU(LU):E em L4} D {w e Q: Sy(w) =Z em LL},
veZd
temos
Pp{ U{wEQ:Sv(w):: em,C}i(}} > P{w € Q: Sy(w) == em L%} > 0.
veZd
Logo, segue a segunda afirmacao do teorema. |
Observacgao: A titulo de ilustracao, considere o caso d = 2. Estimativas simples mostram

que
P 5{A(6) é boa } > p.(Z?).

Portanto, pela continuidade da Expressao 2.1.5, podemos inferir que, existe ¢ > 0 tal que,
para p € (1/2—¢,1/2+¢), temos P,{w € Q: Sp(w) == em L3,} > 0.

Podemos supor a partir de agora que
K(p) =min{L € N: P{w € Q: Sp(w) == em LS} > 0},

ou seja, K (p) é a menor constante de truncamento tal que o Teorema 2.1 vale. Na proxima
secdo, estaremos interessados em estudar o comportamento assintotico de K (p) como funcao
de p.
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2.2 Qual a escala da constante K (p) quando p vai para zero?

Nesta se¢ao estudaremos o comportamento assintdtico da constante de truncamento K (p)
quando p vai para zero. Problemas desse tipo tém sido amplamente estudados, por exemplo,
em [1], os autores determinam a escala correta para o ponto critico do modelo de percolagao
Bootstrap 2D quando p vai para zero. Em um primeiro momento, gostariamos de verificar
esse comportamento quando o interesse é ver todas as palavras. Posteriormente, estudaremos

0 caso em que o interesse é ver quase todas as palavras.

2.2.1 Para ver todas as palavras

Passamos a estudar agora o problema de encontrar a escala correta entre K (p) e p quando
p vai para zero ou quando p vai para um. Ou seja, dado um valor pequeno ou grande de
p, esta escala nos da uma idéia do tamanho necessario de K = K(p), afim de que todas as

palavras sejam vistas a partir da origem com probabilidade estritamente positiva em £%.

PR 1 . 1
Observe que a constante K (p) ¢ simétrica em torno de p = 5, ou seja, se p > 5 temos

PlweQ:Syw)=Zem LE} =P {w e Q: Sy(w) == em LS}

1
’2
] e atinge seu minimo em

Portanto, sem perda de generalidade podemos considerar o caso p € (0,z]. Também é

1

intuitiva a idéia de que K(p) ¢ ndo crescente no intervalo (0,3

p= %, pois nesse caso nao ha predominancia de 0’s ou 1’s.
E natural esperar que K (p) vai para infinito quando p vai para zero. O proximo teorema,
alem de confirmar isso, fornece a escala correta entre K (p) e p. Os dois lemas a seguir sao

utilizados na demonstracao do teorema mencionado.

Lema 2.1. Se K = K(p) = 2L%J, entio para A > —31In(1 — p.(Z?)) temos que

lim P, { J{we:S(w)=EC em E‘}(}} =1 (2.2.1)

p—0
veZA

Demonstracao. A demonstracao se baseia na técnica da construcao dinamica do aglomerado

que formalizamos na Secao 1.4. Usaremos também a idéia de renormalizacao ja apresentada
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na demonstragao do Teorema 2.1. Como o evento

U{wGQ:SU(w):E em L%}

vEZA

é invariante por translacao, ¢ suficiente mostrar que existe algum p* > 0, tal que para algum
A e para todo p € (0, p*),

P{weQ: Sy(w)=Zem L%} > 0. (2.2.2)

Dizemos que ha uma semente no vértice v € Z% se w, = 1 e w, = 0

Vu € {s € Z¢: ||s —v|| = 1}. Caso exista tal semente, dizemos que o vértice v é o seu
centro. Note que

P,{eziste uma semente no vértice v} = (1 — p)*p, (2.2.3)

e os eventos {eziste uma semente no vértice v} e {eriste uma semente no vértice vy} sao

independentes se ||v; — vq|| > 3.

Considere agora a partigio de Z%, {A,(n) : =z € Z%} que definimos em (2.1.4).
Usaremos letras mintsculas para denotar vértices da rede renormalizada. A idéia é construir,
dinamicamente, uma sequéncia (R, € U C Z%) de variaveis aleatorias {0,1} e uma

sequéncia (D;, E;),7 = 0,1,... de pares de subconjuntos ordenados de Z.

Primeiramente, seja f : N — Z¢ uma ordem fixa dos vértices de Z? e defina
(Do, Ey) = (0,0). Seja xp = 0 a origem de Z¢. Dizemos que R,, = 1 se pelo menos
um dos d(n — 1) vértices no conjunto

Too ={v=(v1,...,09) €Z%:3i € {1,...,d} com v; € {1,...,n—1}

ev; =0,Vj # i}

é o centro de alguma semente, isto ¢, se 3v € T}, com w, =1 e w, = 0, para todo u tal que

|lv — u|| = 1. Caso contrario, dizemos que R,, = 0.

Observe que

P{R,, =1} =1—-P{R,, =1}°=1—PJ{ ﬂ {v ndo é centro de semente}}

’UGTIO
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>1—-PJ{ ﬂ {v nao é centro de semente}}

v, u€Ty,

lo—ull>3

=1- H P,{v néao € centro de semente} (2.2.4)
ol s

=1—[1-p(1—p)*t=5 (2.2.5)

>1—[1—p(1—p)*tsl. (2.2.6)

A Equagao (2.2.4) segue por independéncia e a Equagao (2.2.5) ¢ obtida com a observacao
de que [{v,u € Ty, : |lv —ul| > 3} = L(d_Tl)"J Agora, defina
(DQ U {CC()}, E()) se Rzo = ]_,

2.2.7
(D(), EO U {$0}) se Rxo = 0, ( )

(D1, Ey) = {

e se R,, =1 defina z(x() como o centro de alguma semente pertencente a Ty,.

Suponha que temos o par (D;, E;) definido. Se 9(D;) N E¢ = (), defina
(Djij> = (DZ’EZ)’ Vj > 1,

onde
A ={veZ' veAeIuecAcom ||v—ul|=1}.

Caso contrario, seja x; o primeiro vértice na ordem fixada pertencente a 9(D;) N Ef e defina

y; como sendo qualquer vértice pertencente a D; tal que ||x; —y;|| = 1 (observe que y; = o).

Dizemos que R,, = 1, se pelo menos um dos n — 2 vértices do conjunto
Tri = AIBz N {Z(yl) +jé$i—y¢;j S Z}

é¢ o centro de alguma semente, isto é, se Jv € T, com w, = 1 e w, = 0,
Vu € {s € Z?: ||s —v|| = 1}. Aqui, & denota o vetor unitario de Z? na I-¢sima direcio e
A, = {ly=(1,...,yq) €Z%:2<y; —nz; <n—1,Yi=1,...,d}. Caso contrario, dizemos
que R,, = 0. Note que a maneira como definimos Kx assegura a independéncia da sequéncia
(Ry,, i =0,1,...).

Defina
(D; U{x;}, E;) se Ry, =1,

2.2.8
(Di, E; U{z;}) se Ry, =0, (2.2.8)

(Dz’+17 Ez'+1) = {
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e se R,, =1 defina z(x;) como o centro de alguma semente pertencente a T,.

Com um raciocinio similar ao que fizemos antes, podemos concluir que
Py(Ry, = 1Ry, Vj <i) > 1= [1—p(1—p)*|57.

Fazendo n = L%j, observe que
{1 — [1 — p(1 — p)23ID)] = 1 _ exp(—2)
p—0 3 :

Dessa forma podemos escolher A > —3In(1 — p.(Z29)) grande o suficiente e p* pequeno

suficiente, tal que

3In(1 — p.(29))
3

1—-[1—p(1—p)* |50 > € > 1—exp( ) = pe(2%), ¥p e (0,p7), (2:2.9)
onde C' é uma constante.

Devido as escolhas de A, p e n, temos
Py(Ry, = 1|Ry;, Vj < i) > C > p(2%),Vi€N,

e portanto o processo (R, i = 0,1,...) domina um processo de percolagao de sitios
i.i.d. com parametro estritamente maior que p.(Z9). O Teorema 1.5 implica entdo que
P,{|Uien D;] = 00} > 0 e por construcdo, no evento {|U;en D;| = 0o}, todas palavras podem
ser vistas ao longo de algum caminho auto-evitante (0,vy,vq,...) com v; pertencendo a
alguma semente para todo i € N, como mostraremos a seguir. Portanto, (2.2.2) est& provado
com K(p) = 2L%j.

Quando ocorre o evento {| Uien D;| = oo}, é possivel tomar uma sequéncia de caixas
adjacentes Ay, , Ay, Agy,,..., com x;, = x9 = 0, tal que R(z;;)) = 1,Vj € N, e
2(wy;) — z(ws,_,) = me; para algum m € Z el € {1,...,d}. Isto ¢ sementes em caixas

adjacentes tem os respectivos centros pertencentes a mesma linha. Para simplificar a notagao,
denote x;; by w;.

Dada qualquer palavra £ € Z, defina {y = min{i : § = 1} e [; = min{i > [, : { = 1}
para j > 2. Se l; = 1, defina v; = z(wp); se [ > 1, defina v; = z(w;_1) — &,Vi < [; e
v, = z(wy,_2), onde b é a tnica diregdo tal que o produto interno (e, - z(wp)) é diferente
de zero. Entdo, por construcao, a palavra finita (&,...,&,) é vista ao longo do caminho

(0,v1,...,u,). Defina I(1) como o indice tal que v;, = z(w;q)) (observe que I(1) = 0 se
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Figura 2.2: Em Z2%, um caminho de caizas adjacentes com suas respectivas sementes. Os

vértices representados por “X7 estao wvazios enquanto que os representados por “e” estao

ocupados. Em cada passo damos um salto de tamanho mdzimo igual a 2L%j

h=1lel(l)=11—2sel; >2).

Agora, descrevemos o passo de inducao. Suponha que a palavra finita
(&1,...,&,) seja vista ao longo do caminho (0,vq,...,v;,), Yk > 1. Se lp41 = I + 1, defina
Uy = 2(Wre41); s€ Ly > U + 1, defina v; = 2(wig4i-g,) — Cur gy —wrgyens Vb < 0 < lpi1 e
Vi = 2(Wi(k)4+151-1-1,)- Portanto, por construgao, a palavra finita (£,...,§,,,) é vista ao
longo do caminho (0,v1,...,v,,,). Defina I(k + 1) como o indice tal que v;,,, = z(Wrg+1))
(observe que I(k+1) = I(k) +1se gy =l +1e I(k+1) = I(k) +lps1 — I — 1 se
lpyr > g+ 1).

Dessa forma, construimos o caminho (0,vy,vg,...), de tal maneira que w,, = §;, para

todo ¢ € N. Isso completa a prova do lema. |

Lema 2.2. Se K = K(p) = L%J com A < o5, entdo

lim P, { U {weQ:S(w)=Eem Ef(}} = 0. (2.2.10)

p—0
vEZI

Demonstracao. Para o regime subcritico, com um argumento padrao mostraremos que

K

> o numero de caminhos

para A < (2d)7! a palavra 1 = (1,1,...) ndo percola. Seja o

auto-evitantes de tamanho m comegando a partir da origem no grafo £%, e seja MX o
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nimero de tais caminhos que sdo ocupados. E claro que, se a palavra 1 pode ser vista a
partir da origem, entao existem caminhos ocupados de todos tamanhos comecando a partir

da origem. Isso implica que, Vm € N,

PlweQ:1eSy(w) em LEY < PlweQ: MEW)>1em £}
< E(ME) =pmok < (p2dK)™, ¥m € N.

A segunda desigualdade segue da Desigualdade de Chebyshev, enquanto que a ultima é
consequéncia do fato de que, para se obter um caminho auto-evitante, cada novo passo tem

no maximo 2dK escolhas possiveis. Portanto,
P{weQ:1¢eSy(w) em L4} < lim (p2dK)™.
m—0o0

1

po, entao

Dessa forma, se K <
PlweQ:1€ Sy(w) em L%} =0,

isto é,

PP{U{wGQ:SU(w):E em[g{}}:(),

veZd

Os dois lemas anteriores fornecem o resultado seguinte.

Teorema 2.2. Eziste uma constante Xg € (o, —6In(1 — p.(27))) tal que se K(p) = L%j,

entao
0 se A < Ao,

; . _= d _
;IL%PP{U{WGQ.SU(W>—\_‘€WL£K }—{ L se A > A (2.2.11)

veZ

Demonstragao. Observe que P, { U {weQ:S(w)=Zem 5‘5”}} é crescente em \. Para
P

veZd
ver isso, tome A; < Ay e note que, Vp € (0, 1),

PP{U{wEQ:Sv(w):: emﬁ%l}}gPp{U{weﬁ:Sv(w):: emﬁ%}},

vEZ veZd
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onde K; = L%J Observe também que o evento

U{wEQ:Sv(w):E em L3}

vEZ

é invariante por translacao e portanto tem probabilidade 0 ou 1. Portanto, a prova desse

teorema segue dos Lemas 2.1 e 2.2. |

Observacao: A conclusao do Teorema 2.2 permanece a mesma substituindo o evento
Upezafw € Q @ Sy(w) = Z em LE} por {w € Q : Suo(w) = Z em L4}, No entanto, a
constante )y deve ser diferente.

Considere novamente o evento
Ao(n) ={w € Q: a caiza Ao(n) € boa em w},

onde
AO(n):{y:(ylv7yd)€ZdOSyz§n_1aVZ:17vd}

Observe que no Lema 2.1 fizemos uma construcio mais refinada que no Teorema 2.1. E
razoavel esperar entao que a escala para n(p) em relagao ao evento mencionado acima fosse
maior que aquela dada pelo Teorema 2.2, a fim de que todas as palavras fossem vistas
P, - quase certamente. De fato essa expectativa é confirmada e a observacao que fazemos
abaixo fornece a escala para percolacao de caixas boas.

Observacao: Se n = n(p) = L%J, entao

lse B>d—1,
lim P, {Aop(n)} = & (2.2.12)
p=0 Ose B<d—1.
Para ver isso, considere o seguinte argumento: para i € {1,...,d} defina os eventos

Ci(n) ={weQ:V(l;); coml; € {0,1,...,n—1}eje {l,...,d} — {i}

existe z € L(i, (I;);) tal que w, = 1}

BO (’I’L) - mgzlog)(n) )
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onde, como anteriormente,

L(i,(1j);) ={y € Ao(n) :y; = 1;,Vj € {1,....d} — {i}}

sao as linhas de Ag(n). Observe que Cj(n) é o evento em que todas as linhas de Ag(n)
paralelas ao eixo coordenado na diregao i tem pelo menos um vértice ocupado e By(n) é o
evento em que todas as linhas de Ag(n) tem pelo menos um vértice ocupado. Veja entdo que
o evento {By(n)\Aop(n)} é aquele em que pelo menos uma linha de Ayg(n) é formada apenas

por vértices ocupados. Portanto

P {By(n)\Ao(n)} = Bp{ |J {wa=1 Vae Li}}

LkEQd,n
< dn®'pn, (2.2.13)
e logo
lim P, {By(n)\Ao(n)} = 0. (2.2.14)
p—0

A desigualdade em (2.2.13) segue pois em Agy(n) existem dn?"! linhas e a probabilidade de
cada uma delas ser formada em sua totalidade por vértices ocupados é p".
Como os eventos C}(n) sdo crescentes e equiprovaveis, para todo i € {1,...,d}, o Teorema

1.4 nos da a primeira desigualdade em
[PACH ()} < B{Bo(n)} < P{Cy(n)}. (2.2.15)

A segunda segue por continéncia. Portanto, usando (2.2.14) e (2.2.15) é suficiente provar
(2.2.12) substituindo o evento Ag(n) por Ci(n).
Mas

d—1

PG ()} =[1—(1—p))"
Logo, quando n = n(p) = L%J temos
~ L) = T — (1 — )l Z5mel (=2 -t
lim 7, {Ch(n)} = liy{1 — (1 — )t~

1, se f>d—1,
0,se 0<d—1

T e d—1, f—(d—1)] _
—}géexp[ (—=Blnp)*'p ]
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Como consequéncia dos Lemas 2.1 e 2.2, obtemos precisamente a escala da constante de

truncamento K (p) quando p vai para zero para percolacdo usual.

Corolario 2.1. Eziste uma constante Ao € (55, —2In(1 — p.(29))) tal que se K(p) = L%J,

entao

— 0 se A< N
lim P, weN:1 évista em w em LE a partir de v = 2.2.16
p—0 P {vgd{ k&P }} { 1 se X > A ( )

Demonstracao. E suficiente observar que

P, Q:1 éui c ir d
) U{we 1 € vista em w em L%Japartzr ev}

vEZ

¢é crescente em A e tem probabilidade 0 ou 1, por invariancia translacional. Isso poder ser
visto com o mesmo argumento usado na demonstracao do Teorema 2.2. Pelo Lema 2.2,
temos que \g > % e com uma simples modificacao na prova do Lema 2.1 pode-se mostrar
que

Ao < —2In(1 — p(29)).

Observagdo: Em [15], o autor mostra que limg o 2dp.(Z¢) = 1. Portanto essa constante

Ao deve ser tal que % < dlim drg < 1.
—r 00

2.2.2 Para ver quase todas as palavras

Nosso interesse a partir de agora ¢ estudar a mesma questao discutida acima, porém

agora nosso foco esta no evento

U {weQ: ua(Sy(w)) =1 em LL}.

vezZd
Aqui,
o0
Mo ::I]ﬁﬁa
i=1

onde para cada ¢

vi(1) =1—14(0) = o, para algum 0 < o < 1.
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Nosso interesse ¢ obter um resultado similar ao Teorema 2.2, ou seja, gostariamos de obter

a escala entre a constante de truncamento K (p) e p quando p vai para zero a fim de que

Il)i_r)rtl)Pp{ U {weQ: pa(Sy(w)) =1 em E%}} = 1.

veZ4

Observe que quando o = 0, temos percolacao da palavra 0, e portanto podemos tomar
K = 1. Quando a = 1, temos percolacao da palavra 1 e a escala ¢ dada pelo corolario 2.1.
Para o qualquer, nao sabemos se a escala é diferente daquela dada pelo Teorema 2.2, ou
se apenas a constante )\ deveria mudar. De qualquer maneira, conseguimos um resultado

parcial, que fornece uma cota inferior para K(p) que depende de a.

Teorema 2.3. Seja 0 < o < 1. Entao, para todo e >0 e K(p) < ip—, temos

EB% Pp{ U {weQ: pa(Sy(w)) =1 em E;l(}} = 0. (2.2.17)

vEZ

Demonstracao. Dados € > 0 e Ny € N, considere o subconjunto de palavras
Ai\,o:{feE: )M—a‘ <€,Vn2N0}.
n

Afirmamos que jio(A%,) — 1 quando Ny — oo. Para ver isso, note que, para todo No,

Ay, C Afy,41- Isto implica que

N T A = { U Ajvo} e Ua{AN,} = Ha { U Ajvo} quando Ny — oo. Pela Lei dos

No=1 No=1
Grandes Numeros, para todo € > 0, existe um ng € N tal que,

‘ > i &
n

—a‘<57 Vn > ng,

exceto para £ em um conjunto N tal que p,(N)=0. Isto implica que u,(AS) = 1.

Em A%, , temos

(v —e)n < Zf’i <(a+e)n (2.2.18)

para qualquer n > Ny. Para & € =, denotamos £ = (&,...,¢,). Entdo, para todo n > Ny,

temos

{weQ:Sy(w)NAY, #0 em L } (2.2.19)
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C U {weQ: M ¢vista em w ao longo do caminho v em L},
(w):h\=n
n). 3
3 ’§€ANO
onde a uniao é sobre todos caminhos auto-evitantes de tamanho n em L% que comegam na

origem. Portanto, para todo n > Ny, temos

PweQ: So(w)NAy, #Dem L5 } < Y pZi=ifi(l—p) 2= (2.2.20)

yilvl=n
§<"):5eA§VO

De (2.2.18), temos que
Py{w € Q: Sp(w) N Ay, #0 em L5 } < (2dK)"2"p =" (1 — p)—(otan, (2.2.21)

Portanto, se
4dKp* (1 —p)t—@c < 1, (2.2.22)

entao

Pp{w eQ: S(](U.)) N A?V() = @} = 1, VNO € N. (2223)

at+e—1

Observe que (1 — p) < 2 para p suficientemente pequeno, digamos p < p*. Assim, a

Expressao (2.2.23) continua verdadeira sempre que

1
K<——, V¥ *. 2.2.24
Sgpa=’ PSP ( )
Afirmamos que
P{weQ: Sylw)NAL, =0} =1, Vp<p"

Para ver isto, defina
ZNO = {w eQ: So(CU) N A?Vo = (Z)},

e observe que {Zy, }n,>1 € uma sequéncia decrescente. Isto implica que Zy, | ﬂ ZNy = Zoo

No=1
(&

P{Zs} = lim Po{Zy} =1
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Nos resta mostrar que Z,, = {w € Q: Sp(w) N A, = 0}. Porém, isto segue das implicacoes

we [ Zn, & VN €N, So(w) NAY, =0 & | (So(w) N Af,) =0 Sp(w) NAS, = 0.
No=1 No=1

Portanto,
PAweN: Solw)nA, =0} =1, Vp<p"

Como pq(AS,) = 1, concluimos que
Po{w € Q: pa(So(w)) =1} =0, Vp <p".

Por invariancia translacional temos

Pp{ U {w € e (Sy(w)) = 1}} =0, Vp<p"
vezd
|

Como mencionado anteriormente, gostariamos de provar um teorema similar ao Teorema
2.2. O teorema acima nos da informacao em um sentido, mas nao é suficiente para determinar
a escala correta da constante K(p) quando p vai para zero. No entanto, acreditamos no
seguinte:

Conjectura: Seja 0 < a < 1. Entao, para todo e > 0 e K(p) = L#J’ temos

lim Pp{ U {weQ: pa(Sy(w)) =1 em L'j;l{}} = 1. (2.2.25)

p—0
veZA

Note que, ainda que seja verdadeira a conjectura acima, ela nao determina a escala correta
completamente. Pode-se perguntar entdo, se existe uma constante Ay € (0,00) tal que, se
K(p) = Lp%j, entao

Ose A <A
1 . _ d _ 0
;%pp{ | J{weQ: pa(S,(w) =1 em LL } = { e A> A (2.2.26)

vEZ



Capitulo

3

Ponto Critico e Probabilidade de Percolacao

em Modelos de Longo Alcance

Neste capitulo, que é baseado em [21], estudaremos o comportamento da probabilidade
de percolagao 0(p) em um certo grafo com elos de longo alcance. Esses alcances obedecerao
a uma regra especifica e o interesse principal é verificar como se comporta 6(p) em fungao
desses alcances. Estudaremos também questoes relacionadas ao ponto critico desse grafo
com longo alcance. Em particular, obtemos um teorema que caracteriza esse ponto critico
quando o comprimento dos elos de longo alcance vai para o infinito.

A motivagao para estudar esse assunto vem do seguinte problema, que foi proposto por
E. Andjel.

Considere o grafo G = (Z%, ), d > 2, onde &€ = U2, &, e &, é dado em (1.3.1).
Dada uma sequéncia (p, € [0,1),n € N) considere um modelo de percolagdo de elos
independente onde cada elo de comprimento k esta aberto com probabilidade p,, e assuma
que ) .NPn = 0o. Formalmente, considere o espaco de probabilidade (€2, F,P), onde
0 =1{0,1}%, F é a o-algebra apropriada e P = H@w)e(€ [o(u,0), onde

) 19wy = 1} = Pllu—v|

sao medidas de Bernoulli independentes. Observe que uma aplicacaio do Lema de
Borel-Cantelli nos diz que a origem desse grafo percola com probabilidade 1. Dado K € N,

considere a sequéncia truncada (pg.n)neny em K

) pn se n<K,
PR = 0 se n>K.

20
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Considere também o processo truncado (2, F,Pyx) onde Px = H<u’v>€g KK (up)s €
LK (o) Wy = 1} = P ju—v||- O problema do truncamento ainda em aberto é o seguinte:
é verdade que existe um K inteiro positivo grande o suficiente tal que a origem no processo
truncado (€2, F, Px) ainda percola com probabilidade positiva? Nossa expectativa é de que o
Teorema 3.1, em sua versao para percolacao de elos, possa ajudar a compreender o problema
do truncamento.

Em relagao ao problema acima, ha uma extensa lista de trabalhos dedicados ao assunto
especificamente ou mesmo a assuntos relacionados ao tema. Podemos citar como exemplos
os artigos [5], [8], [9], [22] e [24].

O capitulo se divide da seguinte maneira: na Secao 3.1 apresentaremos as definicoes
necessarias e enunciaremos dois lemas que serao essencias na demonstracao do resultado
principal (Teorema 3.1). Nessa mesma se¢do mostraremos como os lemas implicam na
demonstracao do resultado principal. Na Secao 3.2 apresentaremos as demonstracoes dos

lemas mencionados acima.

3.1 Resultados

Nesta secao apresentaremos um teorema que consideramos ser o resultado principal deste
capitulo. Antes porém, serao necessarias algumas definicoes.

Em primeiro lugar, para k inteiro positivo, considere o grafo GF = (Z4, £, U &), onde &,
¢ definido na Expressao (1.3.1). Note que G* é Z? equipado com os elos de comprimento 1
e elos de longo alcance de comprimento k paralelos a algum eixo coordenado. A Figura 3.1
mostra a estrutura do grafo G3.

Nesse grafo realizamos um processo de percolagao independente da mesma maneira que

fizemos na Secao 1.1 e consideramos a funcao
609" :[0,1] — [0, 1],

onde
Hgk(p) = P{w € Q:v— oo em G}

Observe que G* é um grafo transitivo, e portanto a funcdo ng (p) ndo depende de v e assim
podemos escrever apenas 09" (p) para denotar P,{w € Q: 0 <> co em G*}. Isto é, 9" (p) é a
probabilidade da origem percolar no grafo G*.

De fato, estudaremos a funcao acima em um contexto mais geral e para isso sao necessarias
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Figura 3.1: Estrutura do grafo G* na origem.

outras definicoes. Dado n € N, defina o vetor n-dimensional k= (k1,kay ..., ky), onde
k; € {2,3,...},Vi=1,...,n. Defina também o grafo

GF = (Z%, & U (U Epyoi,))s

isto &, g’3 & 7% equipado com os elos de comprimento 1, ky, k; X ko, ..., k1 X ko X -+ X ky,
paralelos a algum eixo coordenado. Observe que, quando n = 1 e k; = k, o grafo QE é o
grafo G* definido acima.

Fixemos, por um momento, nossa atencdo ao grafo G* e observe que duas perguntas
podem ser feitas imediatamente. Em primeiro lugar, fixado p, o que acontece com Hgk(p)
quando aumentamos o valor da constante k7 Em segundo lugar, poderiamos esperar
algum comportamento assintotico de p.(G*) quando k vai para o infinito? O teorema que
enunciamos a seguir responde a segunda pergunta. A primeira pergunta ainda é um problema

aberto, embora no final do capitulo apresentemos uma conjectura.
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Teorema 3.1. Seja pC(Zd(”“)) o ponto critico de um modelo de percolacao de silios

independente em Z“"tY . Entdo

lim pc(gk) _ pC<Zd(n+1))'

k’i*)OO,Vi

Em particular
lim p.(G") = p(229).

k—o00

Esse resultado fornece uma caracterizacao para o ponto critico de G¥. Sua demonstracao
se torna simples uma vez que estabelecemos os dois lemas que seguem. Novamente, definicoes
adicionais sao necessarias.

Considere o grafo com conjunto de vértices

V = (Z X H{O, ]., ey kn—i—!—l - 1})d
=1

e conjunto de elos
E={(v,u) e VxV;3ie{l,....dln+1)} tal que |v; —u;| =1 e v; = u;,Vj #i}.

Observe que esse grafo é a Laje d(n + 1)-dimensional definida na Se¢ao 1.5. O denotaremos
por SF.

Basicamente, os lemas a seguir fornecem cotas superior e inferior para a probabilidade de
percolacao em Q’; em termos da probabilidade de percolacao nos grafos Sk e 24+ Suas

respectivas demonstragoes serao vistas na proxima secao.
Lema 3.1. Para qualquer p € [0,1], OSE(p) < Hgg(p).
Lema 3.2. Para qualquer p € [0,1], Hgg(p) < 62" (p).
Com os Lemas 3.1 e 3.2 obtemos imediatamente a demonstracao do Teorema 3.1.

Demonstracao do Teorema 3.1.

Os Lemas 3.1 e 3.2 implicam que
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Observando a defini¢ao de p.(.), a desigualdade em (3.1.1) nos diz que
Pe( 21D < po(GF) < pe(SP). (3.1.2)

Como visto na Expressao (1.5.2) (Teorema A de [11]), temos que

—

m_ pe(S*) = pe(24 ). (3.1.3)

kig)OO,Vi

Combinando (3.1.2) e (3.1.3), concluimos que

-

lim _ pe(G*) = p(Z90*Y).

ki—o00,Vi

3.2 Provas dos lemas

Nesta secao apresentaremos as demonstracoes dos lemas mencionados na secao anterior.
Demonstragcao do Lema 3.1.

Com fins meramente didaticos, mostraremos aqui a demonstracao para o cason = 1 e
d = 2. A prova para o caso geral sera exibida logo em seguida.

A idéia da demonstracdo é obter um segundo grafo F*, de tal maneira que F* C G*. Aqui
F* C GF significa que o conjunto de vértices e o conjunto de elos de F* sdo subconjuntos do
conjunto de vértices e do conjunto de elos de G* respectivamente. Feito isso, o proximo passo
¢ mostrar que F* ¢ isomorfo a S*. Como veremos a seguir, isso ¢ suficiente para mostrar o
resultado.

Partindo de G* definimos o grafo F* apagando alguns elos em G*. Mais precisamente,
FF é o grafo (Z2, (& U &) — R(k)) onde

R(k) = {{v,u) €eZ*x7*:3r e {1,2},AN €2,
tais que u, = lk,v, = (lk — 1) e vg = u,, se s F# 1} (3.2.1)

Observe que todos os elos de R(k) tem comprimento 1. Note também que F* é um

subgrafo de G¥, e portanto suas propriedades de conexao sao inferiores as de G*. Isso significa
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que a probabilidade de percolar em F* é no maximo igual & probabilidade de percolar em

G*, ou seja,
07" (p) < 09" (p), Vpel0,1].

(3.2.2)

Nosso trabalho agora se resume a encontrar um isomorfismo entre os grafos F* e S*. Caso

tenhamos sucesso, entao
0% (p) = 67" (). Wp € [0.1].

Isso, juntamente com (3.2.2), conclui a demonstragao do lema.

Para o caso particular em questao, lembre-se que
V(SH) = (Z x {0,1,... k—1})%
Considere entao a seguinte bije¢ao:
7 —7x{0,1,....k—1}

onde

o(v) = ([%j,v mod k;) :

A fungao acima mapeia Z na parede {0,1,... k — 1} x Z. Veja a Figura 3.2.

Figura 3.2: A funcao ¢ mapeia a figura superior na figura inferior.

(3.2.3)

(3.2.4)
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Defina agora a fungao

O:7% = (Zx{0,1,....k—1})°, (3.2.5)
onde
P(v1,v2) = ((v1), P(v2)),
e observe que ® & o isomorfismo desejado entre os grafos F* e S*. |

Demonstragao para o caso geral.

Novamente, gostarfamos de obter um grafo F* de tal maneira que F* C G*. Feito isso,
nosso trabalho serd mostrar que F* é isomorfo a S*.

Partindo de QE definimos o grafo F & apagando alguns elos em QE. Formalmente, F k6o

-

grafo (Z4, (&1 U (U, Exx.xk;)) — UL Ri(k)) onde

Ri(k) = {(vu) € Z*x 7% € {1,...,d}, AN € Z,3€{0,... ki x - x ki1 —1}
tal que U, = lk1k1+j, Uy = ]{?1]{71_1(”{31— 1)+] (326)
e vy = U, Vs £ 1}

Note que todos elos em R; tem comprimento ki X - -+ X k;_1. Como FF & um subgrafo de QE,

obtemos a desigualdade

67" (p) < 6" (p), Vpe0,1]. (3.2.7)

Afirmamos que os grafos F' k& SF sio isomorfos. Para ver isso, considere a funcao
U Z—Zx [[{0.1, . ki — 1}, (3.2.8)
i=1

onde

) v mod k;...ky, v mod kike

M”):(Lkl...knJ’L Sy SuULEER] Sy st N mOdlﬁ)'

De fato a funcao

/A <Z X (ﬁ{o, Lo ki — 1})) : (3.2.9)
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onde

\II<U1, cee 7”(1) = <¢(U1>7 ce 7¢(Ud))7

& um isomorfismo entre os grafos F* e S*. Logo,

05" (p) = 67" (p), Vp € [0,1], (3.2.10)

o que juntamente com a desigualdade em (3.2.7) completa a demonstracao do lema. 1
Demonstracao do Lema 3.2.

Para melhor compreensao nesse momento, apresentaremos a demonstracao para o caso

n=1ed=2. A prova do caso geral sera vista em seguida.

Gostariamos de mostrar entao que, dado qualquer k£ € N,
6% (p) < 6%'(p), ¥p € [0,1].

Ao demonstrar o Lema 3.1, mostramos que os grafos F* e S* sao isomorfos segundo a funcio
®, onde F* & obtido apagando-se alguns elos especificos de G*. Inserindo os respectivos elos
novamente em S*, obtemos um novo grafo, que chamaremos S*, que & isomorfo a G*. Essa

informacao é importante, visto que o que mostraremos de fato é
05 (p) < 07" (p), Vpelo,1].
Formalmente, temos
SP = (V(S"),£(S8%) U R(k)), (3.2.11)

onde
e=(u,v) € R(k) & u==>®u)ev==>(v), e=(u,v) € R(k)
e R(k) é dado na expressao (3.2.1). Aqui, ® é a fungao definida em (3.2.5).
Para o que faremos a seguir, serd necessario comparar dois processos de percolagao
nos grafos Z* e S¥. Para isso, considere a familia de variaveis aleatorias independentes

{ky,v € V(S*)} com distribui¢do de Bernoulli com parametro p. Dado v € V(S¥), dizemos

que v esta ocupado se k, = 1. Caso contrario, dizemos que v estd vazio. Observe que

Pk, =1}y =p=1— Pk, =0}, YocV(S". (3.2.12)
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A partir de agora usaremos um argumento de construcao dinamica do aglomerado.
Faremos essa construcdo em S*, e a funcio que definiremos a seguir ira induzir uma
construcao semelhante em Z4. Fixado p € [0,1], a idéia é que sempre que ocorrer percolagio
em S* também ocorrera percolacio em Z*, isto é, 65" (p) < 0%"(p) Vp € [0, 1].

Podemos escrever cada vértice v € Z* como v = (vy,v9), v; € Z%, i = 1,2. Para cada

y = (y1,y2) € Z?, defina a funcao

h:7* =7 x{0,1,...,k—1}, (3.2.13)
onde

h(y) = (i + L% |, y» mod k). (3.2.14)
Observe que a fungao h é sobrejetiva e mapeia Z? na parede Z x {0,1,...,k — 1}. Veja a

Figura 3.3 para uma representagao quando k = 3.

Figura 3.3: A funcao h mapeia os pontos rotulados com figuras geométricas numeradas em
seus respectivos pontos em Z x {0, 1,2}, representado pelas linhas em destaque.

Defina também a funcao sobrejetiva

H:Z"— (Zx{0,1,....,k—1})% (3.2.15)

onde
H(v) = (h(v1), h(ve)). (3.2.16)
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Seja f : N — £(S*) uma ordem fixa dos elos de S¥. Construiremos agora, indutivamente,
duas sequéncias de pares ordenados I, = (A,,B,) e J, = (C,,D,), onde A, e B, sdo

subconjuntos de vértices de S* e C), e D,, sdo subconjuntos de vértices de Z*.

Faca In = (0,0), Jo = (0,0) e defina

[1 = { (Uo,w), s€ '%Uo = 17

(0,v9), se Ky, =0,

onde vy é a origem de S*.

A construcao dinamica de [, ird induzir a sequéncia .J,. Para isso, seja ug a origem de

Z* e defina
J - (ug, ), se ky, =1,
' (0, up), se Ky, =0.

Definidas as sequéncias I, = (A4,,B,) e J, = (C,,D,), seja e, o primeiro elo da
ordem fixada com um vértice pertencente a A, e o outro vértice, digamos v,,, pertencente
a (A, U B,)°. Denote o vértice pertencente a A, por v; e note que i,, € {0,...,n — 1}.

Definimos
(A, Uwy, By), se k, =1,
]n+1 =
(A,, B,Uuv,), se k,, =0.

Defina
HYz)={ye€Z" H(y) =} (3.2.17)

esejaV, ={y € Z* : ||z — y|| = 1} uma vizinhanga do vértice x, onde ||.|| ¢ dado em (2.1.6).
Defina também wu;, como o vértice examinado no i, - ésimo passo da construcao dinamica.

Tome o tnico u, € H '(v,) N Vi, e defina T, 1, da seguinte maneira:

(CpUuy, Dy), se k,, =1,
Jn+1 -
(Cny Dy Uwy,), se k, =0.

Caso o elo e, nao exista, definimos I, = I e J, = Ji, Vk > n, e a construcao é finalizada.

Considere agora o par [ = (A, B), onde A =U:° A, e B=U;2,B,. Considere também
J = (C,D), onde C = U2 ,C, e D = U2, D,. Com a rotina acima, eventualmente

construimos o aglomerado ocupado A contendo a origem de S*.  Observe que no
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(n + 1)-ésimo passo da construcao dindmica temos que
u, # uj e {(uj,u;1) € E(2*), Vie{0,1,....,n—1}. (3.2.18)

Portanto, a construgdo acima nos permite obter um subconjunto conexo C' do aglomerado

ocupado da origem de Z*.

Finalmente, (3.2.12) e (3.2.18) implicam que
69 (p) = P{|A] = 0o} = B{|C| = 00} < 67 (p), Vp € [0,1].

Isso completa a demonstracao do lema. |
Demonstracao para o caso geral.

Considere agora a demonstracao para o caso geral, onde Eo= (k1,kay oy k),
k;€{2,3,...}, Vi=1,2,...,n. Aidéia geral da demonstracao é a mesma que apresentamos
anteriormente nos cason = 1 e d = 2. Vimos na demonstracao do Lema 3.1 que os grafos F d
e S¥ sdo isomorfos segundo a funcao ¥, onde F k & obtido apagando-se alguns elos especificos
de GF. Considere portanto o grafo

- — —

St = (V(SY), £(S") U (UL, Ri(k))), (3.2.19)

onde R; é dado na expressdo (3.2.6), e note que S¥ ¢ isomorfo a GF. Aqui

Ve Rik) e u=Uu)ev="T), e=(uv) e Rik).

<

e = (u,

Mostraremos agora que

65" (p) <02 (p), Vpelo1]

Defina a familia de varidveis aleatérias independentes {\,,v € V(S8*)} com distribuigao de
Bernoulli com parametro p. De maneira usual, dado v € V(S¥), dizemos que v est ocupado

se \, = 1. Caso contrério, dizemos que v esta vazio. Note que

PAr =1} =p=1—-PfA\, =0} Yve VS, (3.2.20)
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Podemos escrever cada vértice v € Z*™+Y como v = (vy,...,vq), onde v; € Z"*'. Para

cada
Uj = (’U]‘J, e 7Uj,n+1>7

definiremos a fun¢ao sobrejetiva

v 2" = Zx [H0. 1, ki — 1}, (3.2.21)
i=1
de maneira recursiva. Para facilitar a notagao, escreva (v;1,...,Vjn+1) = (Y15 -+, Ynt1)-
Definimos Y(y1, .-+, Ynt1) = (21,...,2041), onde a sequéncia (z;)}f] & obtida

recursivamente da seguinte maneira: defina

Zn+1l = Yna1 mod ]{31 [§] tn+1 = Ly;?_lJ
1
Definidos t;.1 e z;11, definimos z; e t; da seguinte maneira:
i + L .
Zi = (yz + ti—i—l) mod kn—i—?—i € tz = LuJ, Vi = 2, oy n.
kn+2—i
Finalmente, definimos z; = y; + ts.
Defina agora a funcao sobrejetiva
L2z 5 (Zx [J{0.1, . ki — 1), (3.2.22)
i=1
onde
L'(v) = (y(v1), y(v2), .. -, 7 (va)). (3.2.23)

Seja f : N — £(SF) uma ordem fixa dos elos de S*. Construiremos agora, indutivamente,
duas sequéncias de pares ordenados I, = (A,,By,) e J, = (Cn,D,), onde A, e B, sdo

subconjuntos de vértices de SF e C, e D,, sdo subconjuntos de vértices de Z4m+1),

Faga Io = (0,0), Jo = (0,0) e defina

I - { (vo,0), se Ay, =1,

(0,v9), se Ay, =0,

onde vy é a origem de S*.
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A construcao dinamica de [, ir4 induzir a sequéncia .J,,. Para isso, seja ug a origem de
Zdn+1) ¢ defina

(ug, D), se A\, =1,
J =
(0, up), se Ay, =0.

Com as modificacoes Obvias, a partir daqui a construgao é rigorosamente a mesma que
fizemos na demonstracao do caso particular n = 1 e d = 2, com a funcao H definida em
(3.2.16) sendo trocada pela funcdo I' definida em (3.2.23). I

3.3 Uma conjectura

Na segao 3.1 fizemos a seguinte pergunta: o que acontece com a funcao ng(p)
quando aumentamos o valor da constante k7 Poderfamos esperar alguma propriedade
de monotonicidade? Nesta secao apresentamos uma conjectura que, caso seja verdadeira,
responde essa pergunta.

i /

Considere os vetores k = (ki,... ky) e k = (ki,...,k,). Dizemos que k > k se
ki >k, Vi=1,...,n.

— =

Conjectura: Se k> El, entao

i
k

6% (p) > 69" (p), Vpe[0,1].

Essa conjectura em sua versao mais simples, ou seja, quando n = 1, diz que a funcao

09" (p) & ndo decrescente em k.
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