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Resumo

Nesta tese estudamos alguns aspectos de um modelo de percolação de longo alcance em

Zd, d ≥ 2. Esse modelo é uma variação do modelo de percolação independente de sítios

em Zd, onde cada sítio está ocupado ou vazio de maneira independente com probabilidade

p e 1− p respectivamente, p ∈ [0, 1]. Num primeiro momento, consideramos o problema de

percolação de palavras no grafo LdK = (Zd,∪Kn=1En), onde En é o conjunto de elos paralelos a

algum eixo coordenado e de comprimento n ∈ N e uma palavra é um elemento ξ ∈ {0, 1}N.
Obtemos os seguintes resultados:

• ∀p ∈ (0, 1), existe uma constante K = K(p), tal que todas as palavras são vistas em

LdK quase certamente.

• Obtemos a escala correta da constante K(p) quando p vai para zero, a �m de que todas

as palavras sejam vistas quase certamente.

• Obtemos um resultado parcial para a escala da constante K(p) quando p vai para zero,

quando o evento de interesse é ver quase todas as palavras.

Em um segundo momento, estudamos o comportamento da probabilidade de percolação

θG
k
(p) e do ponto crítico pc(Gk) em um modelo de percolação independente de sítios em

Gk = (Zd, E1 ∪ Ek). Obtemos o seguinte resultado:

• lim
k→∞

pc(Gk) = pc(Z2d).

O resultado acima é generalizado para modelos cujos elos de longo alcance tem vários

comprimentos.



Abstract

In this work we study some aspects of a long range percolation model in Zd, d ≥ 2.

This model is a variation of the independent site percolation model in Zd, where each site is

independently occupied or vacant with probability p or 1− p respectively, p ∈ [0, 1]. Firstly,

we consider the problem of percolation of words in the graph LdK = (Zd,∪Kn=1En), where En
is the set of edges of length n ∈ N parallel to some coordinate axis and a word is just an

element ξ ∈ {0, 1}N. We obtain the following results:

• ∀p ∈ (0, 1), there exists a constant K = K(p), such that all words can be seen on LdK
almost surely.

• We obtain the scaling behaviour of K(p) when p goes to zero, so that all words can be

seen almost surely.

• We obtain a partial result for the scaling behaviour of K(p) when p goes to zero, when

the event of interest is to see almost all words instead of all words.

Later, we study the behaviour of the percolation probability θG
k
(p) and the critical point

pc(Gk) in an independent site percolation model in Gk = (Zd, E1∪Ek). We obtain the following

result:

• lim
k→∞

pc(Gk) = pc(Z2d).

The above result is generalized for models whose long range bonds have several lengths.



Introdução

Um dos modelos probabilísticos mais interessantes é o de percolação independente. Esse

modelo é tido por muitos como uma fonte de problemas interessantes, mas não raramente

de difícil solução. Introduzido em 1957 por Broadbent e Hammersley, tinha como objetivo

descrever matematicamente o deslocamento de um �uido por um meio poroso.

Dado um grafo G = (V , E), podemos de�nir um modelo de percolação independente

de sítios em G, atribuindo a cada vértice v ∈ V dois estados distintos, ocupado e vazio.

Esses estados são atribuídos de maneira independente segundo uma variável aleatória com

distribuição de Bernoulli de parâmetro p. Podemos também atribuir aos possíveis estados,

ocupado e vazio, os valores numéricos 1 e 0 respectivamente. Temos assim o espaço amostral

Ω = {0, 1}V e podemos de�nir uma medida produto em Ω, que denotaremos por Pp. Esse

modelo e algumas propriedades são descritos formalmente no Capítulo 1.

Várias variantes desse modelo foram propostas ao longo do tempo e vários pesquisadores

foram atraídos para a área, que teve boa parte dos seus problemas mais intrigantes

resolvidos na década de 80. Nessa tese versaremos sobre uma dessas variantes, a saber

um modelo de percolação de longo alcance. Este modelo é descrito detalhadamente na Seção

1.3. Os Capítulos 2 e 3 são as contribuições originais desta tese e são os temas dos trabalhos

[20] e [21], respectivamente.

No Capítulo 2 estudaremos o problema de percolação de palavras em modelos de longo

alcance. O problema de percolação de palavras foi introduzido por Benjamini e Kesten

em [3], trabalho em que os autores apresentam vários resultados e exemplos interessantes.

Posteriormente, vários outros autores trabalharam nesse problema em contextos diferentes.

Uma palavra é uma sequência binária in�nita ξ ∈ Ξ = {0, 1}N. Por vezes consideraremos

também palavras �nitas (ξ1, ξ2, . . . , ξn), n ∈ N. Nesse contexto, �xada uma con�guração
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ω ∈ Ω, o objetivo é entender em que circunstâncias o conjunto de palavras que são vistas ao

longo de algum caminho em G na con�guração ω é grande em algum sentido.

Considere o grafo Zd = (Zd, E), onde E é o conjunto de elos entre os vizinhos mais

próximos de Zd. Em [3], os autores de�nem Sv(ω), o conjunto das palavras que são vistas

na con�guração ω a partir de v ∈ V ao longo de algum caminho auto-evitante, ou seja, uma

caminho sem interseções e também S∞(ω) =
⋃
v∈V Sv(ω), o conjunto das palavras que são

vistas na con�guração ω a partir de algum vértice ao longo de algum caminho auto-evitante.

Nesse mesmo trabalho eles mostram, entre outros resultados, que

a) Se d ≥ 10, temos

P 1
2
{ω ∈ Ω : S∞ = Ξ em Zd} = 1.

b) Se d ≥ 40, temos

P 1
2

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em Zd}

}
= 1.

Observe que em b), todas as palavras são vistas a partir de um único vértice (que depende

da con�guração) quase certamente.

Um dos nossos objetivos nessa tese é estudar o problema de percolação de palavras

aplicado a modelos de longo alcance. Em particular, estudaremos o problema de percolação

de palavras em Zd, considerando não somente conexões entre vizinhos mais próximos, mas

também conexões de longo alcance. Para isso, seja LdK = (Zd,∪Kn=1En), onde En é o conjunto
de elos paralelos a algum eixo coordenado e de comprimento n ∈ N. O primeiro teorema

que provaremos é o seguinte:

Teorema 1 Para todo p ∈ (0, 1), existe um inteiro positivo K = K(p), tal que

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdK} > 0

ou equivalentemente

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
= 1.

Para demonstrar esse resultado, usaremos uma técnica de renormalização. Observe

que esse teorema não contém informação a respeito do tamanho necessário da constante
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K(p) para que todas as palavras sejam vistas quase certamente. O segundo resultado que

estabeleceremos resolve esse problema e fornece o comportamento assintótico deK(p) quando

p vai para zero.

Teorema 2 Existe uma constante λ0 ∈
(

1
2d
,−6 ln(1− pc(Zd))

)
tal que se K(p) = bλ

p
c,

então

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
=

{
0 se λ < λ0,

1 se λ > λ0.

A demonstração desse teorema é feita em duas partes. Em primeiro lugar, mostraremos

que se λ0 é su�cientemente grande e p∗ é su�cientemente pequeno, então a probabilidade

acima é igual a 1, ∀p ∈ (0, p∗). Esse é o conteúdo do resultado a seguir.

Lema 1 Se K = K(p) = 2bλ
p
c, então para λ > −3 ln(1− pc(Zd)) temos que

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
= 1.

Em seguida mostraremos o seguinte lema:

Lema 2 Se K = K(p) = bλ
p
c com λ < 1

2d
, então

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
= 0.

Combinando os Lemas 1 e 2, obtemos a demonstração do Teorema 2.

Seja ~1 = (1, 1, . . . ). Com uma pequena modi�cação na demonstração do Teorema 2,

obtemos o comportamento assintótico de K(p), quando p vai para zero, quando o evento em

questão é {ω ∈ Ω : ~1 é vista em ω a partir de algum v}.

Corolário 1 Existe uma constante λ0 ∈
(

1
2d
,−2 ln(1− pc(Zd))

)
tal que se K(p) = bλ

p
c,

então

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω :

→
1 é vista em ω em LdK a partir de v}

}
=

{
0 se λ < λ0

1 se λ > λ0.



10

Mudando um pouco a direção em nossa discussão, observe que mesmo que todas as

palavras sejam vistas em um grafo G com probabilidade 0, é possível que quase todas palavras

sejam vistas quase certamente. Aqui quase todas se refere à medida µα =
∞∏
i=1

νi em Ξ, onde

para cada i

νi(1) = 1− νi(0) = α, para algum 0 < α < 1.

Note que sob ν as ξi são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas com

distribuição de Bernoulli com parâmetro α.

Nosso objetivo era obter um teorema similar ao Teorema 2. Entretanto, tivemos sucesso

parcial nessa direção, obtendo o seguinte resultado:

Teorema 3 Seja 0 < α < 1. Então, para todo ε > 0 e K = K(p) < 1
2d

1
pα−ε

, temos

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : µα(Sv(ω)) = 1 em LdK}

}
= 0.

No Capítulo 3, que se baseia em [21], estudaremos o comportamento da probabilidade

de percolação θG
k
(p) e do ponto crítico pc(Gk) em um modelo de percolação independente

de sítios em Gk = (Zd, E1 ∪ Ek). De fato, consideraremos esse problema num contexto mais

geral, que pode ser descrito como a seguir.

Seja ~k = (k1, k2, . . . , kn), ki ∈ {2, 3, . . . }, i = 1, . . . , n. Considere o grafo

G~k = (Zd, E1 ∪ (∪ni=1Ek1×···×ki)),

isto é, G~k é Zd decorado com todos elos de comprimento 1, k1, k1× k2, . . . , k1× k2× · · · × kn
paralelos a algum eixo coordenado. Quando n = 1, temos o grafo Gk mencionado

anteriormente.

O resultado que obtemos diz respeito ao ponto crítico de um modelo de percolação

independente em G~k. Em particular, mostramos que o ponto crítico desse modelo converge,

quando ki →∞,∀i = 1, . . . n, para o ponto crítico de um modelo de percolação independente

em Zd(n+1). Formalmente, mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 4

lim
ki→∞,∀i

pc(Gk) = pc(Zd(n+1)).
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Em seguida gostaríamos de veri�car se existe alguma propriedade de monotonicidade da

função θG
k
(p) na variável k, para p �xo. Em relação a esse problema apresentamos uma

conjectura.
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Capítulo

1
Modelo de percolação e algumas variações

Neste capítulo introduziremos o modelo de percolação independente de sítios. Parte da

notação utilizada nesta tese também será introduzida nesse capítulo, assim como alguns

dos principais resultados da teoria de percolação, que serão utilizados. O capítulo se divide

em cinco seções. Na primeira delas introduziremos o modelo de percolação independente

de sítios e alguns resultados desse modelo. Na segunda e terceira seções apresentaremos

o problema de percolação de palavras e um modelo de longo alcance respectivamente. Na

quarta e quinta seções apresentaremos duas técnicas que serão utilizadas no decorrer desse

trabalho.

1.1 Modelo independente de percolação de sítios

A teoria de percolação foi introduzida por Broadbent e Hammersley (veja [6]) em 1957.

Desde então, a teoria tem sido fonte de problemas interessantes e muitos artigos e livros que

tratam do assunto foram publicados. O propósito original era estudar fenômenos físicos tais

como o �uxo de um �uido através de um meio poroso desordenado.

Um processo de percolação independente de sítios de parâmetro p ∈ [0, 1] é de�nido como

segue. Seja G = (V , E) um grafo in�nito, localmente �nito, conexo, com conjunto de vértices

V (G) = V enumerável e conjunto de elos E(G) = E . Para os nossos propósitos, consideramos

V = Zd, d ≥ 2, e E = {〈x, y〉 ∈ Zd × Zd : ∃! i tal que |xi − yi| = 1 e |xj − yj| = 0, ∀j 6= i}.
A partir de agora, sempre que falarmos sobre o grafo Zd, estaremos, com um certo abuso

de notação, nos referindo ao grafo com conjunto de vértices e conjunto de elos de�nidos

acima. Introduzimos probabilidade neste modelo da seguinte forma: a cada vértice v ∈ V
associamos, de maneira independente, uma variável aleatória ωv, que assume os valores 1 ou

0 com probabilidades p e 1− p respectivamente. Se ωv = 1 dizemos que v está ocupado e se

13
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ωv = 0 dizemos que v está vazio. O espaço amostral é o conjunto Ω = {0, 1}V . Chamamos

Ω de espaço das con�gurações e denotamos um elemento deste espaço por ω = (ωv : v ∈ V).

Resta-nos de�nir uma σ-álgebra apropriada e uma medida de probabilidade. Pode ser

mostrado que os cilindros �nito-dimensionais formam uma semi-álgebra, denotada por C.
Para todo cilindro

C(j, a0, ..., an) = {ω ∈ Ω : ωj+i = ai, 0 ≤ i ≤ n, ai ∈ {0, 1}}

de�nimos

µ : C 7−→ [0, 1],

onde

µ(C(j, a0, ..., an)) =
∏
i:ai=1

p
∏
i:ai=0

(1− p).

Pelo Teorema de Extensão de Hahn Kolmogorov, esta medida µ pode ser extendida de

maneira única a uma medida de probabilidade Pp, de�nida em F = σ(C), ou seja, a

menor σ-álgebra gerada pela semi-álgebra dos cilindros �nito-dimensionais e, além disso,

Pp(A) = µ(A), ∀A ∈ C. Desta forma, construímos um espaço de probabilidade (Ω,F , Pp),
que será utilizado para fundamentação da teoria de percolação.

De�nição 1.1. Um caminho em G é uma sequência (�nita ou in�nita) v1, v2, . . . de vértices

de G tal que,∀i ∈ N, < vi, vi+1 >∈ E. Dada uma con�guração ω ∈ Ω, um caminho é ocupado

em ω se todos os seus vértices estão ocupados em ω.

De�nição 1.2. Um caminho (v1, v2, . . . ) é auto-evitante se vi 6= vj para i 6= j.

De�nição 1.3. Dada uma con�guração ω ∈ Ω, dizemos que o vértice x está conectado ao

vértice y em ω se existe um caminho ocupado (v1, v2, . . . , vk) em ω tal que v1 = x e vk = y,

v1 6= vk. Quando isso ocorre, escrevemos x←→ y.

Observe que a existência de um caminho ocupado conectando os vértices x e y

necessariamene implica a existência de um caminho ocupado auto-evitante com a mesma

propriedade.

Denotamos por Cx(ω) o aglomerado ocupado que contém x, ou seja, o conjunto de vértices

de G, que estão conectados ao vértice x por caminhos ocupados na con�guração ω. Os elos

de Cx(ω) são os elos incidentes aos vértices de Cx(ω). Formalmente escrevemos

Cx(ω) = {y ∈ Zd : y ←→ x em ω}.
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Uma das quantidades principais em percolação é a função θx(p), que representa a

probabilidade de um vértice x pertencer a um aglomerado ocupado in�nito. De�nimos

então

θx : [0, 1]→ [0, 1],

onde

θx(p) = Pp{ω ∈ Ω : |Cx(ω)| =∞}.

Observe que |Cx(ω)| =∞ se, e somente se, existe uma sequência in�nita de vértices distintos

x = v1, v2, . . . tais que < vi, vi+1 >∈ E e vi é ocupado para todo i ∈ N. Quando existe tal

caminho, dizemos que o vértice x percola. Pela invariância translacional de Zd e da medida

Pp, não há perda de generalidade em supor que x é a origem do grafo. Nesse caso, escrevemos

C para o aglomerado da origem e θ(p) em lugar de θ0(p).

Sabemos que o parâmetro pmede a probabilidade de um sítio estar ocupado. Examinemos

o modelos nos casos em que p assume valores extremos. Observe que θ(0) = 0, pois nesse caso

não há sítios ocupados, quase certamente. Em particular, |C(ω)| = 0 quase certamente. Por

outro lado, vemos que θ(1) = 1, pois nesse caso todos sítios estão ocupados com probabilidade

1. Em particular, a origem está conectada a todos os sítios quase certamente.

Um fato intuitivo, porém não trivial, é que a função θ(p) é monótona não decrescente

em p no intervalo [0, 1]. A demonstração desse fato pode ser vista em [12]. Dessa forma, é

natural de�nir

pc = sup{p : θ(p) = 0}.

pc é chamado ponto crítico do modelo e é tal que

θ(p)

{
= 0 se p < pc,

> 0 se p > pc.

Um processo de percolação de elos pode ser de�nido de forma similar à construção acima.

De forma geral, dizemos que o elo e está aberto ou fechado com probabilidade p e 1 − p

respectivamente e as de�nições acima são estabelecidas de maneira análoga. Para uma

descrição detalhada desta construção, veja [12].

Denotamos por psc(G) o ponto crítico de um modelo de percolação de sítios no grafo G
e pec(G) o ponto crítico de um modelo de percolação de elos nesse mesmo grafo. Quando o

contexto estiver claro, omitiremos o índice e denotaremos apenas por pc ou pc(G).

Em Zd, d ≥ 2, é interessante observar a existência de um ponto crítico não trivial, ou
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seja, temos o seguinte teorema, válido para os modelos de percolação de sítios e de elos, e

cuja demonstração pode ser vista em [12].

Teorema 1.1. Se d ≥ 2 então 0 < psc(Zd) < 1.

Para um processo de percolação de elos em Z2, sabe-se que pec = 1
2
(veja Seção 11.3 em

[12]). Esse fato, juntamente com o Teorema 1.33 em [12], garante que

psc(Z2) >
1

2
.

Em [27] foi mostrado que

psc(Z2) ≤ 0, 679492.

De fato, resultados de simulações indicam que

psc(Z2) ≈ 0, 59.

O valor exato de psc não será importante para nós, basta o conhecimento de que 0 < psc < 1.

Um fato digno de menção é que se a origem percola com probabilidade positiva, então

existe aglomerado in�nito quase certamente. Para ver isso considere o evento⋃
x∈Zd
{ω ∈ Ω : |Cx(ω)| =∞},

isto é, o evento existe aglomerado in�nito e a função

ψ : [0, 1]→ [0, 1],

onde

ψ(p) = Pp

{⋃
x∈Zd
{ω ∈ Ω : |Cx(ω)| =∞}

}
.

Note que o evento acima é caudal, pois não depende do estado de qualquer quantidade �nita

de sítios. Temos então, pela Lei 0-1 de Kolmogorov, que ψ(p) = 0 ou ψ(p) = 1. Observe que

ψ(p) ≤
∑
x∈Zd

Pp{ω ∈ Ω : |Cx(ω)| =∞}.
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Logo, se θ(p) = 0, então ψ(p) = 0. Por outro lado, note que

{ω ∈ Ω : |C(ω)| =∞} ⊂
⋃
x∈Zd
{ω ∈ Ω : |Cx(ω)| =∞}.

Portanto

Pp

{⋃
x∈Zd
{ω ∈ Ω : |Cx(ω)| =∞

}
≥ Pp{ω ∈ Ω : |C(ω)| =∞},

e θ(p) > 0 implica que ψ(p) = 1. Dessa forma tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1.2.

ψ(p) =

{
0 se θ(p) = 0,

1 se θ(p) > 0.

A importância do Teorema 1.1 está no fato de que, em duas ou mais dimensões, existem

duas fases distintas do processo de percolação. Se p < pc, ou seja, na fase subcrítica, cada

vértice de Zd está, quase certamente, em um aglomerado ocupado �nito ou vazio. Desta

forma, todos aglomerados ocupados são �nitos ou vazios com probabilidade 1. No entanto,

se p > pc, ou seja, na fase supercrítica, cada vértice está, com probabilidade positiva, em

um aglomerado ocupado in�nito, de forma que existe pelo menos um aglomerado ocupado

in�nito quase certamente.

Em Zd é interessante observar que, se existe aglomerado in�nito, este é único quase

certamente. Para ver isso, considere o evento

Ik(ω) = {ω ∈ Ω : Existem exatamente k aglomerados in�nitos em ω},

0 ≤ k ≤ ∞. Tem-se o seguinte teorema, cuja demonstração pode ser vista na Seção 8.2 de

[12].

Teorema 1.3. Se p é tal que θ(p) > 0, então

Pp{ω ∈ Ω : I1(ω)} = 1.

A seguir apresentamos uma desigualdade importante, provada primeiramente por Harris

(veja [14]).
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Desigualdade FKG

A Desigualdade FKG será utilizada mais tarde nesta tese. A seguir de�nimos o que é

variável aleatória crescente e posteriormente a desigualdade propriamente dita.

De�nição 1.4. Considere ω e ω′ ∈ Ω. Dizemos que ω � ω′ se ω(x) ≤ ω′(x) ∀x ∈ V, isto
é, se cada vértice que está ocupado em ω também está ocupado em ω′.

De�nição 1.5. A variável aleatória X é chamada crescente se X(ω) ≤ X(ω′) sempre que

ω � ω′. Como consequência, o evento A é chamado crescente se sua função indicadora IA

for crescente.

Exemplo 1 Se v1 e v2 são vértices de Zd, então o evento {ω ∈ Ω : v1 ←→ v2 em ω} é
crescente.

Se A e B são eventos crescentes, então, ∀ p ∈ (0, 1), é intuitiva a idéia de que

Pp{A|B} ≥ Pp{A},

pois a ocorrência do evento crescente B na con�guração ω0, necessariamente implica na

existência de sítios abertos e portanto aumenta a probabilidade de ocorrência do evento

crescente A em ω0. É precisamente isso o que diz o resultado abaixo.

Teorema 1.4. Desigualdade FKG

a) Sejam X e Y variáveis aleatórias crescentes com Ep(X
2) <∞ e Ep(Y

2) <∞. Então

Ep(XY ) ≥ Ep(X)Ep(Y ).

b) Sejam A e B eventos crescentes. Então

Pp{A ∩B} ≥ Pp{A}Pp{B}. (1.1.1)

A prova da parte b) do teorema acima é facilmente obtida tomando X = IA e Y = IB.

Para a prova da parte a) veja [12].

Além do modelo de percolação de sítios descrito anteriormente e do modelo de percolação

de elos, cuja principal referência é [12], existem várias outras variantes do modelo de

percolação. A seguir apresentamos duas delas, que serão estudadas mais profundamente

nessa tese.
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1.2 Percolação de palavras

O problema de percolação de palavras foi introduzido por Itai Benjamini e Harry Kesten

em [3]. O problema pode ser formulado da seguinte maneira: como anteriormente, temos

uma grafo G = (V , E) localmente �nito com conjunto de vértices V in�nito enumerável.

Realizamos um processo independente de percolação de sítios neste grafo. Como espaço de

probabilidade, consideramos o mesmo espaço previamente de�nido, ou seja, (Ω,F , Pp), onde
Ω = {0, 1}V , F é a σ-álgebra gerada pelos cilindros em Ω e Pp =

∏
v∈V µ(v) é o produto de

medidas de Bernoulli com parâmetro p.

Denote Ξ = {0, 1}N. Uma sequência binária semi-in�nita ξ = (ξ1, ξ2, . . . ) ∈ Ξ será

chamada uma palavra. Dados uma palavra ξ ∈ Ξ, um vértice v ∈ V e uma con�guração

ω ∈ Ω, introduzimos a seguinte de�nição:

De�nição 1.6. Dizemos que a palavra ξ é vista na con�guração ω a partir do vértice v se

existir um caminho auto-evitante (v = v0, v1, v2 . . . ) tal que ωvi = ξi, ∀i = 1, 2, . . . .

Note que o estado de v é indiferente na de�nição acima. Observe também que no

modelo de percolação descrito anteriormente estávamos interessados em estudar sob quais

circunstâncias a palavra
→
1= (1, 1, . . . ) é vista com probabilidade positiva.

Ao estudar percolação de palavras, no fundo estamos interessados na ocorrência ou não de

caminhos (v0, v1, . . . ) tais que ωvi = ξi, i ≥ 1, para qualquer sequência prescrita (ξi)i≥1 ∈ Ξ.

Gostaríamos também de determinar em que circunstâncias a coleção de sequências ξ que

são vistas é grande em algum sentido que será de�nido posteriormente. Com este intuito

introduzimos a seguinte notação:

Fixados ω ∈ Ω e v ∈ V , considere os conjuntos aleatórios

Sv(ω) = {ξ ∈ Ξ : ξ é vista em ω a partir de v}

e

S∞(ω) :=
⋃
v∈V

Sv(ω) = {ξ ∈ Ξ : ξ é vista em ω a partir de algum vértice}.

O primeiro deles é formado pelas palavras ξ ∈ Ξ que são vistas na con�guração ω a partir

de um vértice v ∈ V �xado. Observe que Sv(ω) está contido no conjunto S∞(ω) e que o

tamanho máximo destes conjuntos é Ξ. Um problema importante então será descrever sob
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quais circunstâncias os eventos

A1 = {ω ∈ Ω : S∞(ω) = Ξ}

e

A2 = {ω ∈ Ω : ∃v ∈ V tal que Sv(ω) = Ξ}

ocorrem quase certamente. Antes de considerar as probabilidades dos eventos acima,

enunciamos a Proposição 2 de [3], que garante a mensurabilidade dos mesmos.

Proposição 1.1. Se G é localmente �nito, então os eventos A1 e A2 são mensuráveis com

relação a F , onde F é a σ- álgebra gerada por {ωv : v ∈ V}.

Em [3], os autores mostram que os eventos A1 e A2 de�nidos acima ocorrem P 1
2
- quase

certamente em um modelo independente de percolação de sítios em Zd para d ≥ 10 e d ≥ 40

respectivamente. Note que no evento A2, o vértice v, a partir do qual se vê todas as palavras,

pode mudar de con�guração para con�guração.

Mesmo que em um grafo G não seja possível ver todas palavras, ou seja, se

Pp{ω ∈ Ω : S∞(ω) = Ξ} = 0, ainda assim seria possível ver quase todas as palavras nesse

grafo. Aqui, quase todas se refere à medida de probabilidade produto µα =
∞∏
i=1

νi em Ξ, onde

para cada i

νi(1) = 1− νi(0) = α, para algum 0 < α < 1. (1.2.1)

Note que sob µα as ξi são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas

com distribuição de Bernoulli com parâmetro α. Desta forma temos de�nido outro espaço

de probabilidade (Ξ,B, µα), onde B é a σ-álgebra gerada pelos cilindros em Ξ. Para toda

ξ ∈ Ξ de�nimos a função

τp : Ξ→ [0, 1]

τp(ξ) = Pp{ω ∈ Ω : ξ é vista a partir de algum v}.

A seguir apresentamos uma proposição importante, cujo enunciado e demonstração

podem ser vistos em [3].
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Proposição 1.2. Se G é localmente �nito, então τp(.) é B-mensurável. Se G = Zd ou uma

árvore localmente �nita, então τp(.) toma somente os valores 0 ou 1.

De�nição 1.7. Dizemos que a palavra ξ percola se τp(ξ) = 1.

Outra obervação importante, cuja demostração pode ser vista em [3], é que em muitos

grafos τp(ξ) não depende de nenhuma quantidade �nita de coordenadas ξ1, ξ2, . . . , ξn. Isto

é, se τp(ξ) > 0, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . ), então τp(ξ̂) > 0, onde ξ̂ = (ξ̂1, ξ̂2, . . . , ξ̂n, ξn+1, . . . ).

Como τp toma somente os valores 0 ou 1, temos τp(ξ̂) = 1 para toda ξ̂ que difere de ξ em

apenas uma quantidade �nita de coordenadas. Sendo assim, τp é uma variável caudal, logo

pela Lei 0-1 de Kolmogorov temos que

µα{ξ : τp(ξ) = 1} = 0 ou 1, ∀α ∈ (0, 1).

Se µα{ξ ∈ Ξ : τp(ξ) = 1} = 1, dizemos que a palavra aleatória percola.

Outro resultado importante pode ser obtido ao considerarmos o conjunto

Λ := {(ξ, ω) : ξ é vista a partir de algum vértice v na con�guração ω}.

Pela Proposição 1 em [3], temos que Λ é um conjunto mensurável segundo a σ-álgebra F×B.
Seja IΛ a função indicadora do conjunto Λ. Temos que

∫
Ξ

∫
Ω

IΛ dPp dµα =

∫
Ξ

τp(ξ)dµα =

∫
{ξ∈Ξ:τp(ξ)=1}

dµα = µα{ξ ∈ Ξ : τp(ξ) = 1}. (1.2.2)

Por outro lado, temos

∫
Ω

∫
Ξ

IΛ dµα dPp =

∫
Ω

µα(S∞(ω))dPp =

∫
{ω∈Ω:µα(S∞(ω))=1}

dPp

= Pp{ω ∈ Ω : µα(S∞(ω)) = 1}. (1.2.3)

Pelo Teorema de Fubini, temos que as expressões em (1.2.2) e (1.2.3) são iguais.

Isto implica que a palavra aleatória percola se, e somente se, um conjunto de palavras

de medida µα igual a 1 pode ser visto a partir de algum vértice em Zd, Pp - quase

certamente. Como dito no início desta seção, mesmo que todas palavras não sejam

vistas Pp - quase certamente, ainda assim quase todas as palavras podem ser vistas



22

Pp - quase certamente. Vejamos os seguintes exemplos:

Exemplo 2 Considere o caso em que G = T = (V , E) é a rede triangular. Nesse caso,

V = Z2 e E = E(Z2) acrescido de um elo diagonal em cada face de T no sentido sudoeste

nordeste. Formalmente, E são os elos entre pares (i1, j1) e (i2, j2) tais que

|i1 − i2|+ |j1 − j2| = 1

ou

i2 = i1 + 1, j2 = j1 − 1.

Nesse grafo temos psc(T ) = 1
2
, e em [16] os autores mostram que a palavra

→
1 não é vista em

T quando p = 1
2
quase certamente. Portanto, temos que

P 1
2
{ω ∈ Ω : S∞(ω) = Ξ em T } = 0.

No entanto, a palavra (1,0,1,0,...) é vista em T quando p = 1
2
quase certamente, veja [28].

De fato, em [18] os autores mostram que, para todo 0 < α < 1, quase todas as palavras são

vistas em T P 1
2
- quase certamente. Aqui quase todas se refere à medida dada na expressão

(1.2.1).

Exemplo 3 Considere um modelo de percolação de elos em Z2. Como pode ser visto

em [12], por exemplo, neste modelo associamos, independentemente, a cada elo e de Zd uma

variável aleatória X(e) tal que

Pp{ω ∈ Ω : X(e) = 1} = p = 1− Pp{ω ∈ Ω : X(e) = 0}.

Nesse caso, o signi�cado da frase �ξ é vista a partir de v� deveria ser que existe um caminho

auto-evitante (v0 = v, v1, . . . ) em Zd, começando em v, tal que X(ei) = ξi, onde ei é o elo

entre os vértices vi−1 e vi. Em Z2 temos pec = 1
2
, e sabe-se que quando p = 1

2
, a palavra

→
1

não é vista em Z2 quase certamente (veja Seção 11.3 de [12]). Portanto,

P 1
2
{ω ∈ Ω : S∞(ω) = Ξ em Z2} = 0.

Poderia se esperar que quase todas as palavras poderiam ser vistas quase certamente em Z2.

Porém esse problema continua em aberto até os dias de hoje.

O lema a seguir, cuja demonstração pode ser vista em [19], é uma ferramenta importante

para decidirmos quando a palavra aleatória percola e tem grande utilidade quando temos
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um grafo G tal que pc(G) < 1
2
.

Lema 1.1. Seja G = (V(G), E(G)) um grafo conexo com conjunto de vértices in�nito

enumerável e considere um modelo de percolação de sítios independente, com parâmetro

p ∈ [0, 1], no grafo G. De�na o evento Zξ(v) = {ω ∈ Ω : ξ é vista em G a partir de v}.
Então, dada qualquer palavra ξ ∈ Ξ e qualquer vértice v0 ∈ V (G), temos que

Pp(Zξ(v0)) ≥ min{Pp(Z→
0
(v0)), Pp(Z→

1
(v0))}. (1.2.4)

Note que, se pc(G) < 1
2
, então ∀p ∈ (pc(G), 1− pc(G)), temos

Pp{ω ∈ Ω :
→
1 é vista a partir de v ∈ V(G)} > 0 (1.2.5)

e

Pp{ω ∈ Ω :
→
0 é vista a partir de v ∈ V(G)} > 0. (1.2.6)

Nesse caso, o Lema 1.1 implica que

Pp{ω ∈ Ω : ξ é vista a partir de v ∈ G} > 0 ∀ξ ∈ Ξ, (1.2.7)

ou equivalentemente,

τp(ξ) = 1 ∀ξ ∈ Ξ, (1.2.8)

isto é,

µα{ξ ∈ Ξ : τp(ξ) = 1} = 1, ∀α ∈ (0, 1). (1.2.9)

O Teorema de Fubini implica então que

Pp{ω ∈ Ω : µα(S∞(ω)) = 1 em G} = 1.

Um caso particular interessante ocorre quando G = Zd, d ≥ 3. Note que

pc(Zd+1) ≤ pc(Zd), pois

{|C(ω)| =∞ em Zd} ⊂ {|C(ω)| =∞ em Zd+1}.

Em [7], Campanino e Russo mostraram que pc(Z3) < 1
2
. Desta forma, temos que

Pp{ω ∈ Ω : µα(S∞(ω)) = 1 em Zd} = 1, d ≥ 3, (1.2.10)
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quando pc(Zd) < p < 1− pc(Zd).
Observe que a Expressão (1.2.10) não implica que

Pp{ω ∈ Ω : S∞(ω) = Ξ} = 1 (1.2.11)

em Zd.
Um exemplo dessa situação pode ser visto em [3], onde os autores constroem um grafo

em que

P 1
2
{ω ∈ Ω : µ 1

2
(S∞(ω)) = 1, S∞ 6= Ξ} = 1.

Note que isso também ocorre na rede Triangular, como visto no Exemplo 2. Talvez o

problema em aberto mais importante em percolação de palavras seja mostrar (1.2.11) quando

d = 3.

A seguir apresentamos o modelo de Percolação de Longo Alcance.

1.3 Percolação de longo alcance

Uma outra variação do modelo independente de percolação usual é o modelo de percolação

independente com longo alcance, o qual descrevemos a seguir. Seja Ld = (V , E) o grafo em

que V = Zd, d ≥ 2, e

E = {〈x, y〉 ⊂ Zd × Zd : ∃!i ∈ {1, . . . , d} tal que xi 6= yi e xj = yj,∀j 6= i},

isto é, E é formado por todos os elos de longo alcance em todas direções paralelas a algum

eixo coordenado. De�na

Ek = {〈v, u〉 ∈ Zd × Zd : ∃!i ∈ {1, . . . , d} tal que |vi − ui| = k e vj = uj,∀j 6= i}, (1.3.1)

isto é, o conjunto dos elos paralelos a algum eixo coordenado e de comprimento k, e considere

o grafo LdK = (Zd,∪Kn=1En). Observe que, LdK pode ser obtido a partir de Ld apagando todos
os elos cujos comprimentos são maiores que K.

Consideremos o problema de ver palavras em Ld, d ≥ 1. A�rmamos que

Pp{ω ∈ Ω : µα(S∞(ω)) = 1 em Ld} = 1, ∀p ∈ (0, 1).

Para ver isso veri�caremos que τp(ξ) = 1, ∀ξ ∈ Ξ e ∀p ∈ (0, 1). De fato, mostraremos que
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τp(ξ) = 1 ∀ξ ∈ Ξ e ∀p ∈ (0, 1) no grafo L1, o que implica a a�rmação anterior. Aqui, L1 é o

grafo com conjunto de vértices V = Z e conjunto de elos

E = {〈x, y〉 ∈ Z× Z : x 6= y}.

Dado m ∈ N,m ≥ 2 �xo , considere o evento

Bj = {ω ∈ Ω : ∃v1 e v2 ∈ [m(j − 1),mj) tais que ωv1 = 1 e ωv2 = 0}, j ∈ N.

Um cálculo simples mostra que

Pp{Bj} = 1− (1− p)m − pm ≡ c(p) > 0, ∀j ∈ N, ∀p ∈ (0, 1).

Como os eventos B′js são independentes e∑
j

Pp{Bj} =
∑
j

c(p) =∞,

podemos fazer uso do Lema de Borel Cantelli e concluir que

Pp{ω ∈ Ω : Bj in�nitas vezes} = 1. (1.3.2)

Pode-se veri�car que a equação acima implica que τp(ξ) = 1, ∀ξ ∈ Ξ. Portanto, pelo

Teorema de Fubini, temos que

Pp{ω ∈ Ω : µα(S∞(ω)) = 1 em Ld} = 1, ∀p ∈ (0, 1).

De fato, a Equação (1.3.2) implica que

Pp{ω ∈ Ω : S∞(ω) = Ξ em Ld} = 1, ∀p ∈ (0, 1).

Em [19] foi conjecturado se a in�nitude do tamanho dos elos é essencial para que a

probabilidade acima seja total? Nesse mesmo trabalho (veja Teorema 1), o autor mostrou

que, ∀d ≥ 2, ∀p ∈ (0, 1) existe um número inteiro positivo K = K(p), tal que

Pp

{⋃
v∈V

{ω ∈ Ω : ξ é vista em LdK a partir de v}

}
= 1, ∀ξ ∈ Ξ. (1.3.3)
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A Equação (1.3.3) diz que, dada uma palavra ξ ∈ Ξ qualquer, esta pode ser vista em LdK
a partir de algum vértice v ∈ V , em um conjunto de con�gurações de probabilidade 1. Ou

seja, τp(ξ) = 1, ∀ξ ∈ Ξ e pelo Teorema de Fubini

Pp{ω ∈ Ω : µ(S∞(ω)) = 1 em LdK} = 1, (1.3.4)

isto é, quase todas as palavras são vistas em LdK .

Como observado anteriormente, a Equação (1.3.4) não implica que

Pp{ω ∈ Ω : S∞(ω) = Ξ em LdK} = 1, (1.3.5)

isto é, que todas as palavras são vistas quase certamente, mesmo para outro valor da

constante K.

No próximo capítulo mostraremos a veracidade da Equação (1.3.5), respondendo a

pergunta feita em [19]. Mostraremos que, para d ≥ 2,

Pp{ω ∈ Ω : ∃v ∈ V tal que Sv(ω) = Ξ em LdK} = 1.

Ou seja, provaremos que dado qualquer p ∈ (0, 1), existe K = K(p) ∈ N tal que, se

apagarmos todos elos com tamanhos maiores queK, ainda assim podemos ver todas palavras

simultaneamente, a partir de um único vértice, quase certamente. Tal resultado também foi

obtido de modo independente por G. Grimmett (veja [13]).

1.4 Construção dinâmica do aglomerado da origem

Nos Capítulos 2 e 3 desta tese utilizaremos a técnica conhecida como Construção

Dinâmica do Aglomerado. Nesta seção apresentamos essa técnica e a demonstração de

um teorema importante. A demonstração é baseada em [11]. Antes disso, porém, é

necessário construir um acoplamento de todos processos de percolação de sítios em um

único espaço amostral. Para isso, seja (f(v) : v ∈ Zd) uma família de variáveis aleatórias

independentes com distribuição uniforme no intervalo [0, 1] e Ω+ = [0, 1]Z
d
. De�na F+ a

σ-álgebra apropriada e denote por P+ a medida de probabilidade produto de uniformes em

[0, 1]. Enquanto p percorre todo o intervalo [0, 1] podemos descrever todos os processos de
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percolação da seguinte maneira. Se 0 ≤ ρ ≤ 1, de�na a função

ηρ : Zd → {0, 1},

onde

ηρ(v) =

{
1 se f(v) < ρ,

0 se f(v) ≥ ρ.

Dizemos que o vértice v está ρ -ocupado se ηρ(v) = 1 e ρ -vazio se ηρ(v) = 0. O vetor

ηρ(v) tem componentes independentes e distribuição marginal dada por

P{ηρ(v) = 0} = 1− ρ, P{ηρ(v) = 1} = ρ.

Pode-se utilizar o espaço de probabilidade (Ω+,F+, P+) para realizar diferentes processos

de percolação num mesmo espaço. É claro que ηρ1(v) ≤ ηρ2(v) sempre que ρ1 ≤ ρ2. Isso

signi�ca que podemos comparar dois processos de percolação com parâmetros ρ1 e ρ2 de tal

forma que o conjunto de vértices ocupados do primeiro seja um subconjunto do conjunto de

vértices ocupados do segundo.

Para de�nir o processo de construção dinâmica do aglomerado ocupado da origem,

introduzimos a seguinte de�nição.

De�nição 1.8. Sejam G = (V , E) grafo qualquer e A ⊆ G. O bordo externo de A é de�nido

como

∂A = {v ∈ V − A : ∃u ∈ A tal que 〈u, v〉 ∈ E}.

Seja I um subconjunto in�nito conexo de V e F = (I,D), onde D é o conjunto de elos

incidentes aos vértices de I. Considere também e1, e2, e3, . . . uma ordem �xa nos elos do

grafo F . Considere uma função qualquer

g : V → {0, 1},

onde, ∀v ∈ V ,

g(v) =

{
1, se v está ocupado,

0, se v está vazio.

A partir desta função podemos construir indutivamente uma sequência de pares

ordenados Sn = (An, Bn) de subconjuntos de V da seguinte maneira:

S0 = (∅, ∅),
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S1 =

{
({v1}, ∅), se g(v1) = 1,

(∅, {v1}), se g(v1) = 0,

onde v1 é a origem de F . Uma vez de�nido Sr = (Ar, Br) para r = 0, 1, . . . , t, de�nimos St+1

considerando dois casos.

Caso 1. Caso exista, seja et o primeiro elo da ordem �xada com um vértice pertencente

a At e o outro vértice, digamos vt+1, pertencente a (At ∪Bt)
c. Então de�nimos

St+1 =

{
(At ∪ {vt+1}, Bt), se g(vt+1) = 1,

(At, Bt ∪ {vt+1}), se g(vt+1) = 0.

Caso 2. Se o vértice vt+1 de�nido no Caso 1 não existe, de�nimos St+1 = St.

De�na S = (A,B) onde A = ∪∞t=1At e B = ∪∞t=1Bt. Observe que, caso a origem esteja

ocupada, eventualmente construímos o aglomerado aberto A contendo a origem e contido

em F . Note também que B = ∂A em F .
A rotina acima produz uma sequência in�nita J = (S0, S1, ...) e além disso examina os

valores de g(v1), g(v2), . . . . A mesma rotina pode ser usada quando g(v) for uma variável

aleatória, e nesse caso a sequência J é aleatória. De�nindo, para t = 0, 1, ...,

α(J , t) =

{
µ(g(vt+1)) = 1|S0, S1, . . . , St), se vt+1 existe,

1, caso contrário,

onde µ é a medida de probabilidade associada com as variáveis aleatórias g(v1), g(v2), . . . ,

obtemos o seguinte teorema:

Teorema 1.5. (G. Grimmett e J. Marstrand, (1990)) Suponha que G é um subconjunto

in�nito conexo de Zd e que existe γ tal que γ > pc(G) e

α(J , t) ≥ γ para todo J e t. (1.4.1)

Então

µ{|A| =∞} > 0.

Demonstração. Seja {f(v) : v ∈ Zd} uma coleção de variáveis aleatórias independentes

com distribuição uniforme no intervalo [0, 1]. Considere o seguinte processo I com medida

produto associada P , a mesma de�nida no início dessa seção. Declare a origem de Zd verde
se f(0) ≤ µ(g(0) = 1), e vermelha caso contrário. Se a origem for vermelha, terminamos

o processo. Se a origem for verde, encontre o primeiro elo e1 da ordem �xada incidente
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à origem, e declare seu outro vértice v2 verde se f(v2) ≤ µ(g(v2) = 1|S1 = σ1), onde

σ1 = (A1, B1), e A1 = {0} e B1 = ∅. Este processo é iterado passo a passo da maneira

descrita antes do Teorema 1.5. O passo geral consiste em declarar vt+1 (se existir) verde se

f(vt+1) ≤ µ(g(vt+1) = 1|Si = σi para 0 ≤ i ≤ t),

e vermelho caso contrário, onde σi = (Ai, Bi) é o vetor que consiste do conjunto Ai de vértices

verdes e do conjunto Bi de vértices vermelhos após a consideração de vi. Seja A = ∪∞t=1At o

aglomerado de vértices verdes, com bordo externo ∂A = B = ∪∞t=1Bt em G. Segue de (1.4.1)

que todo vértice em B é γ-fechado. O aglomerado Cγ de vértices γ-aberto da origem não

pode interceptar B e portanto é um subconjunto de A. Por outro lado, temos que γ > pc(G)

e portanto existe uma probabilidade estritamente positiva de Cγ ser in�nito, e portanto

P{|Cγ| =∞} > 0.

Como {|Cγ| =∞} ⊂ {|A| =∞}, temos

P{|A| =∞} > 0.

Como os processos J e I tem a mesma distribuição, o resultado segue.

A grande virtude dessa construção é que ela nos permite veri�car se a origem percola ou

não mesmo num modelo onde não existe independência.

1.5 Percolação em Lajes

O teorema que enunciaremos a seguir é devido a Grimmett e Marstrand (veja [11] ou

Seção 7.2 de [12]). Antes precisamos de algumas de�nições.

Dado um grafo G, de�na

θGv (p) ≡ Pp{ω ∈ Ω : |Cv(ω)| =∞ em G}.

De�na também

B(n) = {x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Zd : |x| ≤ n},

onde |x| = max
i
|xi|.

Seja d ≥ 3. Chamamos de laje de espessura k o grafo Sk = (V(Sk), E(Sk)) com conjunto
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de vértices

V(Sk) = {x ∈ Zd : 0 ≤ xj < k, j > 2}

e conjunto de elos

E(Sk) = {〈x, y〉 ∈ V(Sk)× V(Sk) : ∃! i tal que |xi − yi| = 1 e |xj − yj| = 0, ∀j 6= i}.

Observe que nesse grafo temos apenas elos entre vizinhos mais próximos, ou seja, elos de

alcance 1. Note também que Sk é um grafo transitivo e portanto podemos escrever θG(p)

em lugar de θGv (p). Com um certo abuso de notação, quando escrevermos Sk estamos nos

referindo ao grafo com conjunto de vértices e conjunto de elos mencionados acima.

Observe que V(Sk) pode ser escrito como

V(Sk) = Z2 × {0, . . . , k − 1}d−2

e que

V(Sk) ⊆ V(Sk+1) ⊆ · · · ⊆ Zd. (1.5.1)

Pela continência expressa em (1.5.1) temos

θS
k

(p) ≤ θS
k+1

(p) ≤ · · · ≤ θZ
d

(p),

logo

pc ≤ · · · ≤ pc(Sk+1) ≤ pc(S
k),

onde pc = pc(Zd). Isto é, (pc(Sk))k≥1 é uma sequência monótona decrescente e limitada

inferiormente, e portanto convergente com lim
k→∞

pc(Sk) ≥ pc. A desigualdade contrária é

consequência do próximo teorema, cuja demonstração pode ser vista em [11]. Nesse teorema,

F ⊂ Zd e F = (F,E), onde E é o conjunto de elos incidentes aos vértices de F .

Teorema 1.6. Seja d ≥ 2 e F um subconjunto in�nito de Zd com pc(F ) < 1. Para cada

η > 0, existe um inteiro positivo k tal que

pc(2kF +B(k)) ≤ pc + η.

Tomando F = Z2, observe que 2kF +B(k) é uma translação de S2k. O teorema acima

implica que lim
k→∞

pc(Sk) ≤ pc. Temos portanto que
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lim
k→∞

pc(Sk) = pc. (1.5.2)

O resultado expresso em (1.5.2) será usado fortemente na Seção 3.1 do Capítulo 3.



Capítulo

2
Percolação de palavras em modelos de longo

alcance

Neste capítulo, que se baseia em [20], apresentamos os resultados obtidos relacionados

ao problema de percolação de palavras. Em particular, mostramos que, dado p ∈ (0, 1), o

evento ⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

ocorre Pp - quase certamente para alguma constante K = K(p). Estabelecemos também

alguns resultados sobre o comportamento assintótico deK(p) como uma função do parâmetro

p quando p vai para zero.

O capítulo se divide da seguinte maneira. Na Seção 2.1 mostramos que, dado p ∈ (0, 1),

existe uma constante K(p) tal que todas as palavras podem ser vistas com probabilidade

1 no grafo truncado LdK . A Seção 2 se divide em duas subseções. Na primeira delas, o

resultado principal estabelece a escala correta entre a constante K(p) e p quando p vai para

zero. Outros resultados também são apresentados nessa subseção. Na segunda subseção

mostramos um resultado parcial para a escala entre a constante de truncamento K(p) e

p quando p vai para zero, mas nesse caso o interesse é em ver quase todas as palavras

Pp - quase certamente e não todas as palavras.

2.1 Todas palavras podem ser vistas

Em geral, o problema de ver todas as palavras é signi�cativamente mais difícil do que o

de ver quase todas as palavras. Como vimos na Seção 1.3 do Capítulo 1, sabe-se que para

32
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d ≥ 3, quase todas as palavras são vistas em Zd P 1
2
- quase certamente, ou seja

P 1
2
{ω ∈ Ω : µ 1

2
(S∞(ω)) em Zd} = 1.

No entanto, em [3], como mencionado anteriormente, os autores mostram que o evento⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ}

ocorre P 1
2
- quase certamente em um modelo independente de percolação de sítios em Zd

para d ≥ 10. Contudo, quando 3 ≤ d < 10 não se sabe se todas as palavras são vistas quase

certamente (veja Teorema 1 e o Problema Aberto 2 em [3]). Para outra ilustração, veja o

Exemplo 2 no Capítulo 1.

Outro exemplo interessante é obtido considerando o grafo (Z2)∗, chamado de grafo Pacote

Fechado, que é obtido a partir de Z2 acrescentando as duas diagonais em cada uma de suas

faces. Sabe-se que psc((Z2)∗) = 1 − psc(Z2) < 1
2
. Em [17], prova-se que nesse grafo todas

palavras são vistas Pp - quase certamente, para p ∈ ((1− psc(Z2), psc(Z2)).

A partir de agora, consideramos o problema de ver todas as palavras em um modelo de

percolação de longo alcance em Zd. Como vimos na Seção 1.3, em [19] foi mostrado que

∀d ≥ 2, ∀p ∈ (0, 1) existe um número inteiro positivo K = K(p), tal que

Pp

{⋃
v∈V

{ω ∈ Ω : ξ é vista em LdK a partir de v

}
= 1, ∀ξ ∈ Ξ. (2.1.1)

Como visto no Capítulo 1, este fato juntamente com uma aplicação do Teorema de Fubini

nos diz que quase todas as palavras, segundo a medida µα, α ∈ (0, 1), são vistas Pp - quase

certamente. Nesse mesmo trabalho o autor conjecturou se valeria um resultado mais forte,

ou seja, se para todo p ∈ (0, 1), existe K = K(p) ∈ N tal que

Pp{ω ∈ Ω : ∃v ∈ V tal que Sv(ω) = Ξ em LdK} = 1, (2.1.2)

isto é, se todas as palavras podem ser vistas Pp - quase certamente.

Questões similares são consideradas em [10], mas no grafo L1
K , ou seja, quando d = 1.

Nesse trabalho os autores mostram, entre outros resultados, que

Pp{ω ∈ Ω : µ(S∞(ω)) = 1 em L1
2} = 0. (2.1.3)



34

Em d = 1, ainda é um problema em aberto veri�car se, dado p ∈ (0, 1), existe uma constante

K(p) tal que a Expressão (2.1.1) seja verdadeira ou se

Pp{ω ∈ Ω : µ(S∞(ω)) = 1 em L1
K} = 0,∀K ∈ N.

O teorema que provaremos nos diz que, para d ≥ 2, dado p ∈ (0, 1) qualquer, existe um

inteiro positivoK, que depende de p, tal que podemos ver todas as palavras no grafo truncado

LdK , Pp - quase certamente, respondendo à pergunta em [19]. O teorema também nos diz

que todas as palavras podem ser vistas nesse grafo num conjunto de con�gurações ω de

probabilidade 1, a partir de um único vértice que depende da con�guração ω.

Provaremos esse teorema usando uma técnica de renormalização em uma escala. A

demonstração consiste em particionar Zd em caixas de tamanho �xo M , e de�nir um evento

especí�co associado a estas caixas. Se esse evento ocorre na con�guração ω, dizemos que a

respectiva caixa é boa nessa con�guração. Fazendo M arbitrariamente grande, mostraremos

que a probabilidade desse evento é arbitrariamente próxima de 1. Desta forma, se as caixas

boas percolam, espera-se a ocorrência de outro evento particular, que neste caso é o evento

{S0 = Ξ}. De maneira formal, temos o seguinte resultado

Teorema 2.1. Para todo p ∈ (0, 1), existe um inteiro positivo K = K(p), tal que

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdK} > 0

ou equivalentemente

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
= 1.

Demonstração. Dados n ∈ N e x = (x1, . . . , xd) ∈ Zd, seja

Λx(n) = {y = (y1, . . . , yd) ∈ Zd : 0 ≤ yi − nxi ≤ n− 1,∀ i = 1, . . . , d} (2.1.4)

a caixa hipercúbica de lado n. Para todo n ∈ N o conjunto de caixas {Λx(n) : x ∈ Zd} forma

uma partição de Zd.
Considere a rede renormalizada, isomorfa ao grafo Zd, cujos vértices são as caixas

{Λx(n) : x ∈ Zd}. Dada uma con�guração ω ∈ Ω, declaramos uma caixa como �boa� se

todas suas linhas tem pelo menos um vértice ocupado e um vértice vazio nessa con�guração.
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Para ser preciso, a caixa Λx(n) será �boa� se, para todo i ∈ {1, . . . , d} e para toda sequência

�nita (lj)j com lj ∈ {0, . . . , n− 1} e j ∈ ({1, . . . , d} − {i}) existem u, v ∈ L(i, (lj)j) tais que

ωu = 1 e ωv = 0, onde

L(i, (lj)j) = {y ∈ Λx(n) : yj = lj + n.xj, ∀j ∈ {1, . . . , d} − {i}}

são as linhas de Λx(n). Seja Qd,n o conjunto cujos elementos são as linhas da caixa

hipercúbica de tamanho n em dimensão d. Observe que |Qd,n| = dnd−1. De�na uma ordem

qualquer em Qd,n e denote seus elementos por Lk, k = 1, . . . , dnd−1.

Considere os eventos

Ax(n) = {ω ∈ Ω : a caixa Λx(n) é boa em ω}, ∀x ∈ Zd.

Como as caixas são disjuntas, todos eventos da coleção {Ax(n) : x ∈ Zd} são independentes

e além disso tem a mesma probabilidade. Uma cota inferior para essa probabilidade é dada

por

Pp{A(n)} = 1− Pp{A(n)c}

= 1− Pp

 ⋃
Lk∈Qd,n

{ωv = 1∀v ∈ Lk} ∪ {ωv = 0∀v ∈ Lk}


≥ 1− dnd−1(pn + (1− p)n). (2.1.5)

Tomando o limite quando n→∞ na Expressão (2.1.5), temos que

lim
n→∞

Pp{A(n)} = 1, ∀p ∈ (0, 1).

Fixado p ∈ (0, 1), seja N = N(p) = min{n ∈ N : Pp(A(n)) > pc(Zd)}. Sendo

assim, a origem da rede renormalizada percola com probabilidade estritamente positiva.

Isto signi�ca que, com probabilidade estritamente positiva, existe um caminho in�nito

(Λx0(N),Λx1(N),Λx2(N), . . . ) de vértices �bons� renormalizados, com

xk = (xk,1, . . . , xk,d) ∈ Zd, ‖xk+1 − xk‖ = 1,∀k ∈ N,
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e x0 = (0, . . . , 0). Aqui

‖x− y‖ =
d∑
i=1

|xi − yi|. (2.1.6)

A Figura 2.1 mostra uma con�guração onde ocorre um caminho de caixas boas.

Observe que podemos ver todas as palavras simultâneamente ao longo desse caminho.

Para ver isso formalmente, mantenha �xa uma con�guração ω ∈ Ω onde este caminho in�nito

(Λx0(N),Λx1(N),Λx2(N), . . . ) de caixas boas ocorre.

Figura 2.1: Em Z2, um caminho de caixas boas em cinza. Os vértices representados por �×�
estão vazios enquanto que os representados por �•� estão ocupados. Em cada passo damos
um salto de tamanho máximo igual a 2N(p)− 1

Dada qualquer palavra ξ = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ Ξ, podemos ver seus dígitos ao longo de

algum caminho γ = 〈v0 = 0, v1, v2 . . . 〉 começando na origem da rede original. Para ver isso,

de�nimos v0 como sendo a origem e os outros vértices são de�nidos indutivamente. Note

que vj = (vj,1, vj,2, . . . , vj,d), ∀j ∈ N. Dado o vértice vk−1 ∈ Λxk−1
(N), seja ik ∈ {1, . . . , d}

o único inteiro tal que |xk−1,ik − xk,ik | = 1. Como a caixa Λxk(N) é boa, existe pelo menos

um vértice v ∈ Λxk(N) ao longo da linha L(ik, (lj)j) tal que lj = vk−1,j, ∀j 6= ik e tal que

ωv = ξk. Escolha um desses vértices e o chame de vk. Observe que vk−1 e vk pertencem à

mesma linha e ‖vk−1 − vk‖1 ≤ 2N − 1,∀k ∈ N.
Portanto, por esta construção, na con�guração �xa ω, temos que ξk = ωvk , ∀k ∈ N. Desta
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forma, fazendo K(p) = 2N(p)− 1 temos que

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdK} > 0.

Observe que ⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

é o evento em que todas as palavras podem ser vistas em Ldk a partir de algum vértice

v ∈ Zd. Observe que esse evento é invariante por translação, e portanto, por ergodicidade

tem probabilidade 0 ou 1.

Como ⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK} ⊃ {ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdK},

temos

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
≥ Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdK} > 0.

Logo, segue a segunda a�rmação do teorema.

Observação: A título de ilustração, considere o caso d = 2. Estimativas simples mostram

que

P1/2{Λ(6) é boa } > pc(Z2).

Portanto, pela continuidade da Expressão 2.1.5, podemos inferir que, existe ε > 0 tal que,

para p ∈ (1/2− ε, 1/2 + ε), temos Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em L2
11} > 0.

Podemos supor a partir de agora que

K(p) = min{L ∈ N : Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdL} > 0},

ou seja, K(p) é a menor constante de truncamento tal que o Teorema 2.1 vale. Na próxima

seção, estaremos interessados em estudar o comportamento assintótico de K(p) como função

de p.



38

2.2 Qual a escala da constante K(p) quando p vai para zero?

Nesta seção estudaremos o comportamento assintótico da constante de truncamentoK(p)

quando p vai para zero. Problemas desse tipo têm sido amplamente estudados, por exemplo,

em [1], os autores determinam a escala correta para o ponto crítico do modelo de percolação

Bootstrap 2D quando p vai para zero. Em um primeiro momento, gostaríamos de veri�car

esse comportamento quando o interesse é ver todas as palavras. Posteriormente, estudaremos

o caso em que o interesse é ver quase todas as palavras.

2.2.1 Para ver todas as palavras

Passamos a estudar agora o problema de encontrar a escala correta entre K(p) e p quando

p vai para zero ou quando p vai para um. Ou seja, dado um valor pequeno ou grande de

p, esta escala nos dá uma idéia do tamanho necessário de K = K(p), a�m de que todas as

palavras sejam vistas a partir da origem com probabilidade estritamente positiva em LdK .
Observe que a constante K(p) é simétrica em torno de p = 1

2
, ou seja, se p > 1

2
temos

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdK} = P1−p{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdK}.

Portanto, sem perda de generalidade podemos considerar o caso p ∈ (0, 1
2
]. Também é

intuitiva a idéia de que K(p) é não crescente no intervalo (0, 1
2
] e atinge seu mínimo em

p = 1
2
, pois nesse caso não há predominância de 0's ou 1's.

É natural esperar que K(p) vai para in�nito quando p vai para zero. O próximo teorema,

além de con�rmar isso, fornece a escala correta entre K(p) e p. Os dois lemas a seguir são

utilizados na demonstração do teorema mencionado.

Lema 2.1. Se K = K(p) = 2bλ
p
c, então para λ > −3 ln(1− pc(Zd)) temos que

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
= 1. (2.2.1)

Demonstração. A demonstração se baseia na técnica da construção dinâmica do aglomerado

que formalizamos na Seção 1.4. Usaremos também a idéia de renormalização já apresentada
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na demonstração do Teorema 2.1. Como o evento⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

é invariante por translação, é su�ciente mostrar que existe algum p∗ > 0, tal que para algum

λ e para todo p ∈ (0, p∗),

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) = Ξ em LdK} > 0. (2.2.2)

Dizemos que há uma semente no vértice v ∈ Zd, se ωv = 1 e ωu = 0

∀u ∈ {s ∈ Zd : ||s − v|| = 1}. Caso exista tal semente, dizemos que o vértice v é o seu

centro. Note que

Pp{existe uma semente no vértice v} = (1− p)2dp, (2.2.3)

e os eventos {existe uma semente no vértice v1} e {existe uma semente no vértice v2} são

independentes se ‖v1 − v2‖ ≥ 3.

Considere agora a partição de Zd, {Λx(n) : x ∈ Zd} que de�nimos em (2.1.4).

Usaremos letras minúsculas para denotar vértices da rede renormalizada. A idéia é construir,

dinamicamente, uma sequência (Rx, x ∈ U ⊂ Zd) de variáveis aleatórias {0, 1} e uma

sequência (Di, Ei), i = 0, 1, . . . de pares de subconjuntos ordenados de Zd.

Primeiramente, seja f : N → Zd uma ordem �xa dos vértices de Zd e de�na

(D0, E0) = (∅, ∅). Seja x0 = 0 a origem de Zd. Dizemos que Rx0 = 1 se pelo menos

um dos d(n− 1) vértices no conjunto

Tx0 = {v = (v1, . . . , vd) ∈ Zd : ∃!i ∈ {1, . . . , d} com vi ∈ {1, . . . , n− 1}

e vj = 0,∀j 6= i}

é o centro de alguma semente, isto é, se ∃ v ∈ Tx0 com ωv = 1 e ωu = 0, para todo u tal que

‖v − u‖ = 1. Caso contrário, dizemos que Rx0 = 0.

Observe que

Pp{Rx0 = 1} = 1− Pp{Rx0 = 1}c = 1− Pp{
⋂
v∈Txo

{v não é centro de semente}}
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≥ 1− Pp{
⋂

v,u∈Txo
‖v−u‖≥3

{v não é centro de semente}}

= 1−
∏

v,u∈Txo
‖v−u‖≥3

Pp{v não é centro de semente} (2.2.4)

= 1− [1− p(1− p)2d]b
d(n−1)

3
c (2.2.5)

≥ 1− [1− p(1− p)2d]b
n
3
c. (2.2.6)

A Equação (2.2.4) segue por independência e a Equação (2.2.5) é obtida com a observação

de que |{v, u ∈ Tx0 : ‖v − u‖ ≥ 3}| = b (d−1)n
3
c. Agora, de�na

(D1, E1) =

{
(D0 ∪ {x0}, E0) se Rx0 = 1,

(D0, E0 ∪ {x0}) se Rx0 = 0,
(2.2.7)

e se Rx0 = 1 de�na z(x0) como o centro de alguma semente pertencente a Tx0 .

Suponha que temos o par (Di, Ei) de�nido. Se ∂(Di) ∩ Ec
i = ∅, de�na

(Dj, Ej) = (Di, Ei), ∀j > i,

onde

∂(A) = {v ∈ Zd : v ∈ Ac e ∃u ∈ A com ‖v − u‖ = 1}.

Caso contrário, seja xi o primeiro vértice na ordem �xada pertencente a ∂(Di)∩Ec
i e de�na

yi como sendo qualquer vértice pertencente a Di tal que ‖xi−yi‖ = 1 (observe que y1 = x0).

Dizemos que Rxi = 1, se pelo menos um dos n− 2 vértices do conjunto

Txi = Λ̃xi ∩ {z(yi) + jēxi−yi ; j ∈ Z}

é o centro de alguma semente, isto é, se ∃v ∈ Txi com ωv = 1 e ωu = 0,

∀u ∈ {s ∈ Zd : ||s − v|| = 1}. Aqui, ēl denota o vetor unitário de Zd na l-ésima direção e

Λ̃x = {y = (y1, . . . , yd) ∈ Zd : 2 ≤ yi − nxi ≤ n− 1,∀ i = 1, . . . , d}. Caso contrário, dizemos

que Rxi = 0. Note que a maneira como de�nimos Λ̃xi assegura a independência da sequência

(Rxi , i = 0, 1, . . . ).

De�na

(Di+1, Ei+1) =

{
(Di ∪ {xi}, Ei) se Rxi = 1,

(Di, Ei ∪ {xi}) se Rxi = 0,
(2.2.8)
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e se Rxi = 1 de�na z(xi) como o centro de alguma semente pertencente a Txi .

Com um raciocínio similar ao que �zemos antes, podemos concluir que

Pp(Rxi = 1|Rxj , ∀j < i) ≥ 1− [1− p(1− p)2d]b
n−2
3
c.

Fazendo n = bλ
p
c, observe que

lim
p→0

[1− [1− p(1− p)2d]b
1
3

(bλ
p
c−2)c] = 1− exp(−λ

3
).

Dessa forma podemos escolher λ > −3 ln(1 − pc(Zd)) grande o su�ciente e p∗ pequeno

su�ciente, tal que

1− [1−p(1−p)2d]b
1
3

(bλ
p
c−2)c ≥ C > 1−exp(

3 ln(1− pc(Zd))
3

) = pc(Zd), ∀p ∈ (0, p∗), (2.2.9)

onde C é uma constante.

Devido às escolhas de λ, p e n, temos

Pp(Rxi = 1|Rxj , ∀j < i) ≥ C > pc(Zd),∀ i ∈ N,

e portanto o processo (Rxi , i = 0, 1, . . . ) domina um processo de percolação de sítios

i.i.d. com parâmetro estritamente maior que pc(Zd). O Teorema 1.5 implica então que

Pp{|∪i∈NDi| =∞} > 0 e por construção, no evento {|∪i∈NDi| =∞}, todas palavras podem
ser vistas ao longo de algum caminho auto-evitante (0, v1, v2, . . . ) com vi pertencendo a

alguma semente para todo i ∈ N, como mostraremos a seguir. Portanto, (2.2.2) está provado

com K(p) = 2bλ
p
c.

Quando ocorre o evento {| ∪i∈N Di| = ∞}, é possível tomar uma sequência de caixas

adjacentes Λxi0
,Λxi1

,Λxi2
, . . . , com xi0 = x0 = 0, tal que R(xij) = 1,∀j ∈ N, e

z(xij) − z(xij−1
) = mēl para algum m ∈ Z e l ∈ {1, . . . , d}. Isto é, sementes em caixas

adjacentes tem os respectivos centros pertencentes à mesma linha. Para simpli�car a notação,

denote xij by wj.

Dada qualquer palavra ξ ∈ Ξ, de�na l1 = min{i : ξi = 1} e lj = min{i > lj−1 : ξi = 1}
para j ≥ 2. Se l1 = 1, de�na v1 = z(w0); se l1 > 1, de�na vi = z(wi−1) − ēb,∀i < l1 e

vl1 = z(wl1−2), onde b é a única direção tal que o produto interno 〈ēb · z(w0)〉 é diferente

de zero. Então, por construção, a palavra �nita (ξ1, . . . , ξl1) é vista ao longo do caminho

(0, v1, . . . , vl1). De�na I(1) como o índice tal que vl1 = z(wI(1)) (observe que I(1) = 0 se
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Figura 2.2: Em Z2, um caminho de caixas adjacentes com suas respectivas sementes. Os
vértices representados por �×� estão vazios enquanto que os representados por �•� estão
ocupados. Em cada passo damos um salto de tamanho máximo igual a 2bλ

p
c

l1 = 1 e I(1) = l1 − 2 se l1 ≥ 2).

Agora, descrevemos o passo de indução. Suponha que a palavra �nita

(ξ1, . . . , ξlk) seja vista ao longo do caminho (0, v1, . . . , vlk), ∀k ≥ 1. Se lk+1 = lk + 1, de�na

vlk+1
= z(wIk+1); se lk+1 > lk + 1, de�na vi = z(wI(k)+i−lk) − ēwI(k)−wI(k)+1

,∀lk < i < lk+1 e

vlk+1
= z(wI(k)+lk+1−1−lk). Portanto, por construção, a palavra �nita (ξ1, . . . , ξlk+1

) é vista ao

longo do caminho (0, v1, . . . , vlk+1
). De�na I(k + 1) como o índice tal que vlk+1

= z(wI(k+1))

(observe que I(k + 1) = I(k) + 1 se lk+1 = lk + 1 e I(k + 1) = I(k) + lk+1 − lk − 1 se

lk+1 > lk + 1).

Dessa forma, construímos o caminho (0, v1, v2, . . . ), de tal maneira que ωvi = ξi, para

todo i ∈ N. Isso completa a prova do lema.

Lema 2.2. Se K = K(p) = bλ
p
c com λ < 1

2d
, então

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
= 0. (2.2.10)

Demonstração. Para o regime subcrítico, com um argumento padrão mostraremos que

para λ < (2d)−1 a palavra 1̄ = (1, 1, ...) não percola. Seja σKm o número de caminhos

auto-evitantes de tamanho m começando a partir da origem no grafo LdK , e seja MK
m o
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número de tais caminhos que são ocupados. É claro que, se a palavra 1̄ pode ser vista a

partir da origem, então existem caminhos ocupados de todos tamanhos começando a partir

da origem. Isso implica que, ∀m ∈ N,

Pp{ω ∈ Ω : 1̄ ∈ S0(ω) em LdK} ≤ Pp{ω ∈ Ω : MK
m (ω) ≥ 1 em LdK}

≤ E(MK
m ) = pmσKm ≤ (p2dK)m, ∀m ∈ N.

A segunda desigualdade segue da Desigualdade de Chebyshev, enquanto que a última é

consequência do fato de que, para se obter um caminho auto-evitante, cada novo passo tem

no máximo 2dK escolhas possíveis. Portanto,

Pp{ω ∈ Ω : 1̄ ∈ S0(ω) em LdK} ≤ lim
m→∞

(p2dK)m.

Dessa forma, se K < 1
2dp

, então

Pp{ω ∈ Ω : 1̄ ∈ S0(ω) em LdK} = 0,

isto é,

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
= 0.

Os dois lemas anteriores fornecem o resultado seguinte.

Teorema 2.2. Existe uma constante λ0 ∈
(

1
2d
,−6 ln(1− pc(Zd))

)
tal que se K(p) = bλ

p
c,

então

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

}
=

{
0 se λ < λ0,

1 se λ > λ0.
(2.2.11)

Demonstração. Observe que Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em Ldbλ

p
c}

}
é crescente em λ. Para

ver isso, tome λ1 < λ2 e note que, ∀p ∈ (0, 1),

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK1

}

}
≤ Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK2

}

}
,
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onde Ki = bλi
p
c. Observe também que o evento⋃

v∈Zd
{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK}

é invariante por translação e portanto tem probabilidade 0 ou 1. Portanto, a prova desse

teorema segue dos Lemas 2.1 e 2.2.

Observação: A conclusão do Teorema 2.2 permanece a mesma substituindo o evento

∪v∈Zd{ω ∈ Ω : Sv(ω) = Ξ em LdK} por {ω ∈ Ω : S∞(ω) = Ξ em LdK}. No entanto, a

constante λ0 deve ser diferente.

Considere novamente o evento

A0(n) = {ω ∈ Ω : a caixa Λ0(n) é boa em ω},

onde

Λ0(n) = {y = (y1, . . . , yd) ∈ Zd : 0 ≤ yi ≤ n− 1,∀ i = 1, . . . , d}.

Observe que no Lema 2.1 �zemos uma construção mais re�nada que no Teorema 2.1. É

razoável esperar então que a escala para n(p) em relação ao evento mencionado acima fosse

maior que aquela dada pelo Teorema 2.2, a �m de que todas as palavras fossem vistas

Pp - quase certamente. De fato essa expectativa é con�rmada e a observação que fazemos

abaixo fornece a escala para percolação de caixas boas.

Observação: Se n = n(p) = b−β ln p
p
c, então

lim
p→0

Pp {A0(n)} =

1 se β > d− 1,

0 se β ≤ d− 1.
(2.2.12)

Para ver isso, considere o seguinte argumento: para i ∈ {1, . . . , d} de�na os eventos

Ci
0(n) = {ω ∈ Ω : ∀ (lj)j com lj ∈ {0, 1, . . . , n− 1} e j ∈ {1, . . . , d} − {i}

existe z ∈ L(i, (lj)j) tal que ωz = 1}

e

B0(n) = ∩di=1C
i
0(n),
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onde, como anteriormente,

L(i, (lj)j) = {y ∈ Λ0(n) : yj = lj,∀j ∈ {1, . . . , d} − {i}}

são as linhas de Λ0(n). Observe que Ci
0(n) é o evento em que todas as linhas de Λ0(n)

paralelas ao eixo coordenado na direção i tem pelo menos um vértice ocupado e B0(n) é o

evento em que todas as linhas de Λ0(n) tem pelo menos um vértice ocupado. Veja então que

o evento {B0(n)\A0(n)} é aquele em que pelo menos uma linha de Λ0(n) é formada apenas

por vértices ocupados. Portanto

Pp {B0(n)\A0(n)} = Pp{
⋃

Lk∈Qd,n

{ωa = 1, ∀a ∈ Lk}}

≤ dnd−1pn, (2.2.13)

e logo

lim
p→0

Pp {B0(n)\A0(n)} = 0. (2.2.14)

A desigualdade em (2.2.13) segue pois em A0(n) existem dnd−1 linhas e a probabilidade de

cada uma delas ser formada em sua totalidade por vértices ocupados é pn.

Como os eventos Ci
0(n) são crescentes e equiprováveis, para todo i ∈ {1, . . . , d}, o Teorema

1.4 nos dá a primeira desigualdade em

[Pp{C1
0(n)}]d ≤ Pp{B0(n)} ≤ Pp{C1

0(n)}. (2.2.15)

A segunda segue por continência. Portanto, usando (2.2.14) e (2.2.15) é su�ciente provar

(2.2.12) substituindo o evento A0(n) por C1
0(n).

Mas

Pp
{
C1

0(n)
}

= [1− (1− p)n]n
d−1

.

Logo, quando n = n(p) = b−β ln p
p
c temos

lim
p→0

Pp
{
C1

0(n)
}

= lim
p→0

[1− (1− p)b
−β ln p
p
c](b

−β ln p
p
c)d−1

= lim
p→0

exp[−(−β ln p)d−1pβ−(d−1)] =

1, se β > d− 1,

0, se β ≤ d− 1
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Como consequência dos Lemas 2.1 e 2.2, obtemos precisamente a escala da constante de

truncamento K(p) quando p vai para zero para percolação usual.

Corolário 2.1. Existe uma constante λ0 ∈
(

1
2d
,−2 ln(1− pc(Zd))

)
tal que se K(p) = bλ

p
c,

então

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω :

→
1 é vista em ω em LdK a partir de v}

}
=

{
0 se λ < λ0

1 se λ > λ0.
(2.2.16)

Demonstração. É su�ciente observar que

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω :

→
1 é vista em ω em Ldbλ

p
c a partir de v}

}

é crescente em λ e tem probabilidade 0 ou 1, por invariância translacional. Isso poder ser

visto com o mesmo argumento usado na demonstração do Teorema 2.2. Pelo Lema 2.2,

temos que λ0 >
1
2d

e com uma simples modi�cação na prova do Lema 2.1 pode-se mostrar

que

λ0 < −2 ln(1− pc(Zd)).

Observação: Em [15], o autor mostra que limd→∞ 2dpc(Zd) = 1. Portanto essa constante

λ0 deve ser tal que 1
2
< lim

d→∞
dλ0 ≤ 1.

2.2.2 Para ver quase todas as palavras

Nosso interesse a partir de agora é estudar a mesma questão discutida acima, porém

agora nosso foco está no evento⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : µα(Sv(ω)) = 1 em LdK}.

Aqui,

µα =
∞∏
i=1

νi,

onde para cada i

νi(1) = 1− νi(0) = α, para algum 0 < α < 1.
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Nosso interesse é obter um resultado similar ao Teorema 2.2, ou seja, gostaríamos de obter

a escala entre a constante de truncamento K(p) e p quando p vai para zero a �m de que

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : µα(Sv(ω)) = 1 em LdK}

}
= 1.

Observe que quando α = 0, temos percolação da palavra ~0, e portanto podemos tomar

K = 1. Quando α = 1, temos percolação da palavra ~1 e a escala é dada pelo corolário 2.1.

Para α qualquer, não sabemos se a escala é diferente daquela dada pelo Teorema 2.2, ou

se apenas a constante λ0 deveria mudar. De qualquer maneira, conseguimos um resultado

parcial, que fornece uma cota inferior para K(p) que depende de α.

Teorema 2.3. Seja 0 < α < 1. Então, para todo ε > 0 e K(p) < 1
2d

1
pα−ε

, temos

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : µα(Sv(ω)) = 1 em LdK}

}
= 0. (2.2.17)

Demonstração. Dados ε > 0 e N0 ∈ N, considere o subconjunto de palavras

AεN0
=

{
ξ ∈ Ξ :

∣∣∣∑n
i=1 ξi
n

− α
∣∣∣ < ε,∀n ≥ N0

}
.

A�rmamos que µα(AεN0
) → 1 quando N0 → ∞. Para ver isso, note que, para todo N0,

AεN0
⊂ AεN0+1. Isto implica que

AεN0
↑ Aε∞ =

{
∞⋃

N0=1

AεN0

}
e µα{AεN0

} → µα

{
∞⋃

N0=1

AεN0

}
quando N0 → ∞. Pela Lei dos

Grandes Números, para todo ε > 0, existe um n0 ∈ N tal que,∣∣∣∑n
i=1 ξi
n

− α
∣∣∣ < ε, ∀ n ≥ n0,

exceto para ξ em um conjunto N tal que µα(N)=0. Isto implica que µα(Aε∞) = 1.

Em AεN0
, temos

(α− ε)n ≤
n∑
i=1

ξi ≤ (α + ε)n (2.2.18)

para qualquer n ≥ N0. Para ξ ∈ Ξ, denotamos ξ(n) = (ξ1, . . . , ξn). Então, para todo n ≥ N0,

temos

{ω ∈ Ω : S0(ω) ∩ AεN0
6= ∅ em LdK } (2.2.19)
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⊂
⋃

γ:|γ|=n
ξ(n):ξ∈Aε

N0

{ω ∈ Ω : ξ(n) é vista em ω ao longo do caminho γ em LdK},

onde a união é sobre todos caminhos auto-evitantes de tamanho n em LdK que começam na

origem. Portanto, para todo n ≥ N0, temos

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) ∩ AεN0
6= ∅ em LdK } ≤

∑
γ:|γ|=n

ξ(n):ξ∈Aε
N0

p
∑n
i=1 ξi(1− p)n−

∑n
i=1 ξi . (2.2.20)

De (2.2.18), temos que

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) ∩ AεN0
6= ∅ em LdK } ≤ (2dK)n2np(α−ε)n(1− p)n−(α+ε)n. (2.2.21)

Portanto, se

4dKpα−ε(1− p)1−α−ε < 1, (2.2.22)

então

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) ∩ AεN0
= ∅} = 1, ∀N0 ∈ N. (2.2.23)

Observe que (1 − p)α+ε−1 < 2 para p su�cientemente pequeno, digamos p < p∗. Assim, a

Expressão (2.2.23) continua verdadeira sempre que

K <
1

2dpα−ε
, ∀p < p∗. (2.2.24)

A�rmamos que

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) ∩ Aε∞ = ∅} = 1, ∀p < p∗.

Para ver isto, de�na

ZN0 = {ω ∈ Ω : S0(ω) ∩ AεN0
= ∅},

e observe que {ZN0}N0≥1 é uma sequência decrescente. Isto implica que ZN0 ↓
∞⋂

N0=1

ZN0 = Z∞

e

Pp{Z∞} = lim
N0→∞

Pp{ZN0} = 1.
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Nos resta mostrar que Z∞ = {ω ∈ Ω : S0(ω) ∩ Aε∞ = ∅}. Porém, isto segue das implicações

ω ∈
∞⋂

N0=1

ZN0 ⇔ ∀N0 ∈ N, S0(ω) ∩ AεN0
= ∅ ⇔

∞⋃
N0=1

(S0(ω) ∩ AεN0
) = ∅ ⇔ S0(ω) ∩ Aε∞ = ∅.

Portanto,

Pp{ω ∈ Ω : S0(ω) ∩ Aε∞ = ∅} = 1, ∀p < p∗.

Como µα(Aε∞) = 1, concluímos que

Pp{ω ∈ Ω : µα(S0(ω)) = 1} = 0, ∀p < p∗.

Por invariância translacional temos

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : µα(Sv(ω)) = 1}

}
= 0, ∀p < p∗.

Como mencionado anteriormente, gostaríamos de provar um teorema similar ao Teorema

2.2. O teorema acima nos dá informação em um sentido, mas não é su�ciente para determinar

a escala correta da constante K(p) quando p vai para zero. No entanto, acreditamos no

seguinte:

Conjectura: Seja 0 < α < 1. Então, para todo ε > 0 e K(p) = b 1
pα+ε
c, temos

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : µα(Sv(ω)) = 1 em LdK}

}
= 1. (2.2.25)

Note que, ainda que seja verdadeira a conjectura acima, ela não determina a escala correta

completamente. Pode-se perguntar então, se existe uma constante λ0 ∈ (0,∞) tal que, se

K(p) = b λ
pα
c, então

lim
p→0

Pp

{⋃
v∈Zd
{ω ∈ Ω : µα(Sv(ω)) = 1 em LdK}

}
=

{
0 se λ < λ0,

1 se λ > λ0.
(2.2.26)



Capítulo

3
Ponto Crítico e Probabilidade de Percolação

em Modelos de Longo Alcance

Neste capítulo, que é baseado em [21], estudaremos o comportamento da probabilidade

de percolação θ(p) em um certo grafo com elos de longo alcance. Esses alcances obedecerão

a uma regra especí�ca e o interesse principal é veri�car como se comporta θ(p) em função

desses alcances. Estudaremos também questões relacionadas ao ponto crítico desse grafo

com longo alcance. Em particular, obtemos um teorema que caracteriza esse ponto crítico

quando o comprimento dos elos de longo alcance vai para o in�nito.

A motivação para estudar esse assunto vem do seguinte problema, que foi proposto por

E. Andjel.

Considere o grafo G = (Zd, E), d ≥ 2, onde E =
⋃∞
n=1 En e En é dado em (1.3.1).

Dada uma sequência (pn ∈ [0, 1), n ∈ N) considere um modelo de percolação de elos

independente onde cada elo de comprimento k está aberto com probabilidade pn e assuma

que
∑

n∈N pn = ∞. Formalmente, considere o espaço de probabilidade (Ω,F , P ), onde

Ω = {0, 1}E , F é a σ-álgebra apropriada e P =
∏
〈u,v〉∈E µ〈u,v〉, onde

µ〈u,v〉{ω〈u,v〉 = 1} = p‖u−v‖

são medidas de Bernoulli independentes. Observe que uma aplicação do Lema de

Borel-Cantelli nos diz que a origem desse grafo percola com probabilidade 1. Dado K ∈ N,
considere a sequência truncada (pK,n)n∈N em K

pK,n =

{
pn se n ≤ K,

0 se n > K.

50
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Considere também o processo truncado (Ω,F , PK) onde PK =
∏
〈u,v〉∈E µK,〈u,v〉, e

µK,〈u,v〉{ω〈u,v〉 = 1} = pK,‖u−v‖. O problema do truncamento ainda em aberto é o seguinte:

é verdade que existe um K inteiro positivo grande o su�ciente tal que a origem no processo

truncado (Ω,F , PK) ainda percola com probabilidade positiva? Nossa expectativa é de que o

Teorema 3.1, em sua versão para percolação de elos, possa ajudar a compreender o problema

do truncamento.

Em relação ao problema acima, há uma extensa lista de trabalhos dedicados ao assunto

especi�camente ou mesmo à assuntos relacionados ao tema. Podemos citar como exemplos

os artigos [5], [8], [9], [22] e [24].

O capítulo se divide da seguinte maneira: na Seção 3.1 apresentaremos as de�nições

necessárias e enunciaremos dois lemas que serão essencias na demonstração do resultado

principal (Teorema 3.1). Nessa mesma seção mostraremos como os lemas implicam na

demonstração do resultado principal. Na Seção 3.2 apresentaremos as demonstrações dos

lemas mencionados acima.

3.1 Resultados

Nesta seção apresentaremos um teorema que consideramos ser o resultado principal deste

capítulo. Antes porém, serão necessárias algumas de�nições.

Em primeiro lugar, para k inteiro positivo, considere o grafo Gk = (Zd, E1 ∪ Ek), onde Ek
é de�nido na Expressão (1.3.1). Note que Gk é Zd equipado com os elos de comprimento 1

e elos de longo alcance de comprimento k paralelos a algum eixo coordenado. A Figura 3.1

mostra a estrutura do grafo G3.

Nesse grafo realizamos um processo de percolação independente da mesma maneira que

�zemos na Seção 1.1 e consideramos a função

θG
k

v : [0, 1]→ [0, 1],

onde

θG
k

v (p) = Pp{ω ∈ Ω : v →∞ em Gk}.

Observe que Gk é um grafo transitivo, e portanto a função θG
k

v (p) não depende de v e assim

podemos escrever apenas θG
k
(p) para denotar Pp{ω ∈ Ω : 0↔∞ em Gk}. Isto é, θG

k
(p) é a

probabilidade da origem percolar no grafo Gk.
De fato, estudaremos a função acima em um contexto mais geral e para isso são necessárias
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Figura 3.1: Estrutura do grafo G3 na origem.

outras de�nições. Dado n ∈ N, de�na o vetor n-dimensional ~k = (k1, k2, . . . , kn), onde

ki ∈ {2, 3, . . . },∀i = 1, . . . , n. De�na também o grafo

G~k = (Zd, E1 ∪ (∪ni=1Ek1×···×ki)),

isto é, G~k é Zd equipado com os elos de comprimento 1, k1, k1 × k2, . . . , k1 × k2 × · · · × kn,
paralelos a algum eixo coordenado. Observe que, quando n = 1 e k1 = k, o grafo G~k é o

grafo Gk de�nido acima.

Fixemos, por um momento, nossa atenção ao grafo Gk e observe que duas perguntas

podem ser feitas imediatamente. Em primeiro lugar, �xado p, o que acontece com θG
k
(p)

quando aumentamos o valor da constante k? Em segundo lugar, poderíamos esperar

algum comportamento assintótico de pc(Gk) quando k vai para o in�nito? O teorema que

enunciamos a seguir responde a segunda pergunta. A primeira pergunta ainda é um problema

aberto, embora no �nal do capítulo apresentemos uma conjectura.
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Teorema 3.1. Seja pc(Zd(n+1)) o ponto crítico de um modelo de percolação de sítios

independente em Zd(n+1). Então

lim
ki→∞,∀i

pc(G
~k) = pc(Zd(n+1)).

Em particular

lim
k→∞

pc(Gk) = pc(Z2d).

Esse resultado fornece uma caracterização para o ponto crítico de G~k. Sua demonstração

se torna simples uma vez que estabelecemos os dois lemas que seguem. Novamente, de�nições

adicionais são necessárias.

Considere o grafo com conjunto de vértices

V = (Z×
n∏
i=1

{0, 1, . . . , kn−i+1 − 1})d

e conjunto de elos

E = {〈v, u〉 ∈ V × V ;∃!i ∈ {1, . . . , d(n+ 1)} tal que |vi − ui| = 1 e vj = uj,∀j 6= i}.

Observe que esse grafo é a Laje d(n+ 1)-dimensional de�nida na Seção 1.5. O denotaremos

por S~k.
Basicamente, os lemas a seguir fornecem cotas superior e inferior para a probabilidade de

percolação em G~k em termos da probabilidade de percolação nos grafos S~k e Zd(n+1). Suas

respectivas demonstrações serão vistas na próxima seção.

Lema 3.1. Para qualquer p ∈ [0, 1], θS
~k
(p) ≤ θG

~k
(p).

Lema 3.2. Para qualquer p ∈ [0, 1], θG
~k
(p) ≤ θZ

d(n+1)
(p).

Com os Lemas 3.1 e 3.2 obtemos imediatamente a demonstração do Teorema 3.1.

Demonstração do Teorema 3.1.

Os Lemas 3.1 e 3.2 implicam que

θS
~k

(p) ≤ θG
~k

(p) ≤ θZ
d(n+1)

(p), ∀p ∈ [0, 1]. (3.1.1)
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Observando a de�nição de pc(.), a desigualdade em (3.1.1) nos diz que

pc(Zd(n+1)) ≤ pc(G
~k) ≤ pc(S

~k). (3.1.2)

Como visto na Expressão (1.5.2) (Teorema A de [11]), temos que

lim
ki→∞,∀i

pc(S
~k) = pc(Zd(n+1)). (3.1.3)

Combinando (3.1.2) e (3.1.3), concluímos que

lim
ki→∞,∀i

pc(G
~k) = pc(Zd(n+1)).

3.2 Provas dos lemas

Nesta seção apresentaremos as demonstrações dos lemas mencionados na seção anterior.

Demonstração do Lema 3.1.

Com �ns meramente didáticos, mostraremos aqui a demonstração para o caso n = 1 e

d = 2. A prova para o caso geral será exibida logo em seguida.

A idéia da demonstração é obter um segundo grafo Fk, de tal maneira que Fk ⊆ Gk. Aqui
Fk ⊆ Gk signi�ca que o conjunto de vértices e o conjunto de elos de Fk são subconjuntos do

conjunto de vértices e do conjunto de elos de Gk respectivamente. Feito isso, o próximo passo

é mostrar que Fk é isomorfo a Sk. Como veremos a seguir, isso é su�ciente para mostrar o

resultado.

Partindo de Gk de�nimos o grafo Fk apagando alguns elos em Gk. Mais precisamente,

Fk é o grafo (Z2, (E1 ∪ Ek)−R(k)) onde

R(k) = {〈v, u〉 ∈ Z2 × Z2 : ∃!r ∈ {1, 2},∃l ∈ Z,

tais que ur = lk, vr = (lk − 1) e vs = us, se s 6= r}. (3.2.1)

Observe que todos os elos de R(k) tem comprimento 1. Note também que Fk é um

subgrafo de Gk, e portanto suas propriedades de conexão são inferiores às de Gk. Isso signi�ca
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que a probabilidade de percolar em Fk é no máximo igual à probabilidade de percolar em

Gk, ou seja,

θF
k

(p) ≤ θG
k

(p), ∀p ∈ [0, 1]. (3.2.2)

Nosso trabalho agora se resume a encontrar um isomor�smo entre os grafos Fk e Sk. Caso
tenhamos sucesso, então

θS
k

(p) = θF
k

(p), ∀p ∈ [0, 1]. (3.2.3)

Isso, juntamente com (3.2.2), conclui a demonstração do lema.

Para o caso particular em questão, lembre-se que

V(Sk) = (Z× {0, 1, . . . , k − 1})2.

Considere então a seguinte bijeção:

φ : Z→ Z× {0, 1, . . . , k − 1} (3.2.4)

onde

φ(v) =
(
bv
k
c, v mod k

)
.

A função acima mapeia Z na parede {0, 1, . . . , k − 1} × Z. Veja a Figura 3.2.

Figura 3.2: A função φ mapeia a �gura superior na �gura inferior.
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De�na agora a função

Φ : Z2 → (Z× {0, 1, . . . , k − 1})2 , (3.2.5)

onde

Φ(v1, v2) = (φ(v1), φ(v2)),

e observe que Φ é o isomor�smo desejado entre os grafos Fk e Sk.

Demonstração para o caso geral.

Novamente, gostaríamos de obter um grafo F~k de tal maneira que F~k ⊆ G~k. Feito isso,

nosso trabalho será mostrar que F~k é isomorfo a S~k.
Partindo de G~k de�nimos o grafo F~k apagando alguns elos em G~k. Formalmente, F~k é o

grafo (Zd, (E1 ∪ (∪ni=1Ek1×···×ki))− ∪ni=1Ri(~k)) onde

Ri(~k) = {〈v, u〉 ∈ Zd × Zd; ∃!r ∈ {1, . . . , d},∃l ∈ Z,∃j ∈ {0, . . . , k1 × · · · × ki−1 − 1}
tal que ur = lk1 . . . ki + j, vr = k1 . . . ki−1(lki − 1) + j (3.2.6)

e vs = us,∀s 6= r}.

Note que todos elos em Ri tem comprimento k1×· · ·×ki−1. Como F~k é um subgrafo de G~k,
obtemos a desigualdade

θF
~k

(p) ≤ θG
~k

(p), ∀p ∈ [0, 1]. (3.2.7)

A�rmamos que os grafos F~k e S~k são isomorfos. Para ver isso, considere a função

ψ : Z→ Z×
n∏
i=1

{0, 1, . . . , kn−i+1 − 1}, (3.2.8)

onde

ψ(v) =

(
b v

k1 . . . kn
c, bv mod k1 . . . kn

k1 . . . kn−1

c, . . . , bv mod k1k2

k1

c, v mod k1

)
.

De fato a função

Ψ : Zd →

(
Z× (

n∏
i=1

{0, 1, . . . , kn−i+1 − 1})

)d

, (3.2.9)
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onde

Ψ(v1, . . . , vd) = (ψ(v1), . . . , ψ(vd)),

é um isomor�smo entre os grafos F~k e S~k. Logo,

θS
~k

(p) = θF
~k

(p), ∀p ∈ [0, 1], (3.2.10)

o que juntamente com a desigualdade em (3.2.7) completa a demonstração do lema.

Demonstração do Lema 3.2.

Para melhor compreensão nesse momento, apresentaremos a demonstração para o caso

n = 1 e d = 2. A prova do caso geral será vista em seguida.

Gostaríamos de mostrar então que, dado qualquer k ∈ N,

θG
k

(p) ≤ θZ
4

(p), ∀p ∈ [0, 1].

Ao demonstrar o Lema 3.1, mostramos que os grafos Fk e Sk são isomorfos segundo a função

Φ, onde Fk é obtido apagando-se alguns elos especí�cos de Gk. Inserindo os respectivos elos

novamente em Sk, obtemos um novo grafo, que chamaremos S̄k, que é isomorfo a Gk. Essa
informação é importante, visto que o que mostraremos de fato é

θS̄
k

(p) ≤ θZ
4

(p), ∀p ∈ [0, 1].

Formalmente, temos

S̄k = (V(Sk), E(Sk) ∪ R̄(k)), (3.2.11)

onde

ē = 〈ū, v̄〉 ∈ R̄(k)⇔ ū = Φ(u) e v̄ = Φ(v), e = 〈u, v〉 ∈ R(k)

e R(k) é dado na expressão (3.2.1). Aqui, Φ é a função de�nida em (3.2.5).

Para o que faremos a seguir, será necessário comparar dois processos de percolação

nos grafos Z4 e S̄k. Para isso, considere a família de variáveis aleatórias independentes

{κv, v ∈ V(S̄k)} com distribuição de Bernoulli com parâmetro p. Dado v ∈ V(S̄k), dizemos

que v está ocupado se κv = 1. Caso contrário, dizemos que v está vazio. Observe que

Pp{κv = 1} = p = 1− Pp{κv = 0}, ∀v ∈ V(S̄k). (3.2.12)
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A partir de agora usaremos um argumento de construção dinâmica do aglomerado.

Faremos essa construção em S̄k, e a função que de�niremos a seguir irá induzir uma

construção semelhante em Z4. Fixado p ∈ [0, 1], a idéia é que sempre que ocorrer percolação

em S̄k também ocorrerá percolação em Z4, isto é, θS̄
k
(p) ≤ θZ

4
(p) ∀p ∈ [0, 1].

Podemos escrever cada vértice v ∈ Z4 como v = (v1, v2), vi ∈ Z2, i = 1, 2. Para cada

y = (y1, y2) ∈ Z2, de�na a função

h : Z2 → Z× {0, 1, . . . , k − 1}, (3.2.13)

onde

h(y) = (y1 + by2

k
c, y2 mod k). (3.2.14)

Observe que a função h é sobrejetiva e mapeia Z2 na parede Z × {0, 1, . . . , k − 1}. Veja a

Figura 3.3 para uma representação quando k = 3.

Figura 3.3: A função h mapeia os pontos rotulados com �guras geométricas numeradas em
seus respectivos pontos em Z× {0, 1, 2}, representado pelas linhas em destaque.

De�na também a função sobrejetiva

H : Z4 → (Z× {0, 1, . . . , k − 1})2, (3.2.15)

onde

H(v) = (h(v1), h(v2)). (3.2.16)
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Seja f : N→ E(S̄k) uma ordem �xa dos elos de S̄k. Construiremos agora, indutivamente,

duas sequências de pares ordenados In = (An, Bn) e Jn = (Cn, Dn), onde An e Bn são

subconjuntos de vértices de S̄k e Cn e Dn são subconjuntos de vértices de Z4.

Faça I0 = (∅, ∅), J0 = (∅, ∅) e de�na

I1 =

{
(v0, ∅), se κv0 = 1,

(∅, v0), se κv0 = 0,

onde v0 é a origem de S̄k.

A construção dinâmica de In irá induzir a sequência Jn. Para isso, seja u0 a origem de

Z4 e de�na

J1 =

{
(u0, ∅), se κv0 = 1,

(∅, u0), se κv0 = 0.

De�nidas as sequências In = (An, Bn) e Jn = (Cn, Dn), seja en o primeiro elo da

ordem �xada com um vértice pertencente a An e o outro vértice, digamos vn, pertencente

a (An ∪ Bn)c. Denote o vértice pertencente a An por vin e note que in ∈ {0, . . . , n − 1}.
De�nimos

In+1 =

{
(An ∪ vn, Bn), se κvn = 1,

(An, Bn ∪ vn), se κvn = 0.

De�na

H−1(x) = {y ∈ Z4 : H(y) = x} (3.2.17)

e seja Vx = {y ∈ Z4 : ‖x− y‖ = 1} uma vizinhança do vértice x, onde ‖.‖ é dado em (2.1.6).

De�na também uin como o vértice examinado no in - ésimo passo da construção dinâmica.

Tome o único un ∈ H−1(vn) ∩ Vuin e de�na Tn+1 da seguinte maneira:

Jn+1 =

{
(Cn ∪ un, Dn), se κvn = 1,

(Cn, Dn ∪ un), se κvn = 0.

Caso o elo en não exista, de�nimos In = Ik e Jn = Jk, ∀k ≥ n, e a construção é �nalizada.

Considere agora o par I = (A,B), onde A = ∪∞n=1An e B = ∪∞n=1Bn. Considere também

J = (C,D), onde C = ∪∞n=1Cn e D = ∪∞n=1Dn. Com a rotina acima, eventualmente

construímos o aglomerado ocupado A contendo a origem de S̄k. Observe que no
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(n+ 1)-ésimo passo da construção dinâmica temos que

un 6= uj e 〈uj, uj−1〉 ∈ E(Z4), ∀ j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. (3.2.18)

Portanto, a construção acima nos permite obter um subconjunto conexo C do aglomerado

ocupado da origem de Z4.

Finalmente, (3.2.12) e (3.2.18) implicam que

θG
k

(p) = Pp{|A| =∞} = Pp{|C| =∞} ≤ θZ
4

(p), ∀p ∈ [0, 1].

Isso completa a demonstração do lema.

Demonstração para o caso geral.

Considere agora a demonstração para o caso geral, onde ~k = (k1, k2, . . . , kn),

ki ∈ {2, 3, . . . }, ∀i = 1, 2, . . . , n. A idéia geral da demonstração é a mesma que apresentamos

anteriormente nos caso n = 1 e d = 2. Vimos na demonstração do Lema 3.1 que os grafos F~k

e S~k são isomorfos segundo a função Ψ, onde F~k é obtido apagando-se alguns elos especí�cos
de G~k. Considere portanto o grafo

S̄~k = (V(S~k), E(S~k) ∪ (∪ni=1R̄i(~k))), (3.2.19)

onde R̄i é dado na expressão (3.2.6), e note que S̄~k é isomorfo à G~k. Aqui

ē = 〈ū, v̄〉 ∈ R̄i(~k)⇔ ū = Ψ(u) e v̄ = Ψ(v), e = 〈u, v〉 ∈ Ri(~k).

Mostraremos agora que

θS̄
~k

(p) ≤ θZ
d(n+1)

(p), ∀p ∈ [0, 1].

De�na a família de variáveis aleatórias independentes {λv, v ∈ V(S̄k)} com distribuição de

Bernoulli com parâmetro p. De maneira usual, dado v ∈ V(S̄k), dizemos que v está ocupado

se λv = 1. Caso contrário, dizemos que v está vazio. Note que

Pp{λv = 1} = p = 1− Pp{λv = 0} ∀v ∈ V(S̄~k). (3.2.20)
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Podemos escrever cada vértice v ∈ Zd(n+1) como v = (v1, . . . , vd), onde vi ∈ Zn+1. Para

cada

vj = (vj,1, . . . , vj,n+1),

de�niremos a função sobrejetiva

γ : Zn+1 → Z×
n∏
i=1

{0, 1, . . . , kn−i+1 − 1}, (3.2.21)

de maneira recursiva. Para facilitar a notação, escreva (vj,1, . . . , vj,n+1) = (y1, . . . , yn+1).

De�nimos γ(y1, . . . , yn+1) = (z1, . . . , zn+1), onde a sequência (zk)
n+1
k=1 é obtida

recursivamente da seguinte maneira: de�na

zn+1 = yn+1 mod k1 e tn+1 = byn+1

k1

c.

De�nidos ti+1 e zi+1, de�nimos zi e ti da seguinte maneira:

zi = (yi + ti+1) mod kn+2−i e ti = byi + ti+1

kn+2−i
c, ∀i = 2, . . . , n.

Finalmente, de�nimos z1 = y1 + t2.

De�na agora a função sobrejetiva

Γ : Zd(n+1) → (Z×
n∏
i=1

{0, 1, . . . , kn−i+1 − 1})d, (3.2.22)

onde

Γ(v) = (γ(v1), γ(v2), . . . , γ(vd)). (3.2.23)

Seja f : N → E(S̄~k) uma ordem �xa dos elos de S̄~k. Construiremos agora, indutivamente,

duas sequências de pares ordenados In = (An, Bn) e Jn = (Cn, Dn), onde An e Bn são

subconjuntos de vértices de S̄~k e Cn e Dn são subconjuntos de vértices de Zd(n+1).

Faça I0 = (∅, ∅), J0 = (∅, ∅) e de�na

I1 =

{
(v0, ∅), se λv0 = 1,

(∅, v0), se λv0 = 0,

onde v0 é a origem de S̄~k.
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A construção dinâmica de In irá induzir a sequência Jn. Para isso, seja u0 a origem de

Zd(n+1) e de�na

J1 =

{
(u0, ∅), se λv0 = 1,

(∅, u0), se λv0 = 0.

Com as modi�cações óbvias, a partir daqui a construção é rigorosamente a mesma que

�zemos na demonstração do caso particular n = 1 e d = 2, com a função H de�nida em

(3.2.16) sendo trocada pela função Γ de�nida em (3.2.23).

3.3 Uma conjectura

Na seção 3.1 �zemos a seguinte pergunta: o que acontece com a função θG
k
(p)

quando aumentamos o valor da constante k? Poderíamos esperar alguma propriedade

de monotonicidade? Nesta seção apresentamos uma conjectura que, caso seja verdadeira,

responde essa pergunta.

Considere os vetores ~k = (k1, . . . , kn) e ~k
′

= (k
′
1, . . . , k

′
n). Dizemos que ~k ≥ ~k

′
se

kj ≥ k
′
j, ∀j = 1, . . . , n.

Conjectura: Se ~k ≥ ~k′ , então

θG
~k
′

(p) ≥ θG
~k

(p), ∀p ∈ [0, 1].

Essa conjectura em sua versão mais simples, ou seja, quando n = 1, diz que a função

θG
k
(p) é não decrescente em k.
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