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Resumo

Modelos de degradacao sao cada vez mais usados para se avaliar a confiabilidade de
diversos tipos de produtos, especialmente aqueles com pequena probabilidade de falhar
durante o tempo dos testes de vida tradicionais ou testes de vida acelerados. Os pacotes
computacionais existentes para se ajustar modelos de degradacao, assumem que os efei-
tos aleatorios nestes modelos tém distribuicao normal. Estimativas para os parametros
do modelo quando é violada a suposicao de normalidade mostraram-se viciadas. Neste
trabalho, implementamos solucao para analise de dados de degradacao modelados por
perfis lineares simples e efeito aleatério com distribuicao nao normal, que consiste numa
aproximacao numeérica da verossimilhanca com a transformacao sugerida por Nelson et al.
(2006). A partir de simulagoes e estudo de casos reais, comparamos as estimativas para
a distribuicao do tempo de falha obtidas pelo método implementado com aquelas obtidas
com a utilizagdo dos softwares estatisticos padrdes (por exemplo, os pacotes LME e NLME

do Software R 2.11) e pelos métodos aproximado e andlise de falha tradicional (FTA).

Palavras-chave: Modelos de Degradacao, Maxima Verossimilhanca, Probability Inte-

gral Transformation (PIT)
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Situacoes praticas motivadoras

1.1.1 Degradagao de rodas de trem unidade elétrico (TUE)

Defeitos em rodas sao responsaveis por boa parte dos acidentes com veiculos fer-
roviarios, com potencial de gerar custos extraordinédrios de bilhoes de délares para as em-
presas ao redor do mundo. Especialmente no transporte de passageiros, as consequéncias
de acidentes sao muito mais sérias, por exporem a risco vidas humanas. Para ajudar a evi-
tar eventos catastréficos, bem como reduzir custos operacionais, as ferrovias monitoram
o desempenho das rodas de seus veiculos, com o objetivo de antecipar qualquer defeito,
permitindo que as mesmas sejam substituidas antes que uma falha ocorra.

As areas responsaveis pela manutencao mecanica nas ferrovias normalmente mantém
banco de dados com informagoes detalhadas das intervencgoes preventivas, corretivas ou
preditivas em seus carros, vagoes e locomotivas. Iremos analisar um pequeno subconjunto
de um banco de dados apresentado por Freitas et al. (2009), e que faz parte de um es-

tudo abrangente conduzido por uma empresa ferroviaria brasileira. O banco de dados
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Capitulo 1, Introdugao

completo inclui, entre outras informagoes, medidas do diametro das rodas, obtidas em
13 inspecoes realizadas a cada 50.000 km rodados: t; = 0 km, t5 = 50.000 km, t3 =
100.000 km, ..., t;3 = 600.000 km. Estas medidas foram registradas para 14 TUEs, cada
um deles composto de 2 carros motores (MA e MB) e dois carros reboques (RA e RB),

como ilustrado na figura 1.1.

_—— 1 S e L 1 f )
( MOTOR m REBOQUE )  REBOQUE I MOTOR )
AW AW \J\J AW AW N \J \W AW} AW AW NI \J \J\J

MA . RA RB A mMB .

Figura 1.1: Croquis do Trem Unidade Elétrico

O estudo focara os carros MA, que sao os responsaveis por tracionar os outros trés num
determinado sentido de trafego. O processo de degradacao das rodas é mais acelerado no
carro motor, particularmente nas rodas do primeiro eixo deste carro.

A identificagdo de uma roda num carro em particular é codificada pelo prefixo do
carro (MA, RA, RB ou MB), pelo nimero do eixo (sdo quatro eixos por carro) e pelo

lado da roda no eixo: esquerda (1) ou direita (2), conforme croquis mostrado na figura 1.2.

Roda Roda Roda Roda
MA12 MA22 MA32 MA42

Roda Roda
MA31 MA41

Figura 1.2: Codificagao identificativa das rodas dos TUE

Neste trabalho usaremos os dados referentes as medidas do diametro das rodas do

lado esquerdo do eixo numero 1 de cada um dos quatorze carros MA (rodas MA11). O

11



Capitulo 1, Introdugao

diametro de uma roda nova é 966 mm. A medida que os trens sao operados as rodas
vao se desgastando, e quando seu diametro atinge 889 mm, ela é substituida por uma
nova. Na modelagem serao usadas as medidas de desgaste observadas por ocasiao de cada

inspecao, obtidas por:

Yij =996 mm—g,; comi=1,...,14ej=1,...,13;

em que &;; ¢ o diametro medido na i-ésima roda na j-ésima inspecao e Y;; o desgaste

correspondente. A figura 1.3 apresenta o grafico de degradacao das 14 rodas estudadas.

)
o)
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Figura 1.3: Grafico dos dados de degradacao das 14 rodas MA11

Define-se entao que ocorre uma “falha” numa roda, quando a degradacao atingir o
nivel limiar critico Dy = 77 mm (966 mm. — 889 mm). Trés dentre as quatorze rodas
estudadas atingiram o nivel limiar critico durante o periodo do estudo.

Freitas et al. (2009) utilizaram estas medidas de degradagao para estimar a distri-
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Capitulo 1, Introdugao

buigao do tempo de vida Fr(t) das rodas ferroviarias, e a partir desta distribuigao, outras
caracteristicas importantes como o tempo médio até a falha (MTTF) e alguns quantis prin-
cipais. Iremos analisar os dados de degradacao das mesmas rodas, utilizando a solucao

sugerida neste trabalho, comparando os resultados com os apresentados por Freitas et al.

(2009)

1.1.2 Lasers

Alguns dispositivos para amplificacao da luz por emissao estimulada de radiacao, co-
nhecidos pela sigla em inglés LASER (Light Amplification by Stimulated Emission of Ra-
diation) apresentam degradagao ao longo do tempo, que leva a redugao da luminosidade
emitida. No entanto, é possivel manter esta luminosidade praticamente constante, desde
que se aumente a corrente de operagao. Quando esta corrente atinge um valor muito alto,
considera-se que houve uma falha no dispositivo.

Meeker e Escobar (1998) apresentaram um estudo com dados de degradagao de 15
unidades de LASER do tipo GaAs (composto com os elementos Gélio e Arsénio), acom-
panhadas durante 4.000 horas de operacao, onde se mediu o acréscimo percentual de
corrente em relacao a corrente nominal do inicio do estudo. Estas medidas foram obtidas
em intervalos igualmente espacados, a cada 250 horas. Neste experimento as medidas de
degradagao sao os percentuais de aumento da corrente para cada unidade, e definiu-se que
um aumento de 10% na corrente de trabalho caracteriza uma falha. Os autores utilizaram
um método que calcula pseudotempos de falhas, para estimar a distribuicao do tempo de
vida das unidades, construindo intervalos de confian¢a aproximados para as estimativas.

Hamada (2005) revisou os dados das unidades de LASER e utilizou um método de
inferéncia bayesiana para analisa-los, apresentando entre outros resultados, a distribuicao
a posteriori do quantil 0,10 da distribuicao do tempo até a falha. Comparou estes re-

sultados com os obtidos por andlises bayesianas utilizando os mesmos valores a prior:
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Capitulo 1, Introdugao

para os parametros, em outros dois métodos. No primeiro ele usou os tempos até a falha
(censurados por intervalo em 3 unidades e censurados a direita em 12 unidades); e no
segundo pseudotempos de falhas.

A Figura 1.4 mostra os perfis de degradacao das 15 unidades.

1o | DFE10% /O/@/D

Acréscimo corrente operacional (%)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo decorrido (horas)

Figura 1.4: Grafico dos dados de degradagao das unidades de LASER

Iremos aplicar a solucao implementada no presente trabalho aos dados das unidades

de LASER, comparando os resultados com os apresentados pelos autores citados.

1.2 Revisao de literatura

Em um mundo cada vez mais globalizado e competitivo, as margens de lucro das
empresas estao em constante queda, tornando-se imperativo para qualquer negdcio a
manutencao e ampliacao da base de clientes. Por outro lado, o aumento exponencial do
acesso a informacao e a abertura de novos mercados fornecedores, aumenta o nivel de
exigéncia dos clientes e reduz sua fidelizacao a marcas e a fabricantes. Por isso, a busca

por melhoria constante da qualidade e confiabilidade de seus produtos é, cada vez mais,

14



Capitulo 1, Introdugao

uma questao de sobrevivencia para as empresas.

Confiabilidade pode ser definida, como em Lewis (1996), como “a probabilidade de que
um sistema irda desempenhar sua funcao esperada por um periodo especifico de tempo, sob
dado conjunto de condicoes”, e é caracterizada pela distribuicao do tempo até a falha ou,
de maneira equivalente, pelo tempo de vida T (neste texto os termos “tempo de vida”
e “tempo até a falha” serdo usados indiscriminadamente). O conhecimento desta funcao
de distribui¢ao nos permite estabelecer algumas quantidades importantes denominadas

figuras de mérito entre as quais:

MTTF (Mean Time to Failure): tempo médio até a falha;

e p-ésimo quantil da distribuicao (¢,): tempo no qual se espera que p x 100% dos

itens venham a falhar (P[T" < t,| = p);

Tempo mediano (to50): ¢ o quantil 0,50;

Funcao de confiabilidade - R(): esta func¢ao fornece a probabilidade do item funci-

onar por um tempo superior a t, ou seja R(t) = P[T > t].

Durante muito tempo, a distribuicao do tempo até a falha era obtida por abordagens
estatisticas tradicionais, como os testes de vida. Nestes testes, amostras dos itens em es-
tudo eram submetidas a condicoes de trabalho idénticas as reais, observando-se o tempo
até a ocorréncia da falha. Com base nestas observagoes estimava-se as figuras de mérito.
Entretanto, em ensaios deste tipo, é comum a presenca de censuras, ou seja, ao final do
ensaio um certo nimero de unidades pode ainda estar em funcionamento. Mesmo incor-
porando as observacoes censuradas na andalise, se o nimero de censuras for muito alto,
perde-se precisao na estimativa das quantidades de interesse. Esta dificuldade, aliada a
pressao cada vez maior pela reducao no tempo de duracao dos ensaios e consequente-

mente de seus custos, levou ao surgimento dos ensaios de vida acelerados e de técnicas
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Capitulo 1, Introdugao

estatisticas para modelagem e anélise dos resultados de tais testes. Diversos artigos, livros
e publicagbes trataram destas abordagens, entre os quais Nelson (1982), Nelson (1990),
Meeker e Escobar (1998), Elsayed (1996), Freitas e Colosimo (1997), e Colosimo e Giolo
(2006), entre outros. Entretanto produtos cada vez mais confidveis provocam situagoes
em que pouquissimas ou nenhuma falha ocorre durante o periodo de testes, mesmo nos
testes de vida acelerados.

Se o0 objeto em estudo possuir caracteristicas cuja degradacao ao longo do tempo estao
relacionadas com o tempo de vida deste produto, entao informacgoes sobre a evolugao desta
degradagao podem fornecer dados importantes sobre a confiabilidade do item estudado,
mesmo nos casos em que nao ocorram falhas durante o periodo do estudo. Surgem as-
sim os modelos de degradagao, nos quais observa-se a evolucao de caracteristicas fisicas
indicadoras do desempenho do item estudado ao longo do experimento. Exemplos destas
caracteristicas sao: trincas, corrosao, oxidagao, reducao dimensional, desgaste, etc. Estas
caracteristicas sao chamadas “mecanismos de degradacao”. Um nivel critico para a me-
dida de degradacao de interesse é pré-definido, e a partir deste nivel configura-se a falha.
Esta medida é conhecida na literatura como “limiar de falha” ou “failure threshold”. Du-
rante o periodo do experimento, obtém-se medidas de degradacao em instantes de tempo
pré-fixados e define-se que a falha ocorre, para uma dada unidade experimental, quando
a quantidade de degradacao para a mesma exceder o nivel critico. Estas medidas de de-
gradacao podem fornecer informagoes titeis para se estimar a confiabilidade mesmo se o
limiar de degradacao nao for ultrapassado por nenhuma unidade amostral.

Existem referéncias importantes que usaram dados de degradacao para estimar a con-
fiabilidade. Gertsbackh e Kordonskiy (1969) estudaram a degradagdo de um ponto de
vista da engenharia, chamando a atencao para a importancia de se analisar medidas de
degradacgao e seus respectivos perfis amostrais para se estimar a confiabilidade, e apre-

sentaram a distribuicao Bernstein, que descreve a distribuicao dos tempos até a falha por
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2,00

1,80

1,60 Limiar de falha

. |

1,00 A

Comprimento da trinca (pol)

0,80 t t t t t t t t t t
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

Milhées de ciclos

Figura 1.5: Crescimento de trincas por fadiga - Bogdanoff e Kozin (1985)

um modelo linear simples com intercepto e inclinag¢ao aleatérios. Nelson (1981) estudou
a situagao especial em que a medida de degradagao é destrutiva (uma sé medida por
item). Bogdanoff e Kozin (1985) usaram uma abordagem probabilistica para modelar
comprimento de trincas por fadiga em metal, e apresentaram diversos graficos de amos-
tras de perfis para descrever diferentes tipos de degradacao, como o exemplo da Figura
1.5. Nelson (1990) revisou a literatura sobre degradagao e aplicagoes em sobrevivéncia,
e descreveu ideias basicas para modelos de testes acelerados de degradacao; usando um
exemplo especifico com dados de voltagem de ruptura de isolantes submetidos a diferentes
temperaturas e tempos de exposicao, mostrou como analisar dados de degradacao. As
duas situagoes praticas motivadoras apresentadas na secao 1.1 sao exemplos de dados de
degradagao.

Na literatura existem basicamente duas abordagens para a modelagem de dados de
degradacao. A primeira considera a degradacao como um processo aleatério que depende
apenas do tempo. Doksum (1991) usou um modelo de processo de Wiener para analisar
dados de degradacao. Tang e Chang (1995) modelaram dados de degradagao acelerada

nao destrutiva de unidades fornecedoras de energia como uma colecao de processos es-

17



Capitulo 1, Introdugao

tocasticos. Whitmore e Shenkelberg (1997) consideraram que o processo de degradagao em
seu modelo é um processo de difusao de Wiener com transformacao na escala do tempo e
ilustraram seus modelos e métodos de inferéncia com um estudo de caso envolvendo cabos
de aquecimento auto-reguléveis.

Na segunda abordagem, a degradacao é modelada por modelos estatisticos mais gerais,
que sao funcao do tempo e de algumas variaveis aleatorias, eventualmente multidimensi-

onais. Estes modelos sao chamados modelos gerais de perfis de degradacao.

Nos modelos gerais de perfis de degradacao, a andlise é, em geral, implementada em

duas etapas:

1. A primeira etapa consiste na constru¢ao de um modelo misto (linear ou nao) que
explique o perfil de degradagao ao longo do tempo e que permita a estimacao dos
parametros desconhecidos deste modelo. Esta etapa é, portanto, uma analise de
dados longitudinais utilizando modelo nao linear (ou linear) misto, isto é, que incor-
pora em sua forma funcional tanto efeitos aleatdrios quanto fixos (Pinheiro e Bates,
2000). Esta primeira etapa da andlise dos dados de degradagao (ajuste do modelo
para dados longitudinais), pode por sua vez ser vista como uma modelagem de dois
estdgios, na qual inicialmente (primeiro estdgio) parametros nao observéveis (os efei-
tos aleatérios) sdo amostrados de uma distribuigao que por si s6, possui parametros
(fixos) desconhecidos. Em seguida (segundo estégio), os dados observados no ensaio
sao entao considerados como sendo amostras (realizagoes) de distribui¢oes Normais
independentes, cujas médias sd@o fungoes lineares (ou nao lineares) destes efeitos
aleatérios e possivelmente de outros parametros populacionais (efeitos fixos) como
em Verbeke e Molenberghs (2000). Uma vez que uma familia paramétrica ¢é esco-
lhida para os efeitos aleatdrios é preciso estimar os parametros desta distribuicao e os

demais parametros fixos que fazem parte da forma funcional do perfil de degradagao.
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2. A segunda etapa da analise consiste na estimacao da distribui¢ao do tempo de falha
Fr(t) e outras caracteristicas de interesse, a partir do modelo ajustado para os
perfis de degradacao e utilizando as estimativas dos parametros do modelo obtidas
na primeira etapa. Quando o modelo de degradacao nao é suficientemente simples
para que se obtenha uma forma fechada para a distribui¢ao do tempo de falha Fr(t)
nesta segunda etapa, pode-se conseguir uma estimativa desta distribuicao através

de simulacao de Monte Carlo.

Na literatura, varios trabalhos que utilizaram esta abordagem podem ser citados. Lu
e Meeker (1993) usaram um modelo nao linear de efeitos mistos e desenvolveram um
método de dois estagios para obter estimativas pontuais e intervalos confianca para os
percentis da distribuicao do tempo de falha, e aplicaram o método de dois estagios aos
dados de crescimento de trincas por fadiga de Bogdanoff e Kozin (1985). Tseng et al.
(1995) apresentaram um estudo de caso onde utilizaram dados de degradacdo em um
experimento planejado, seguindo um modelo fatorial fracionado para melhorar a confiabi-
lidade de lampadas fluorescentes. Yacout et al. (1996) usaram dados de degradagao para
estimar a distribuicao do tempo de falha de bombas combustivel nuclear, com base em
um modelo de falha com limiar fixo e a abordagem de estimagao em dois estagios pro-
posta por Lu e Meeker (1993). Lu et al. (1997) propuseram um modelo com coeficientes
de regressao aleatorios e funcao de desvio padrao para analisar dados de degradacao de
semicondutores. Su et al. (1999) consideraram um modelo de degradagao com coeficien-
tes aleatorios usando maxima verossimilhanca para estimacao de parametros, ilustrado
por um aplicativo com dados de semicondutor. Wu e Shao (1999) estabeleceram as pro-
priedades assintéticas dos estimadores de minimos quadrados ponderados sob o modelo
NLME (Non Linear Mized Effects) e obtiveram, a partir destas propriedades, estimativas
pontuais e intervalos de confianca aproximados para percentis da distribuicao do tempo

de falha, aplicando seu método em conjuntos de dados de resistores metalicos de Zhuang
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(1994) e do crescimento do comprimento de trincas por fadiga em metais apresentado por
Lu e Meeker (1993). Wu e Tsai (2000) apresentaram um método de estimagao em que
os perfis de degradacao eram agrupados de acordo com caracteristicas especiais comuns,
e cada grupo recebia peso diferente (ponderacao difusa) para modificar o procedimento
de dois estdgios proposto em Lu e Meeker (1993); compararam seu método e o de Lu e
Meeker (1993), utilizando os dados de resistores metalicos de Wu e Shao (1999) obtendo
intervalos de confianca mais estreitos para as estimativas da distribuicao do tempo de
falha. Crk (2000) apresentou nova metodologia para tratar andlise de falhas decorrentes
de um ou mais mecanismos de degradacao: para cada mecanismo ¢ estabelecido um mo-
delo cujos parametros podem ser aleatérios, correlacionados ou dependentes do estresse,
e uma regressao multivariada multipla com os parametros de cada mecanismo permite
determinar o modelo final. Jiang e Zhang (2002) propuseram um modelo dindmico para
dados de degradacao, analisando o crescimento aleatério de trincas por fadiga, em que
a variavel resposta é modelada como um processo de Markov, admitindo que medidas
sucessivas em uma mesma unidade sdo correlacionadas. Oliveira e Colosimo (2004) com-
pararam os métodos analitico, aproximado e da verossimilhanga com efeitos aleatorios
com distribuigao normal (“numérico”) para obter estimagao dos tempos de falha em mo-
delos de degradacao usando dados simulados de desgaste da banda de rodagem de pneus
de automoveis; concluindo que no caso em que o perfil de degradacao é linear ou suficien-
temente simples, os métodos aproximado e analitico fornecem resultados similares, mas
piores que os resultados do método da verossimilhanga normal, que fornece intervalos de
confianca mais estreitos; no entanto para modelos nao lineares ou com mais de um efeito
aleatério recomendam somente este iltimo método. Finalmente, Freitas et al. (2009) com-
pararam através de um estudo por simulacao, as estimativas de quantis da distribuigao
do tempo até a falha obtidas pelos métodos da verossimilhanca com efeitos aleatérios

normais, aproximado e por uma analise FTA (Failure Time Analisys) convencional; si-
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mularam perfis de degradacao com forma funcional préxima a uma reta com intercepto
zero e coeficientes associados a inclinagao (efeito aleatdrio) com distribui¢oes Lognormal,
de Weibull e Normal (Gaussiana); e concluiram a partir das simulagoes que o método da
verossimilhanca normal é altamente afetado pela violacao da suposicao de normalidade
dos efeitos aleatorios, em particular a magnitude do vicio das estimativas dos quantis é
significantemente aumentada quando a distribuicao utilizada nao ¢é a distribuicao normal.

Alternativas para superar este problema serao discutidas ao longo deste trabalho.

1.3 Modelo geral de degradacao

Em testes de degradacao, para uma amostra aleatoria de unidades experimentais, ob-
temos medidas da caracteristica fisica escolhida a medida que a mesma se degrada ao longo
do tempo, para cada unidade individualmente. A degradacao de cada unidade é mode-
lada usando-se a mesma forma funcional e as diferengas entre as unidades incorporadas

ao modelo através dos efeitos aleatdrios. O modelo é:
Yij = Dij = D(tij; o6 0;) + €45 (1.1)

em que Y;; ¢ a varidvel aleatéria que representa a medida de degradagao para a i-ésima
unidade amostral no j-ésimo instante de medicao, comi=1,2,...,nej=1,2,..., m;;
D(t;;; ; 3;) € o perfil real de degradacao da unidade i no tempo ¢;;; o = (oq; ao; .. .5 )
é o vetor de efeitos fixos (caracteristicas populacionais comuns a todas as unidades);
Bi = (Bi1,Bi2, - - - .Bix)" 0 vetor de efeitos aleatdrios referentes a i—ésima unidade; ;5 o erro
aleatério associado a i—ésima unidade no instante ¢;;. Além disto, assumimos que €;; sao
independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) segundo uma distribuigdo normal com
média 0 e variancia o2 (desconhecida).

Os vetores aleatérios 5; = (Bi1,0i2,---,0ik), ¢ = 1, 2,..., n; possuem distribuigao
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multivariada A(ﬁ]g), em que o vetor de pardmetros § = (01,...,0,) (fixo) deve ser es-
timado a partir dos dados de degradacao. Assumimos que ¢;; e 3; sao independentes.
Eventualmente Y e t poderao estar em escalas transformadas, se necessario.

A proporgao de falhas no instante ¢ é equivalente a proporcao de perfis de degradagao
que excedem o nivel critico Dy até o instante t. Assim sendo, podemos definir a distri-

buigao do tempo até a falha T para modelo (1.1) como:

Fr(t) = Fr(t;a; A(B19); Dy; D) = B(T < t) = P[D(t;2; 0) = Dy,
quando as medidas degradacao sao crescentes no tempo, ou

Fr(t) = Fr(t;a; A(B19); Dy; D) = B(T < t) = P[D(t;0; 0) < Dy,

quando as medidas degradacao sao decrescentes no tempo.
Sob este modelo de degradagao, é necessario obter-se estimativas de « (o vetor de
efeitos fixos) e de 6, o vetor de parametros da distribuigao dos efeitos aleatérios A(5]6),

para se estimar a distribuigao do tempo até a falha Frp(t) e as figuras de mérito de interesse.

1.3.1 Avaliacao de Fi(t)

Quando modelos simples podem ser utilizados para descrever os perfis de degradagao,
uma vez conhecida a distribuigao dos efeitos aleatérios A(/f| g), podemos expressar Frp(t)
de forma fechada, permitindo facil obtencao das figuras de mérito.

Por exemplo, suponha que o perfil de degradacgao real de uma unidade em particular
seja dado por

D(t)=a+ft,

em que « é fixo e representa a quantidade inicial de degradacao comum a todas as unidades
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experimentais no inicio do teste (D(0) = «) e, por conseguinte, corresponde a um efeito
fixo; 3 é a taxa de degradac@o que varia de unidade para unidade (corresponde a um efeito
aleatério) de acordo, por exemplo, com uma distribui¢ao lognormal com parametros de

escala exp(pup) e parametro de forma og. Para o nivel critico Dy temos:

Df—a
/6 Y

Dy=a+pT e T=yg(Ba;Dy)=

em que g € a transformacgao da variavel aleatoria (§ na variavel aleatoria 7', tempo até a

falha. A fungao de distribui¢do acumulada de T, Frr(t) é dada por:

FT(t):IP’(Tgt):]P’<Dfﬁ_a gt)

- t nor

93

- log(t) — [log(Dy — a) — iy
=&, ( o > , t>0,

em que ¢, (+) é a funcado de distribui¢ao acumulada de uma variavel aleatéria com dis-
tribuicao normal padrao. Neste caso, T tem também uma distribuicao lognormal com
parametro de escala tg50 = exp(pr) em que pr = [log(Dy — ) — pgl e parametro de
forma op = 0. Outras distribuicoes podem ser usadas e os mesmos procedimentos para
obter-se a distribuicao de 1" também podem ser aplicados. Resultados com outras distri-
buigoes como a Weibull, Normal (Gaussiana) e Bernstein podem ser encontrados em Lu
e Meeker (1993).

Entretanto, especialmente nos casos em que D(%;;; a; B;) nao é linear e o modelo tem
mais de um efeito aleatdrio, a obtencao de Frp(t) pode ser complicada. Nestes casos
é, geralmente, possivel a obtencao da distribuicao do tempo de vida numericamente,
para valores fixos de a, A(ﬁ|g), Dy e D, através de simulacao de Monte Carlo. Mas

mesmo apos especificarmos uma forma funcional para D(t;;; a; f;), definirmos o limiar

23



Capitulo 1, Introdugao

de falha Dy, e escolhermos uma distribuicdo para A(F|6), teremos a tarefa de estimar
a = (ag;ag;...50p) e 8 = (64,...,6,), tanto nos casos em que é possivel obter Fr(t)

analiticamente (como no exemplo apresentado) como nos casos em que é preciso recorrer

a simulacao por Monte Carlo.

1.3.2 O problema da estimacao dos parametros

A literatura esta repleta de artigos cujos autores propoem métodos para obter es-
timativas dos parametros desconhecidos dos modelos de degradacao e, a partir delas,
estimar a distribuigao do tempo de falha. Lu e Meeker (1993) propuseram o método de
dois estagios para modelos nos quais o vetor de efeitos aleatérios (3, ou alguma trans-
formacao do mesmo, segue uma distribuicao Normal Multivariada com média psz e ma-
triz de variancia-covariancia ¥ 3. Posteriormente Pinheiro e Bates (1995) desenvolveram
rotinas computacionais para a estimacao dos parametros por méaxima verossimilhanca e
maxima verossimilhanca restrita ou residual, ainda utilizando a suposicao de que os efeitos
aleatorios seguem uma distribuicao Normal Multivariada. Mesmo abordagens alternativas
publicadas na década de 1990 assumem erros aleatérios com distribuicao normal, como
Breslow e Clayton (1993) que utilizaram um método de estimagdo baseado em quase-
verossimilhanga penalizada, McGilchrist (1994) que comparou estimadores baseados no
BLUP(Best Linear Unbiased Prediction) com os obtidos por maxima verossimilhanga e
maxima verossimilhanga residual e Wolfinger e Lin (1997) que apresentaram dois métodos
de célculo aproximado da verossimilhanca baseados em expansoes de série de Taylor. En-
tretanto a suposicao de normalidade dos efeitos aleatérios nem sempre é verdadeira em
situagoes praticas. Dada a dificuldade de verificacao de sua validade, muitos trabalhos na
literatura tém tentado quantificar o efeito de desvios desta suposicao nas estimativas dos
parametros fixos tanto para esta classe de modelos (Modelos Lineares e Nao Lineares de

Efeitos Mistos) quanto para outras mais abrangentes, como a dos Modelos Lineares Gene-
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ralizados de Efeitos Mistos - GLMM (Generalized Linear Mixed Effects Models). Verbeke
e Lesaffre (1997), Agresti et al. (2004), Litiere et al. (2008), e Freitas et al. (2009) sao
alguns exemplos.

Em funcao da grande dificuldade de estimacao dos parametros do modelo em situagoes
nas quais a suposicao de normalidade nao se aplica, e dos efeitos desta ma especificacao,
uma outra frente de pesquisa foi aberta. Nesta frente o foco é o desenvolvimento de
métodos computacionais alternativos que permitam a obtencao de estimadores de maxima
verossimilhanca para modelos de efeitos mistos, utilizados na modelagem de dados de de-
gradacao, com efeitos aleatérios nao-normais. Pinheiro et al. (2001) propuseram um mo-
delo linear misto com efeitos aleatérios de uma distribuicao T multivariada. Para modelos
gerais com efeitos aleatérios nao-normais, alguns métodos de estimacao que aparecem na
literatura incluem a verossimilhanga hierdrquica de Lee e Nelder (1996) e a maximizagao
por partes de Song et al. (2005). Entretanto, a implementacdo destes métodos para
utilizacao intensiva em analise de dados, mostrou-se uma tarefa desafiadora. A quadra-
tura Gaussiana é uma ferramenta que tem sido utilizada com sucesso na estimacao de
parametros em modelos com efeitos aleatérios normais. Para modelos mistos com efeitos
aleatérios nao-normais, Nelson et al. (2006) propuseram um método computacional sim-
ples que utiliza a PIT (“Probability Integral Transformation”) para obter estimativas de
méxima verossimilhanga. Liu e Yu (2008) por sua vez propuseram um novo método de
estimacao, que reformula a verossimilhanca condicional de efeitos aleatérios nao-normais,
através da divisao e multiplicacao por uma fungao de densidade Normal. Os métodos
apresentados por estes dois ultimos trabalhos serao apresentados no préximo capitulo.
Ressalta-se que ha trabalhos em que a modelagem de dados de degradacao foi feita sob o
enfoque bayesiano, como por exemplo em Hamada (2005) e Freitas et al. (2010). Entre-

tanto, esta abordagem foge do escopo desta dissertacao.
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1.4 Objetivo do trabalho

O objetivo deste trabalho é apresentar a implementagao de uma solugao para andlise
de dados de degradacao quando os perfis podem ser modelados por fungoes simples, mas
com efeitos aleatérios nao normais. Apds analisarmos os métodos “PIT” proposto por
Nelson et al. (2006) e o método da reformulacao da verossimilhanca proposto por Liu e
Yu (2008) optamos por utilizar o primeiro, com solugoes de integragdo numérica e oti-
mizacao diferentes das mostradas no artigo original. Aferimos a precisao das estimativas
de quantis da distribuicao do tempo até a falha assim obtidas, através de simulacoes como
as apresentadas por Toledo (2007) e Freitas et al. (2009), comparando os resultados com
os destes autores. Finalmente aplicamos a solucao aos bancos de dados apresentados na

Secao 1.1.

1.5 Estrutura do texto

Apresentamos no Capitulo 2 um resumo de dois métodos de andlise de dados de de-
gradagao apresentados por Meeker e Escobar (1998) e utilizados nas simulagoes de Toledo
(2007) e Freitas et al. (2009): o método aproximado e o baseado na verossimilhanga com
efeitos aleatérios com distribui¢ao normal (“numérico”). No Capitulo 3 apresentamos com
mais detalhes os novos métodos propostos por Nelson et al. (2006) e Liu e Yu (2008) e
encerramos com a proposta de implementacao de uma solucao de maximizacao da veros-
similhanca para modelos lineares simples, utilizando a transformacao sugerida por Nelson
et al. (2006). No Capitulo 4 repetimos os estudos de simulagoes realizados por Freitas
et al. (2009) e Toledo (2007), utilizando a solu¢do sugerida neste trabalho. Finalmente
esta solucao € aplicada as situagoes praticas motivacionais, como mostrado no Capitulo

5. No Capitulo 6 estao as conclusoes do trabalho e propostas de futuras pesquisas.
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Métodos padrao de analise de dados

de degradacao

Neste capitulo apresentamos dois métodos de modelagem e analise de dados de de-
gradacao apresentados por Meeker e Escobar (1998) e que foram utilizados por Oliveira
e Colosimo (2004) e Toledo (2007) em estudos por simulagao e por Freitas et al. (2009)
também em simulagoes e em andlise de dados reais.

O primeiro é na verdade uma abordagem alternativa, aproximada (“Método de Anélise
Aproximado”) sugerida por Meeker e Escobar (1998). Para problemas mais simples,
sobretudo aqueles cuja forma funcional do perfil é linear nos parametros, este método
tem apelo pratico pois os calculos sao relativamente faceis de serem implementados.

O segundo utiliza o modelo geral de degradacao apresentado na Secao 1.3 e a estimagao

dos parametros ¢ feita pelo método de maxima verossimilhanca.

2.1 O método de analise aproximado

Este método foi apresentado por Meeker e Escobar (1998) como uma alternativa a

modelagem e analise baseada em estimacao por maxima verossimilhanca. Entretanto,
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conforme os proprios autores ressaltam, este é um procedimento aproximado apenas, e
que possui uma série de deficiéncias conforme sera discutido ao final desta Secao.

No método aproximado analisamos cada unidade amostral individualmente, para pre-
vermos o tempo em que essa unidade atingird o nivel critico de degradacao (“pseudo”
tempo de falha). A partir dos “pseudo” tempos de falha de todas as unidades sob estudo,
estimamos a funcao de distribui¢ao do tempo até a falha Fp(t). Formalmente o método

se constitui das seguintes etapas:

e Para a unidade i, usamos o modelo de perfil definido na equagao (1.1): Y;; =

D;; + €;; e os dados amostrais do perfil (t;1, i), .., (tim;, Yim;) Para se encontrar
as estimativas de maxima verossimilhanca condicional de o; = (a1;09;...;505) €
Bi = (Bi1,Bi2, - - - ,Pix), digamos &; e ;. Estas estimativas podem ser obtidas por

minimos quadrados. Note que ao fixarmos 7, as estimativas estao sendo obtidas para
uma unidade experimental especifica. Assim sendo, o vetor 3; = (5;1,8:2, - - - ,0ik) €
tratado como fixo e o vetor a;; = (ay; ;. . . ; o) de efeitos fixos, que no modelo (1.1)

~

é comum a todas as unidades, serd estimado aqui para cada uma separadamente.

e A partir destas estimativas, solucionamos a equacao D(t,&i,@) = Dy para t,

obtendo-se a solucio #; (denominado “pseudo tempo de falha”).

~

e Repetimos o procedimento para cada perfil amostral para obter-se t1, . . . t,.

e Aplicamos as técnicas tradicionais de andlise de tempos de falha (isto é, ajuste de
distribuicoes tais como Weibull, Lognormal e obtencao de parametros via maxima
verossimilhanga) para os “pseudo” tempos ti,...,t,; obtendo-se dai a estimativa

para Fp(t) (Freitas e Colosimo (1997)).

O método aproximado é simples e intuitivamente atrativo. No entanto, ele s6 é ade-

quado nos casos em que o perfil de degradacao D(t) é relativamente simples; existem
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dados de degradacao suficientes para estimativas precisas de a; e (;; a variancia dos erros
(¢i7) € pequena, e finalmente a extrapolagdo necessdria para predizer o tempo de falha
nao é muito grande.

Deficiencias do método aproximado foram apontadas por alguns autores tais como Me-
eker e Escobar (1998) e Oliveira e Colosimo (2004): (1) ele ignora a incerteza na predigao
dos “pseudo” tempos de falha #; e ndo considera os erros envolvidos nas observacoes dos
valores de degradacao, (2) a distribuigao dos “pseudo” tempos de falha geralmente nao
corresponde aquela que serd indicada pelo modelo de degradagao e (3) em alguns casos,
o volume de dados de degradacao coletado pode ser insuficiente para se estimar todos os
parametros do modelo. Os autores também enfatizam que nestes cendrios pode ser ne-
cessario ajustar-se diferentes modelos para diferentes unidades para predizer os “pseudo”

tempos de falha.

2.2 O modelo geral de degradacao com estimacao de
parametros pelo método de maxima verossimi-
lhanca

Esta abordagem é recomendada principalmente em situagoes praticas descritas por
modelos nao lineares, que incluem mais de um efeito aleatério em sua forma funcional.

Retomemos o modelo geral de degradacao dado pela equagao (1.1):
Yij = Dij = D(tij; a; Bi) + €45 -

Neste modelo:

e Y;; ¢ a varidvel aleatéria que representa a medida de degradacao para a i-ésima

unidade amostral no j-ésimo instante de medi¢ao (i =1, ..., n;j =1, ..., my);
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o D(t;j;; 3;) € o perfil real de degradagao da unidade i no tempo ¢;;;

o a=(aj;a;...;0p) é o0 vetor de efeitos fixos (caracteristicas populacionais comuns

a todas as unidades);

Bi = (6,052, - - - ,Bir)" é o vetor de efeitos aleatérios referentes a i—ésima unidade

~

(isto é, diferem de unidade para unidade);

g;; 0 erro aleatério associado a i—ésima unidade no tempo ;.
Para o modelo (1.1), as suposigoes gerais sao as seguintes:

1. Os erros aleatérios ¢;; sdo independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) se-
gundo uma distribuigao normal com média p = 0 e variancia o2 (desconhecida).
Ressaltamos entretanto que como as medidas Y;; sao tomadas de maneira seriada
na mesma unidade, existe a probabilidade de haver autocorrelagao entre os valores
deg;; (1=1,...,n;5=1, ..., m;), especialmente no caso de medidas tomadas com
curto espacamento de tempo entre si. Entretanto, em muitas situacoes praticas en-
volvendo inferéncia a partir de dados de degradacao de unidades de uma populacao
ou processo, esta correlagao é fraca. Além disto, ela é dominada pela variabilidade
de unidade para unidade nos valores de (31, ..., (B, e pode ser ignorada. Em si-
tuagoes nas quais esta autocorrelacao nao pode ser ignorada, ela deve ser modelada

(por exemplo, nos modelos de séries temporais) e incorporadas ao modelo - Meeker

e Escobar (1998).

2. Os vetores §; = (Bi1,0i2,.--,0ix) i =1, ..., n sado i.i.d. segundo uma distribui¢ao
multivariada A(3|0) em que o vetor de parametros fixos 6 = (64,...,6,)" deve ser

estimado a partir dos dados de degradacao.

3. €i; e B; sao independentes.
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Sejam agora:

o YV, = (Y, Yo, ... Y;,,) o vetor aleatdrio representando as medidas de degradagao
da i-ésima unidade e y; = (y;1, Yi2, --. Yim,;)' 0 vetor com os dados de degradagao

efetivamente observados.

oY = (Y1, Y5, ... Y,) o vetor aleatdrio representando o conjunto completo das
medidas de degradacao das n unidades sob estudo e y = (y1, y2, ... yn) 0 vetor

completo com todas as medidas de degradacao observadas.

e 3= (B, Pi2, --.Bir) o vetor representando os efeitos aleatérios da i-ésima unidade
e B= (0, P2, ... Bn) ovetor com todos os efeitos aleatorios de todas as n unidades
amostrais.

Se denotarmos a fungao de densidade de Y; como f(yi|la, Bi, 0, 02) e a fungao de
densidade de (3; como f(/;]6), usando a suposigao de independéncia de entre os 3;(i =

1, ...,n)eentre fec; (1=1, ...,n;j=1, ..., m;) podemos escrever as fungoes de

densidade de Y e B como:

n

f(y|%7 51" Qv 0-52) = Hf(yz|9f7 ﬁiv Qa 052) ’ (2]—)
SR o~ ~
f(Bl9) =11 r5i0) . (2.2)
i=1 7
Embora os valores de 3, ..., 0 para as unidades individuais possam ser de interesse

em algumas aplicagbes (por exemplo, para predizer a degradacao futura de uma unidade
1 em particular, baseado em um nimero pequeno de medidas de degradacao ja obser-

vadas), o desenvolvimento subsequente neste texto serd concentrado no uso dos dados
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de degradacgao para inferéncias a respeito do processo ou populacao, ou a respeito de
unidades futuras.
Neste caso os parametros (fixos) do modelo a serem estimados sdo «, 6 e o2 e para

tanto escrevemos a expressao geral da verossimilhanga observada por:

f(yla, 0, 0%) = / f(y.Blov 0, o) dB

f(y|c3, B, Q o) f (B|9)}d5~1...dﬁj
A ~ paley ~ ~

Hf(%’%? ﬁNl’v gv Us ) (6@|9)} dﬁn

SreH

=1

= T13 [ #twles 5 6, 225000205, 23)

em que Zp e =g, representam respectivamente o espago de variacao de B e de f3;.

~

- Lid. .
Usando a suposi¢ao do modelo de que &;; "~ N(0, 02) concluimos que

2 indep.
}/;|g7 /gia Qa O, ~ le(l}'Yl)EYl)v

isto é, Y; tem distribuicao normal multivariada de ordem m;, com vetor de médias dado

~
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por:
!/

~ ~

e matriz de variancia e co-variancia igual a
Sy, = 01, , em que [,,, é a matriz identidade de ordem m;.

Em outras palavras, condicional em [3;, as varidveis aleatérias Y;; que representam as
observagoes na i-ésima unidade (j = 1, ..., m;) sdo independentes e distribuidas segundo
uma distribui¢ao normal.

Mais especificamente:
indep. :
K]’%? ﬁia ga 0-3 nfgp N |:D(tz]7 ga 5@)7052:| ; J= 17 ceey My

m;
E portanto  f(yi|a, B;, 6, 02) = [ N[D(t;, a, 5;); 02]. Assim podemos reescrever a
~ N~ j=1 ~

funcao de verossimilhanga em (2.3) como:

=5,

fyla, 0.0%) =

n

=1

7

Dty o 6):0?) | FBIOAB - (24)

I
— .
S
—:
>

I
—
]

A estimagao de o, 6 e 02 é obtida a partir da maximizacao da fungao de verossimilhanga
(2.4). No entanto a solugao analitica das integrais quase nunca é trivial, forgando a
utilizacao de aproximagoes numéricas. Mesmo estas aproximacoes numéricas somente sao

viaveis para modelos simples, com vetores de parametros de pequena dimensao.
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2.2.1 O modelo baseado na distribuicao normal multivariada

Diversos trabalhos surgidos na literatura a partir da década passada consideram que
os efeitos aleatérios seguem uma distribuicao normal multivariada de ordem p. Neste
caso entao 0 = (ug, Xp) e G vy Ny(pg, X3). Em outras palavras f(ﬁz\g) em (2.4)
¢ funcao de densidade de uma normal p-variada com vetor de médias pg e matriz de
variancia-covariancia Xg.

Pinheiro e Bates (2000) usaram os resultados desenvolvidos por Lindstrom e Bates
(1990) para obter a estimativa aproximada dos parametros a, g = (ug, Xp) e 0.. As
fungoes LME e NLME escritas na linguagem S-plus foram desenvolvidas para obter este
resultado. Outra opcao é a PROC NLMIXED disponivel no Software SAS.

Conforme discutido na Secao 1.3.1, apds a estimagao de Q, fig, Y5 e 02, a fungao
de distribui¢ao do tempo de vida, Fr(t), pode ser obtida analiticamente (somente em
casos muito simples) ou numericamente por integracao direta. Uma vez mais o custo
computacional para avaliar a integral multidimensional ira crescer exponencialmente com
a dimensao da integral.

Um procedimento alternativo (também ja mencionado em 1.3.1) é avaliar Fr(t) nu-
mericamente usando simulagao de Monte Carlo. A simulacao pode ser executada usando
as estimativas dos parametros @, g, Y5 e 02 que foram fornecidas pelas fungoes LME ou
NLME. Geram-se NB possiveis perfis de degradacao D(t) e para cada um deles o “tempo
de falha” ¢} (j =1, ..., NB) (tempo de transposi¢ao ou de forma equivalente o tempo
em que o perfil de degradacdo cruza a linha y = Dy) é obtido. Para calcular os valores

de Frp(t) usa-se entao a expressao

Pry="2—— 0 i), (2.5)
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em que I é a funcao indicadora, ¢ é um instante de tempo fixo e NB deve ser um nimero
bem grande (usualmente NB > 10°).
Para simular os NB perfis de D(t) é necessario gerar NB possiveis realizac¢oes do vetor

0 = (a;8) = (a1, ..., &y ; 01, ..., Br) de uma distribui¢do normal multivariada com

~
~

média jig e matriz de variancia e covariancia Yg. Note que como « é um vetor de efeitos

A B
fixos, po = (a1, ..., ap 5 Hg,, ..., pg) € Yo = ;em que A = Cov(a),
B! S e ~
Bk = Cov(a, B), e 3 = Cov(f3). A e B sao matrizes com elementos nulos.
px o~ kxk ~

O tltimo passo consiste em se aplicar (2.5). Um algoritmo mostrando todas as etapas
das sequéncias de estimacoes para o método numérico foi apresentado por Yacout et al.
(1996). Intervalos de confian¢a podem ser obtidos usando métodos de reamostragem,

como o Bootstrap apresentado em Efron (1985).
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Capitulo 3

Métodos computacionais para
obtencao de estimativas de maxima
verossimilhanca em modelos de
degradacao com efeitos aleatorios

nao normais

Neste capitulo apresentamos métodos computacionais que foram concebidos para pos-
sibilitar inferéncias em modelos de degradacao em que a distribuicao dos efeitos aleatérios
nao é normal.

Detalhamos os métodos de Nelson et al. (2006) (Segao 3.1) e de Liu e Yu (2008) (Segao

3.2). Finalmente na Secdo 3.3 apresentamos a solu¢do implementada nesta dissertagao.
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3.1 O método “PIT” (probability integral transfor-
mation)

Nelson et al. (2006) apresentaram um método computacional simples para obter es-
timativas de maxima verossimilhanca em modelos nao lineares de efeitos mistos, quando
os efeitos aleatérios possuem distribuicao nao normal. Retornando a expressao da veros-
similhanga (2.3), e considerando primeiramente um modelo em que os efeitos aleatérios
sdo unidimensionais (isto é, 5; = [3; escalar, i = 1, ..., n), vemos que a contribuigao do

~

1-ésimo perfil para a verossimilhanca marginal é:

/ {H fisle, B, 0, af,)f(ﬁAQ)} g .
j=1

B

No caso em que os efeitos aleatérios possuem distribuigao f(/5;|#) nao normal, os
autores propuseram a transformacao descrita a seguir:

Suponha que a; seja um efeito aleatério com distribuicao normal padrao, isto é a; ~
N(0;1). Um resultado fundamental da teoria de probabilidade, afirma que se X é uma
variavel aleatoria continua com funcao de distribuicao F' e densidade f, entao a variavel
aleatéria Y = F(X) é uniformemente distribuida em (0, 1). Como consequéncia, se Y’
¢ uma variavel aleatéria continua uniformemente distribuida em (0, 1) entao a varidvel
aleatéria F~1(Y") tem fungao de distribui¢ao acumulada F ou densidade f, como mostrado
por Hoel et al. (1971). Assim, tomando u; = ®(a;) ~ uniforme(0, 1), em que ®(-) é
a fungao de distribuicao acumulada (CDF) da distribuigdo normal padrao e aplicando
novamente a mesma transformagao, Fy(3;]6), a fungao de distribuicao acumulada de (3;|0
também tem distribui¢do uniforme em (0, 1). Segue daf que F, '(u;), a CDF inversa de
3:]6, tem densidade f(3;|6). Portanto 8; = F, *(®(a;)) tem a distribui¢do nao normal de

interesse.
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Desta forma, em termos do efeito aleatério normal a; e usando a teoria de probabilidade
para transformagoes, os autores reescrevem a contribui¢ao da i-ésima unidade (perfil) para

a verossimilhanga como sendo:

f(%’()é, 67 O-s2> = / {ﬂ f(yij’a7 ﬁlﬁ ga U?’)f(ﬁl|0>} dﬁl

j=1

g,

= / {H F(yigler, Fy(®(ay)), 0, Uf)ﬁb(ai)} da; , (3.1)

7

em que $(-) e ¢ sdo a fungao de distribuigdo acumulada e a fungao de densidade da normal
padrao, respectivamente.

Métodos numéricos de integracao podem agora ser usados para aproximar a solucao
da fungao de densidade (3.1) e outros modelos NLME quando nao existe solugao de
forma fechada. Os autores utilizam a Quadratura Gaussiana que aproxima (3.1) pela
média ponderada do integrando avaliado em um nimero, (), de abcissas predeterminadas
(pontos de quadratura) d,(¢ = 1,...,Q) sobre os efeitos aleatérios a;, como mostrado
em Davidian e Gallant (1992), Liu e Pierce (1994), Pinheiro e Bates (1995) e Lesaffre e

Spiessens (2001). Assim a aproximagao sugerida é:

flulo.0.0%) = | {H Flulas By (@(a). 0. as><z><ai>} do

i
Q my

> 1 wislas B (@(dy). 6. o2)é(dy)w, (3-2)

qg=1 j=1

Q

2 ~ . .
em que d, = \/Ezq, Wy = ﬂnqezq e os pesos padrao de Gauss-Hermite 7, e as abcissas z,

podem ser obtidos de tabelas, como em Abramowitz e Stegun (1972).
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Portanto a funcao de verossimilhanca a ser maximizada é:

n Q m;
flylas 6, 02) = [T DT flwislas By (@(dy), 8, 02)6(dy )y (3.3)
~ i=1 q=1 j=1

Os autores apresentam dois exemplos de implementacao de seu método utilizando a
rotina PROC NLMIXED do software SAS. Afirmam também ser possivel estender a trans-
formacao para os modelos com dois ou mais efeitos aleatorios independentes nao normais,

ou seja, os casos em que (3; = (i1, B2, ... ).

3.2 Meétodo de reformulacao da verossimilhanca

Liu e Yu (2008) partiram do artigo de Nelson et al. (2006) para apresentar um novo
método para tratar o mesmo problema. Os autores argumentaram que o método “PIT”
sO consegue lidar com efeitos aleatérios para os quais a inversa da funcao distribuicao
acumulada (CDF) tem forma fechada, o que limita a sua aplicacdo. O método pode
ser aplicado também a modelos muito limitados de efeitos aleatérios correlacionados nao
normais (exemplo: modelo Gaussiano de cépula). Entretanto o método “PIT” nao é
aplicavel quando F~!(-) nao pode ser obtida facilmente. Por exemplo, para grande parte
dos casos de efeitos aleatorios nao normais bivariados, a fungao de distribui¢ao acumulada
(CDF) e a inversa da CDF em geral ndo tém forma fechada e tampouco estao disponiveis
como funcoes em softwares estatisticos como o SAS e R-11.

Liu e Yu (2008) argumentam ainda que embora Nelson et al. (2006) tenham afirmado
que uma versao multivariada do “PIT” (Genest e Rivest (2001)) possa ser utilizada com
efeitos aleatorios correlacionados, o tratamento matematico altamente complicado pode
inviabilizar a sua implementagcao.

Assim sendo, os autores propuseram uma nova abordagem, reformulando a verossi-
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milhanca condicionada a efeitos aleatérios nao normais em uma verossimilhancga que seja
condicionada a efeitos aleatérios normais. A proposta consistiu em multiplicar e dividir

o integrando de (2.3) pela densidade da normal padrao ¢(-), obtendo:

£(53,10)
flula. .08 = [ Hf ol B 0. 02) =5

EE ~

i

gb(ﬁNZ)dﬁNZ . (3.4)

Os autores entao usam a técnica da quadratura Gaussiana no pacote NLMIXED do soft-

ware SAS para aproximar a integracao de

£(5:16)

Hf visla, Biy 0, 02))—=< (5]

(3.5)
Segundo os autores este método somente requer que a funcao de densidade (ao invés da
inversa da CDF) dos efeitos aleatérios ndo normais possua uma forma fechada e que es-
teja disponivel no pacote escolhido. Além disso, argumentam que o custo computacional

¢ menor quando comparado com Nelson et al. (2006).

3.3 Maximizacao da verossimilhanca - solugcao numérica

baseada no PIT

Nesta secao apresentamos uma proposta de solugao numérica para estimacao do tempo
médio de vida e demais figuras de mérito de interesse para os modelos de degradacao
simples como os descritos nas situacoes praticas motivadoras da Secao 1.1, baseada no
método apresentado por Nelson et al. (2006).

Se observarmos os gréficos dos dados de degradagao das rodas dos TUE (Figura 1.3) ou
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dos Lasers (Figura 1.4), vemos que os perfis sdo linhas aproximadamente retas passando
pela origem, sugerindo a utilizagdo de um modelo linear simples (uma reta) sem intercepto.
Estes modelos serao desenvolvidos nas Segoes 3.3.1 (modelo com efeitos aleatérios Weibull)

e 3.3.2 (modelo com efeitos aleatérios com distribui¢do Lognormal).

3.3.1 Efeitos Aleatérios com distribuicao de Weibull

Uma das distribuicoes utilizadas para os efeitos aleatérios tanto por Freitas et al.
(2009) para os dados de rodas de trens, quanto por Hamada (2005) para os dados dos
lasers, é a distribuicao de Weibull. Neste caso ambos os autores utilizaram o seguinte

modelo linear simples:

1
Y;j:_‘tij_._giju z'zl,...,nejzl,...,mi, (36)

1
em que

o Y,; é a j-ésima medida de degradacao (desgaste das rodas dos trens ou o aumento
percentual na corrente de operagdo no caso dos lasers), tomada no tempo t;; na

i-ésima unidade;

e 5;(i=1, ...,n)éoreciproco da taxa de degradagao da i-ésima unidade, correspon-
dendo ao efeito aleatério. Desta forma, (; indica o quanto e como o perfil médio de

degradacao especifico da unidade i (E(Y;;|3;)) se difere do perfil médio populacional

(E(Y3));

e ¢;; é o erro aleatério associado a j-ésima medida tomada na i-ésima unidade (no
tempo ¢;;). Osey’s (1 =1, ...,nej =1, ..., m;) estdo associados a variagao
em cada tempo t;; das respostas Y;; acima ou abaixo do perfil médio especifico da

unidade 7.
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Supomos ainda que:
e Osgys(i=1,...,nej=1, ..., m) sao iid. N(0, o2);
e Os f3;’s e €;;’s sao independentes;

e Os f3;’s sdo i.i.d. segundo uma distribuigdo Weibull («, d) (« é o parametro de forma

e § o parametro de escala) com fungao densidade dada por:
o ﬁ a—1 ﬁ «
f(Bla, §) = 5 <g> emp{— (5) } (>0,6>0,0>0). (3.7)

A forma funcional (3.6) assumida para o perfil de degradac¢ao permite uma solugao
analitica para Fr(t) e consequentemente para as figuras de mérito de interesse tais como
os quantis, MTTF, etc.

De fato, se o verdadeiro perfil de degradagao é dado por Y = % t, o nivel critico de

degradagao Dy sera atingido no tempo de falha 7', em outras palavras:

T

1
Dj=-T = T=D;f = ()= 5.
f

g

Portanto a funcao de densidade de T sera dada por:

Ou seja, T tem distribuicao de Weibull com parametro de forma igual a o e parametro

de escala igual a D0.
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Se o modelo adotado é o (3.6), entao sendo 0 = (o, §)":

in 1 1 ¢
Y | G, 0 0,0 o2 o N(ui, Yy,) em que p; = <E tit, -, E tzm> e Ny, =021, .
~ 7 1

~ ~

Assim a verossimilhanga (2.4) toma a forma:

- 4 B)2
n m; €TP |:_ (y” th/ﬁZ) :l
0,0%) = / == 16)d5;
f(yl9, o2) 1}1 ) Jf:[l Nor £(3:16)dB
:'Bi
- 4132
) e exp Wi =t/ B - .
- I S5 (5) e[ (5) [ o9
— 2 ) j:1 271_0-6 5 5 p 5 7 . .
:'ﬁi
Para encontrarmos as estimativas de maxima verossimilhanca &y, ) wmv e ol dea,

EMV

§ e 02 respectivamente, precisamos maximizar (3.8) ou de maneira equivalente, maximizar

) o1 A\ @
log f( |9, o? Z log / H \/%0205 % <§Z> exp { <%> } dgs; » (3.9)
= Jj=1 €

2,

Para isto seguimos os seguintes passos:

Passo 1 Fornecemos valores iniciais para «, § e 02, digamos ao, ). 50 ¢ 65(0);
Passo 2 Substituimos estes valores em (3.8);

Passo 3 Resolvemos as integrais em (;(i =1, ..., n);

Passo 4 Encontramos log f(y| &©,6©), &f(o));

Passo 5 Atualizamos os valores de @, e o2

Passo 6 Repetimos os passos 2 até 4 até encontrar os valores de a, § e 02 que maximizem

(3.8), ou seja, até encontrar d sy, 5 Mmv €62 que sdo as estimativas dos parametros

EMV

pelo método de maxima verossimilhanca.
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Estes passos sao detalhados a seguir:

Passo 1: Determinacao dos valores iniciais de «, § e 02 :

Os valores @@, §© ¢ 62 foram obtidos da seguinte forma:

1. Ajustamos para cada perfil individualmente o modelo (3.6), obtendo assim as esti-

mativas 31, ..., 3, de f1, ..., Bn (por minimos quadrados).

2. Utilizando 4, ..., 3, como se fossem observagoes de uma variavel aleatoria Weibull

(cr, §), encontramos as estimativas de méxima verossimilhanca para a e §. Estas

A

estimativas serao os valores iniciais &(© e 6,

3. Valor inicial para o2: De posse das estimativas Bl, cee Bn obtidas em 1, calculamos

os valores ajustados Y;;, dados por

~ 1 )
Yii = = tij =1, ...,nej=1, ..., m;,
i
e consequentemente ¢&;; = Y;; — Y;, 1=1, ....,.nej =1, ..., m;. O valor

e . ~2(0 . ~
inicial 05( ), foi entao calculado como:

~2(0) _ Z?:l Z;n;l (éZ] - 5)2
. N—1 ’

n m; o~
n . L Es

em que N =) mieg:M.
i=1 N

Passo 2: Substituindo &, 6© e 62 em (3.9) obtemos log f(y| 8, O'?(O))

. exp (W) O o
Z log / H 2g)§(0) O}(O) <A5i )0‘ ) exp | — (ﬁi )a dsi p . (3.10)
i=1 = j=1 \V2moe 6(0) \ 5(0) 5(0)

=3,
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Passo 3: Solugao das integrais em (3.10):

Um dos complicadores para resolucao das integrais de (3.10) é a determinagao de
limites de integracao apropriados para utilizacao dos métodos de integracao numérica
visto que Zg, = (0, 00).

Para contornar esta dificuldade, utilizamos a transformacao sugerida por Nelson et al.

(2006) na equacao (3.1). Assim (3.10) pode ser reescrita como:

cop (a0l PO

" m: -20)
20
tog 1(Y19.02) = >tog? [ E Hlac)da;
P T Tl
: : N
[yij — i;/8© (—log(1 — B(a;))1/*")2
n m; TP | — 952(0)
g
= >tegd [ |11 = Sai)dai
i=1 = |i=t 2moe
(3.11)

em que ®(a;) e ¢(a;) sao respectivamente a distribui¢ao acumulada e a densidade de uma
normal padrio; F~1(®(a;)) = d(—log(1 — ®(a;))"/* é a forma da inversa da funcio de
distribuicdo acumulada da Weibull com parametros « (forma) e ¢ (escala), avaliada em
D(a;); e Eq, = (—00, 00).

Como o integrando estd multiplicado por ¢(a;), que é a densidade da normal padrao,
somente teremos massa significativa no intervalo (—3.5 a 3.5). Podemos portanto consi-
derar =,, = (—3,5; 3,5).

Na rotina implementada para o software R.11 e reproduzida no anexo B.1 deste tra-
balho, utilizamos a soma de Riemann no intervalo (—=3.5 a 3.5) ¢ Az = 0,005 como
aproximacao da integral em (3.11).

A utilizacao de quadratura gaussiana sugerida por Nelson et al. (2006) nao funcionou

aqui devido ao perfil bastante irregular da funcao de verossimilhanga nos casos estudados.
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Passos 4, 5 e 6: Otimizagao

Para otimizacao usamos a rotina ConstrOptim implementada no software R.11, que
usa um algoritmo de otimizagao baseado no método de barreira adaptativa. No nosso caso
usamos a restricao de que os parametros a serem estimados sao positivos. Para maiores

detalhes veja Lange (2010).

De posse das estimativas de maxima verossimilhanga para a, § e 02 podemos calcu-
lar analiticamente as figuras de mérito de interesse, ja que como vimos, conhecemos a

distribuicao do tempo até a falha neste modelo.

3.3.2 Efeitos Aleatérios com distribuicao Lognormal

Outra distribuicao utilizada por Freitas et al. (2009) para os efeitos aleatdrios no
estudo de degradacao das rodas de trem, foi a Lognormal, desta vez utilizando o modelo
(3.12):

}/ijzﬂitij+€ij7 i:17...,n€j:1,...,mi. (312)

Se 3 ~ Lognormal(u, o) em que o > 0 é o parametro de forma e e é o parametro

de escala (Meeker e Escober, 1998), sua func¢ao densidade de probabilidade é dada por:

f(ﬁ\u,a)zﬁ\/;—m ewp{—W}, 0 <z <o00.

Novamente, se Ds € o nivel critico de degradacao e T" o tempo para atingir este nivel

(tempo de falha) podemos escrever:

Dy

D
Dy =pT = T:Ff = D)=~
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E a funcao de densidade de T serd dada por:

fr(t) = gt 20

C {_ log(Dy/t) — M]Q} D,

- D20 202 t?
1 log(t) — (log(D¢) — 1)]?
_ exp{_[og() (ogg 7) = 1] }
2ro 20

Portanto agora T' tem distribuicao Lognormal como os efeitos aleatérios, mas com

parametro de escala igual a exp[log(Dy) — p| e parametro de forma igual a o.

A verossimilhanga (2.4) toma a forma:

(yij — ﬁitij)Q)
n mi  eTp (—2
w11 [ | I g

e
| =1 V2o, BiN 2o

zp {—W} g v . (3.13)

2

Neste modelo os parametros a serem estimados sao j, o e oZ. Portanto é preciso

maximizar (3.13) ou, de maneira equivalente:

. eap (_(yij—ﬂitij)2>

T 202 1 [log(Bi) — u)?
log f( y\e o’ 2109 / E \/ﬁa: 5730 exp{—gg}dﬁi

E[-;l.

Os passos para se encontrar as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros
sao similares aos descritos na Segao 3.3.1 e sao apresentados a seguir de forma sucinta:
Passo 1: Determinacao dos valores iniciais de p, o e o2:

Ajustamos (3.12) para cada perfil individualmente e obtivemos Bl, cee Bn Considerando-
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se estas estimativas como observagoes de uma varidvel aleatéria Lognormal (i, o), en-

0. Em seguida, a partir

(0)

contramos os estimadores de méxima verossimilhanca () e ¢

A A ~ ~ .. ~ ~2 ., .

de 4y, ... calculamos Y;; e £;; que permitiram a obtencao de 62"’ conforme ja descrito.
) y Mn 1J i S

Passo 2: Substituindo 2, 6@ e 62 em (3.14) obtemos log f(y| 6, o2V):

(yij — Bitiz)*
exp ( : 2(0) : ) [log(b’i) _ M(O)]2

20; 1
o (496 - 1
Varo G | A 619

élog / ﬁ

= j=1

Passo 3: Solugao das integrais em (3.15):
Utilizando a mesma transformagao sugerida por Nelson et al. (2006), (3.15) é reescrita

neste caso como:

ﬁ cip (_ yij — FQ;éi)(ai))tuF)

1 27r6£0)

logf(y|09, o2©) = ¢(a;)da;

s
Il
—
[11
<

[ [yi; — Qlnorm(®(a;), [0, &(O))tij}z
ﬁ exp | — 5520

1 27r€r§0)

¢(ai)dai B

ﬁ
Il
—
1
<

Il
—

(3.16)

em que P(a;) e ¢(a;) sdo respectivamente a distribui¢do acumulada e a densidade de a;
(que tem distribui¢do normal padrio); F~'(®(a;)) = Qlnorm(®(a;), ¥, @) é a inversa
da funcao de distribuigao acumulada da Lognormal, chamada funcao quantilica por alguns
autores, com parametros i(” e 5 aplicada em ®(a;); e Z,, é o suporte do integrando.
Novamente somente teremos massa significativa no intervalo (—3.5 a 3.5), e consideramos

este intervalo como o suporte de a;.
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Passos 4, 5 e 6: Otimizagao

As estimativas de mdxima verossimilhanga para yu, o e o2 sao obtidas como descrito
na Se¢ao 3.3.1 e a partir delas calculamos analiticamente as figuras de mérito de interesse,
ja que neste modelo o tempo até a falha também tem distribuicao conhecida. O script

implementado para este modelo se encontra no anexo B.2.
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Capitulo 4

Os resultados de Toledo (2007) e

Freitas et al. (2009) revisitados

Toledo (2007) e Freitas et al. (2009) apresentaram simulagdes comparando os métodos
aproximado e de maxima verossimilhanga normal (denominado de “Método Numérico” pelos
autores) propostos em Meeker e Escobar (1998) e a andlise de tempo de vida (FTA - Fai-
lure Time Analysis) tradicional para se estimar a distribuicao do tempo até a falha em
modelos de degradagao lineares sem intercepto. Utilizaram o modelo (3.12) com efeitos
aleatérios com distribuigdo Lognormal e o modelo (3.6) com a distribui¢ao de Weibull.
Mostraram que apesar de nao haver alteracao significativa no desvio padrao das estimati-
vas das figuras de mérito obtidas pelos trés métodos, os métodos aproximado e de maxima
verossimilhanga normal apresentavam estimativas com desvio padrao ligeiramente menor
que o daquelas obtidas pelo método de tempo de vida, especialmente para percentuais
de censura maiores. No entanto, o vicio dos estimadores obtidos pelo método de maxima
verossimilhanca eram muito grandes, quando comparados com o resultado dos outros dois
métodos. Isso se devia ao fato de que as estimativas dos parametros da verossimilhanca

definida na equagao (2.4) foram obtidas pelo pacote LME no Software R — 11 que, con-
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forme relatado na secao 2.2, utiliza pressuposto de normalidade para os efeitos aleatérios
do modelo.

Nosso objetivo é repetir exatamente as simulacoes daqueles trabalhos, e utilizar a
solucao descrita na Segao 3.3 para obter estimativas das mesmas figuras de mérito, com-

parando os resultados obtidos com aqueles dos trabalhos citados.

4.1 Simulando efeitos aleatérios com distribuicao de

Weibull

O ponto de partida para as simulagoes é a geracao de perfis de degradagao obedecendo
a critérios pré-determinados. De posse destes perfis, se aplicam métodos de inferéncia para
determinacao da distribuicao do tempo de vida e outras figuras de mérito.

O primeiro modelo utilizado nas simulagoes foi

Y;j: tij+€ij7 izl,...,50ej:1,...,20,

1
B
com [ ~ Weibull(a, 9), sendo v o parametro de forma e ¢ o de escala. Os valores dos
parametros da distribuig¢ao de §; utilizados por Freitas et al. (2009) e Toledo (2007), com
base em Oliveira e Colosimo (2004), foram o = 6,230596 e 6 = 10.767,69. A Figura 4.1
ilustra a funcao de densidade de probabilidade de uma distribuicao de Weibull com estes
parametros.

Cada amostra simulada tem 50 perfis de degradagao e cada perfil é composto de 20
medidas igualmente espagadas, tomadas de 2000 em 2000 (km), no intervalo [0, 38.000].
Em outras palavras, t;; = t1 = 0, t;5 = to = 2.000 km, ..., tjog = tog = 38.000 km
para todo ¢« = 1, ..., 50. Como vimos na Secao 3.3.1, sob este modelo o tempo de

vida tem distribuicao de Weibul com parametros de forma e escala respectivamente « e
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Forma = 6,230596
000020  Escala = 10.767,69

0,00015 4

0,00010 1

Densidade

0,00005

0,00000 i . . . .
5000 7500 10000 12500 15000

p

Figura 4.1: Funcao densidade de probabilidade - Weibull

Dyd. Podemos entao obter diretamente os valores reais da média e do p-ésimo quantil da

distribuicao do tempo de falha pelas expressoes:

E(T) = MTTF = D6T <1 + é) : (4.1)

t, = Dp[—In(1 — p))/* . (4.2)

A partir de (4.2) podemos entao calcular os valores de Dy que induzam diferentes

niveis de censura:

t
Dr= ; : 43
! = 10.767,69(—In(1 — p))/6:23059 (4.3)

O objetivo dos autores era aferir se variagoes nos percentuais de censura, que sabi-
damente afetam a qualidade das estimativas na analise tradicional de tempo até a falha,
influenciariam também as estimativas obtidas pelos outros métodos.

Seja ty = 38.000 (tempo limite ou final de acompanhamento) e ¢ = 1 — p a fracdo de
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censuras desejada em ty. Queremos achar o Dy tal que:

P(T'<tf)=p ouseja, P(T >t,)=qg=1—p.

Substituindo em (4.3) ¢, por ¢ty = 38.000, e ¢ = 1 —p = 0,10; 0,30; 0,60; 0,80 teremos
os valores de D que irdo gerar (1 —p) x 100% de censuras. Estes valores estao na Tabela
4.1.

Tabela 4.1: Limites de degradacao (Dy) por percentual de censuras
Caso 1: modelo linear com efeito aleatério Weibull

Percentual D

de censura !
10% 3,09
30% 3,43
60% 3,93
80% 4,49

Levando estes valores de Dy em (4.1) e (4.2) podemos obter os verdadeiros valores do
MTTF e de quantis de interesse para o modelo simulado, para cada um dos percentuais

de censura desejados. A Tabela 4.2 apresenta estes valores.

Tabela 4.2: Figuras de mérito reais
Caso 1: modelo linear com efeito aleatdorio Weibull

Percentual

de censura, MTTF t0,0l t0’05 tO,lO Mediana to’go
10% 30.931 15.901 20.656 23.186 31.371 35.913
30% 34.335 17.651 22.929 25.737 34.823 39.865
60% 39.340 20.224 26.271 29.489 39.900 45.676
80% 44.945 23.106 30.015 33.691 45.585 52.184

Para repetirmos as simulagoes, inicialmente geramos aleatoriamente os valores para
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B (i =1, ..., 50), de uma Weibull(6,230596; 10.767,69). Em seguida geramos, de
uma distribuigdo normal com média 0 e desvio padrao 0,01 (mesmos valores utilizados
na simulacao original), 1000 (50 x 20) valores para os ¢;;. Podemos agora calcular os 50
perfis da amostra usando Y;; = (1/6;)t;+¢;;. Este procedimento foi repetido 10.000 vezes
para cada um dos quatro niveis de censura. Como o valor de D; determina a ocorréncia
de falha, as medidas subsequentes aquelas que ultrapassavam os valores de Dy em cada
unidade amostral simulada eram abandonadas.

A Figura 4.2 mostra um exemplo de um conjunto de 50 perfis simulados com D; =
3,09. Neste exemplo 6 unidades (aproximadamente 10%) nao apresentaram falha (nao

ultrapassaram o valor limite de degradacdo D) no periodo simulado.

w
8

LDEB09 Ll A 4

Degradagao (mm)
N N N w
8 8 3 8

B

o
3

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24 26 28 30 32 34 36 38
Distandia (milheres de km)

Figura 4.2: Perfis de degradacao simulados
Caso 1: modelo linear com efeito aleatorio Weibull

Para cada conjunto de perfis simulados obtivemos as estimativas de maxima verossimi-
lhanga para «, § e o2 conforme descrito em 3.3.1. A partir destas estimativas calculamos,
com (4.1) e (4.2), os 10.000 valores estimados para o MTTF e para os quantis 0,01; 0,05;
0,10; 0,50 (mediana) e 0,80. Utilizamos as mesmas medidas de desempenho mostradas
por Toledo (2007) e Freitas et al. (2009), comparando os valores médios estimados com

os reais (Tabela 4.2), para cada uma das figuras de mérito.
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Estas medidas sao:
e O desvio padrao, calculado diretamente com as 10.000 estimativas.

e O vicio relativo obtido dividindo-se o valor absoluto da diferenca entre o valor médio

estimado e o valor real, pelo valor real (x 100 para obtermos a percentagem).
e O Erro Quadratico Médio, calculado pela soma da variancia e o quadrado do vicio.

Todos os resultados sao apresentados na tabela A.1, no anexo A, e para ilustracao
mostramos nas Figuras 4.3, 4.4 e 4.5 o resultado das trés medidas de trés figuras de

mérito: MTTF, quantil 0,01 e Mediana.
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MTTF

3000 f

2600 /
2200 /
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o
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10% 30% 60% 80%
% Censura

=8~ FTA =2 Aproximado =~ Verossimilhanga normal =>¢ Verossimilhanca Pit
0.5 /'
04

/

Vicio Relativo

0.0
10% 30% 60% 80%
% Censura
‘-0- FTA =2 Aproximado ={3= Verossimilhanga normal =~ Verossimilhanca Pit ‘
3000
2600

2200

1800

1400 =

/":

10% 30% 60% 80%

Erro Quadratico Médio (x 10 %)

600

% Censura

‘-0— FTA == Aproximado ={* Verossimilhanga normal => Verossimilhanca Pit‘

Figura 4.3: Medidas de desempenho estimativas do MTTF
Caso 1: modelo linear com efeito aleatorio Weibull
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Quantil 0,01
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$ 1800 / ——
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L
>
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15800
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11800 //D
9800

-/
500 / /

3800 ”// M

1800

Erro Quadratico Médio (x 10 %)

10% 30% 60% 80%
% Censura

‘—O—FTA == Aproximado = Verossimilhanga normal =>< Verossimilhanca Pit‘

Figura 4.4: Medidas de desempenho estimativas do quantil 0,01
Caso 1: modelo linear com efeito aleatorio Weibull
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Mediana
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‘-0— FTA == Aproximado ={* Verossimilhanga normal => Verossimilhanca Pit‘

Figura 4.5: Medidas de desempenho estimativas da mediana
Caso 1: modelo linear com efeito aleatério Weibull
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4.2 Simulando efeitos aleatérios com distribuicao Log-

normal

O outro modelo cuja simulacao reproduzimos foi
Yz’jzﬁitij"i_gija izl,...,nejzl,...,mi,

com 3 ~ Lognormal(u, o). Novamente usamos os valores dos parametros dos trabalhos
de referéncia, que foram p = —9,12265 e ¢ = 0,235929. A Figura 4.6 ilustra a funcao

densidade de probabilidade de uma distribuicao Lognormal com estes parametros.

16000 Escala = exp(-9,12265)
Forma = 0,235929

14000
12000
10000

8000

Densidade

6000

4000

2000

u]
0,000050 0,000075 0,000100 0,000125 0,000150 0,000175 0,000200 0,000225
b

Figura 4.6: Funcao densidade de probabilidade - Lognormal

A estrutura dos dados é a mesma, isto é, 50 perfis de degradacao cada um deles com 20
medidas de 2000 em 2000 (km), no intervalo [0, 38.000]. Como vimos na Se¢ao 3.3.2, sob
este modelo o tempo de vida tem distribuicao Lognormal com parametro de escala igual
a expllog(Dy) — p] e parametro de forma igual a . Podemos entdo obter diretamente
os valores reais da média e do p-ésimo quantil da distribuicao do tempo de falha pelas

expressoes:
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E(T) = MTTF = exp {ln(Df) -+ %2} , (4.4)

e  t,=explz,0+log(Dy) — pl. (4.5)

O célculo dos valores de D que induzam os niveis de censura desejados pode ser feito
a partir de (4.5):
D¢ = exp{log(t,) — 0,235929z, — 9,12265}.

Assim como no caso Weibull, fazemos ¢ty = 38.000 e ¢ = 1 —p = 0,10; 0,30; 0,60; e 0,80;

obtendo Dy para cada percentual de censura (veja Tabela 4.3).

Tabela 4.3: Limites de degradacao (Dy) por percentual de censuras
Caso 2: modelo com efeito aleatério Lognormal

Percentual

de censura Dy
10% 3,07
30% 3,67
60% 4,40
80% 5,06

Os valores de Dy fornecem, a partir de (4.4) e (4.5), os verdadeiros valores do MTTF

e de quantis de interesse para o modelo simulado. A tabela 4.4 apresenta o resultado.

Tabela 4.4: Figuras de mérito reais para perfis simulados
Caso 2: modelo com efeito aleatério Lognormal

P tual .

deerCC(SIrllSllllfa MTTF t0,01 t0705 tO,lO Mediana t()’go
10% 30.931 15.901 20.656 23.186 31.371 35.913
30% 34.335 17.651 22.929 25.737 34.823 39.865
60% 39.340 20.224 26.271 29.489 39.900 45.676
80% 44.945 23.106 30.015 33.691 45.585 52.184
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Repetimos os mesmos procedimentos de simulacao, agora gerando inicialmente valores
para f; (i =1, ..., 50), de uma Lognormal(—9,12265; 0,235929). Novamente trabalha-
mos com 10.000 conjuntos de perfis para cada um dos quatro niveis de censura. A titulo de
ilustracao, a Figura 4.7 apresenta um conjunto de perfis simulados com Dy = 5,06. Neste
exemplo 10 unidades apresentaram falha (ultrapassaram o valor limite de degradagéo Dy)

no periodo simulado, ou seja, 40 em 50 nao “falharam” (80%).

Degradagao (mm)
8

2.001

1.00 4

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

Distancia (milhares de km)

Figura 4.7: Perfis de degradacao simulados
Caso 2: modelo linear com efeito aleatério Lognormal

Apos a geracao dos perfis, obtivemos as estimativas de maxima verossimilhanca para

2

M, O € o

conforme descrito em 3.3.2 e em seguida calculamos, com (4.4) e (4.5), as
estimativas para o MTTF e quantis escolhidos. Mais uma vez utilizamos as mesmas
medidas de desempenho. Ilustramos nas figuras 4.8, 4.9 e 4.10 o resultado do desvio

padrao, vicio relativo e erro quadratico médio para trés figuras de mérito: MTTF, quantil

0,01 e Mediana. Todos os resultados podem ser consultados no anexo A, na Tabela A.2.

61



Capitulo 4, Os resultados de Toledo (2007) e Freitas et al. (2009) revisitados

MTTF
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Figura 4.8: Medidas de desempenho estimativas do MTTF
Caso 2: modelo linear com efeito aleatério Lognormal
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Quantil 0,01
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Figura 4.9: Medidas de desempenho estimativas do quantil 0,01
Caso 2: modelo linear com efeito aleatério Lognormal
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Mediana
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Figura 4.10: Medidas de desempenho estimativas da mediana
Caso 2: modelo linear com efeito aleatério Lognormal
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4.3 Conclusoes

Analisando cada método individualmente (FTA, Aproximado, Verossimilhanca com
efeitos aleatorios com distribuigao normal e verossimilhanca com PIT e efeitos aleatérios

Weibull e Lognormal) podemos notar que:

1. Precisao das estimativas (avaliada pelo desvio padrao): para todos os métodos
considerados, a precisao das estimativas de todas as figuras de mérito decresce com
o aumento do percentual de censuras. Este resultado ja era esperado no caso da
andlise de tempo de falha (FTA) tradicional, visto que é de conhecimento comum que
a quantidade de observagoes censuradas tem impacto na precisao das estimativas.
Esta é justamente uma das motivagoes para o uso de dados de degradagao quando
esta possibilidade for viavel. No caso do método aproximado de andlise, um maior
niumero de perfis que nao atinge o limiar critico implica em um maior niimero de
pseudotempos de falha “extrapolados”, que serao posteriormente utilizados como se
fossem de fato observagoes dos tempos de falha (portanto, “dados” sem censura) em
uma analise de falha tradicional. Além disto quanto maior o percentual de censuras,
maior o valor de D e consequentemente maior o grau de extrapolacao necessaria
para obter-se os pseudotempos de falha. Portanto, é natural que decresca a pre-
cisao das estimativas com o aumento do percentual de censuras também no método
aproximado. Nos métodos de maxima verossimilhanga as inferéncias sao baseadas
nas observagoes (medidas de degradagao). No entanto, quanto maior o percentual
de censura, menor o nimero de perfis que atingem o limiar de falha (D;) durante o
periodo do estudo. Assim sendo, com um menor nimero de falhas a informacao dis-
ponivel para inferéncias a respeito do tempo de vida é menor, gerando estimativas
de menor precisao. Isto explica o aumento do desvio padrao das estimativas obtidas

pelos métodos baseados na maxima verossimilhanca a medida que se aumenta o
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percentual de censuras.

2. Vicio relativo das estimativas: nesta medida, nao ha um padrao tao claro de
comportamento em funcao do percentual de censuras, seja qual for a figura de
mérito considerada. Entretanto percebe-se que, para qualquer um dos métodos, o
vicio relativo das estimativas de quantis mais baixos, como por exemplo #y 01 € to05

¢ bem maior que o vicio relativo para quantis mais altos, como a mediana.

Comparando agora os métodos de analise entre si, os principais pontos sao os seguintes:

1. Nao existem diferencas consideraveis entre o desvio padrao das estimativas obtidas
pelo método aproximado e pelos métodos da verossimilhanga para todas as figuras
de mérito, sendo que estas estimativas sao sempre melhores que as obtidas pela
andlise de tempo de falha (FTA) tradicional. A excegao sdo as estimativas para o
MTTF fornecidas pelo método da verossimilhanca normal, que apresentou o maior

desvio padrao entre todos os métodos, para todos os percentuais de censura.

2. Na medida do vicio relativo é que o método da verossimilhanca PIT tanto para
a distribuicao de Weibull quanto para a Lognormal apresenta étimos resultados:
de fato o vicio destas estimativas é o menor entre todos os métodos para pratica-
mente todas as figuras de mérito, independentemente do percentual de censura. Ja
sabfamos, como apontado por Freitas et al. (2009) e Toledo (2007), que o método
da verossimilhanca normal produzia estimativas com vicio elevado devido a violagao

do pressuposto de normalidade dos efeitos aleatérios.

3. O Erro Quadratico Médio das estimativas obtidas pelo método da verossimilhanga
PIT para as duas distribuigoes utilizadas foi menor que o das estimativas obtidas
pelo método da verossimilhanca normal, para todas as figuras de mérito em quase

todos os percentuais de censura. Mesmo que eventualmente em alguns casos o
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desvio padrao destas estimativas seja maior do que o das estimativas obtidas pela
verossimilhanca normal, o vicio consideravelmente menor compensa esta diferenca.
Os resultados do Erro Quadratico Médio foram praticamente os mesmos dos obtidos

pelo método aproximado, ainda que ligeiramente maiores.

O resultado das simulagoes demonstraram portanto que a utilizacao da solugao numérica
de maximizacao da verossimilhanca baseada no PIT apresentada na Secao 3.3, é eficiente
na analise de modelos de degradacao com perfis lineares simples, fornecendo boas estima-

tivas para a distribuicao do tempo de vida.
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5.1 Rodas de trem

Nesta secao retornamos ao problema descrito na Secao 1.1.1, analisando os dados de
degradacgao de rodas de trem, apresentados na Figura 1.3. Iremos analisar as 14 rodas
M A1l que possuem o mesmo didmetro inicial (degragdo em to = 0) com o objetivo de
obter a distribuicao do tempo de vida, que neste caso é o tempo gasto até que a roda
atinja o limiar critico de degradacao, definido como Dy = 77 mum. Utilizamos a solucao
de maximizacao da verossimilhanga numericamente com a transformacao PIT, e vamos
comparar os resultados deste método com os obtidos por Freitas et al. (2009). Intervalos de
confianca para as estimativas foram obtidos por bootstrap paramétrico e nao paramétrico,
(Meeker e Escobar, 1998) e também serao apresentados. As rotinas desenvolvidas para o
Software R, tanto para estimativa dos parametros do modelo quanto para as simulacoes
bootstrap estao no anexo B.

Na Tabela 5.1 estao as medidas de degracao das 14 rodas analisadas. Apenas as rodas
11, 12 e 14 atingiram o limiar de degradacao no periodo de observacao, configurando um

nivel de censura de 78% (11/14).
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5.1.1 Modelo de degradacao linear simples com efeito aleatoério

Weibull

Inicialmente utilizamos o modelo apresentado em (3.6):

Y;j tij"’gij, izl,...,14ej:1,...,mi,

1
G
em que, conforme visto na tabela 5.1, my; = 9, mis = 7 e myy, = 12. Para as demais
rodas, m; = 13. Além disso t;; =t; =0, t;2 = t3 = 50.000, ..., t;13 = t13 = 600.000 V 3.
Neste modelo supomos que § ~ Weibull(c, §), com fungao de densidade dada por (3.7).
Conforme descrito na Secao 3.3.1, para utilizarmos a solugao proposta, o primeiro
passo ¢ conseguir os valores iniciais (a9, 6(0) e 62 (0)) para os parametros do modelo.
Inicialmente efetuamos o ajuste de modelos lineares sem intercepto para cada roda, ob-

tendo, por minimos quadrados, estimativas para a inclinacao de cada perfil. Os reciprocos

destas inclinacgoes sao as estimativas iniciais para (3;, conforme mostrado na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Rodas - estimativas iniciais para 3; (Weibull)

Roda Estimativa
ndmero Bl
1 29.7974
2 24.8349
3 17.4985
4 13.0441
5 8.6929
6 12.5883
7 13.5898
8 22.5055
9 9.2729
10 14.7148
11 4.6297
12 3.5848
13 10.3967
14 7.0149
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A inclinacao do perfil de degradacao neste modelo é inversamente proporcional a (3,
e portanto os perfis de degradacao das unidades 11, 12, e 14, que tiveram falhas antes
do fim do periodo do estudo e que sao os de maior inclinagao correspondem aos menores
valores de B Por outro lado, as rodas 1, 2, e 8, que tiveram a menor degradacao no
periodo e portanto tém perfis com menor inclinacao, correspondem aos maiores valores
de B Veja detalhes na Figura 5.1.

Em seguida, considerando os valores da Tabela 5.2 como sendo uma amostra de uma
variavel aleatoria Weibull (o, d), encontramos com base nos mesmos as estimativas de
maxima verossimilhanca de « e d, as quais, conforme ja mencionado, serao utilizadas

como valores iniciais dos parametros. Assim:
a9 =19779 e 60 =1554574 .

No préximo passo, levamos as estimativas 3; em Y;; = t;/f3; e calculamos £;;, cuja

variancia fornece a estimativa inicial para o2:

620 = 0,7726 .

Podemos agora escrever a verossimilhanga apresentada em (3.8):

cap ( (yij — tij/ﬁz‘)2>

n 63(0)

70 520 =] / I oz
i~ 7TE : Vorsl® 50 \ §(0)

=1 - =1
:‘57’ J

a®—1

&(@
() sl

(5.1)
ou seja, a contribuicao da i-ésima roda para a verossimilhanca ja com os valores iniciais

& 5(0) e 62 substituidos ¢ dada por:
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P9, 6207) =

(_ (yij — tiz/ Bi)?

2><0,7726) 1,9779< Bi )wa_lexp{ ( Bi >179779}d6
"\ 15 r4574 i

B / H V2m./0,7726 15,54574 \ 15,54574 15,54574

1,5451 0,9779 _ 1,9779 ) _ ) .
2.2033 0,00875;™" " exp ( 0,0044; )dﬂz = / 9(8:)dB; . (5.2)

= =1
J Bi

A titulo de ilustragao, a Figura 5.2 mostra o grafico da fun¢ao g(f;), ou seja, o in-
tegrando da expressao (5.2) para cada uma das 14 rodas. As rodas 7 e 13 por terem
menores valores para [ ¢(3;)df; ndo aparecem no gréfico na escala utilizada.

Bi

Os estimadores de maxima verossimilhanga sao aqueles que maximizam (5.1) ou de

maneira equivalente, log f(yz-|0(0)7 &52(0));

» . exp ( (yij — fz‘j/ﬂz‘)2>
; i 1,5451
log f(y:l0"™, 62) = _log / 11 59033 0.00875) ™ eap (~0,00445; 77 a5,
~ i=1 = j=1 ’
=3,

(5.3)
ou seja, tornam méaxima a soma do logaritmo das areas sob as curvas representadas na
Figura 5.2.

Para aproximarmos o valor das integrais acima usamos, como citado na Secao 3.3.1, a
soma de Riemann: se f(z) > 0 podemos aproximar f; f(x)dz por Y1 f(zf)Az para um
nimero adequado n de pontos x; igualmente espacados por Az no intervalo (a, b). No caso
aqui estudado, para obtermos uma aproximacao da ordem de 1073 na logverossimilhanca
temos que usar Az = 0,01 no intervalo (0, 35). Como consequéncia, n = 3500. A escolha
deste intervalo foi feita a luz do grafico apresentado na Figura 5.2, o que no entanto

pode nao ser tarefa simples para andlise de modelos com maior nimero de unidades
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experimentais ou com maior quantidade de medidas por unidade, o que configura mais

uma vantagem de utilizarmos a mudanca de variaveis descrita a seguir.

Implementando a mudancga de varidveis sugerida por Nelson et al. (2006), reduzimos
o numero de intervalos na soma de Riemann sem reduzirmos a precisao da aproximacao.
Usando a logverossimilhanga apresentada em (3.11), com os mesmos valores de partida,
(5.3) pode ser reescrita como:

log f(yi|0©, 52 =

i — ti:/15,54574(—log(1 — ®(a;))Y/1-9779]2
14 . exp (_ yij — tij/ (—log( (as)) ] )

1,5451

¢(a;)da;

=) s 2,2033
14
= Z log /g*(ai)dai . (54)
i=1 =
A figura 5.3 apresenta o gréfico dos integrandos da expressao 5.4 (¢*(a1), ..., g*(a14)),
ou seja, dos integrandos para cada uma das rodas (i = 1, 2, ..., 14). Com esta mudanga,

ao invés de integrarmos em [, cujo suporte (Z3) era (0 a 35), integramos em a, com
suporte (Za) no intervalo (—3 a 3). Obtemos a mesma precisao na soma de Riemann com
o mesmo Az = 0,01, mas com reduc¢ao do nimero de pontos para n = 600. O método de
quadratura Gaussiana sugerido por Nelson et al. (2006) para aproximar o valor da integral
nao funcionou adequadamente para os dados de degradacao aqui analisados, devido a falta
de suavidade da funcao de verossimilhanca. Mesmo se tomarmos o nimero maximo de
abcissas predeterminadas (pontos de quadratura) o resultado obtido nao produz uma
aproximacao razoavel.

A reducao de custo computacional na implementacao da rotina de otimizacao utilizada
para maximizacao da soma das areas da funcao de verossimilhanca é consideravel quando
utilizamos (5.4) ao invés de (5.3). A rotina de otimizagao (funcao constrOptim do Software

R—11) usando um computador com processador AMD Athton 64 x 2 Dual com 2,40 GHZ
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e 3,25 GB de RAM gastou 146,67 segundos com a verossimilhanca original, e apenas 25,33
segundos com a versao transformada.

As estimativas de maxima verossimilhanca encontradas para cada parametro foram:
a = 1,9765 6= 15,56133 62 =0,8836 .

De posse destes valores, calculamos com auxilio das expressoes (4.1) e (4.2), as es-
timativas para as mesmas figuras de mérito apresentadas por Freitas et al. (2009): o
MTTF, os quantis 0,10 e 0,50 e a confiabilidade apds 300.000 km. Além disso, cons-
truimos intervalos de confianca bootstrap para estas estimativas, usando dois métodos
diferentes. No bootstrap nao paramétrico, amostramos com reposi¢ao dos 14 perfis ori-
ginais, 10.000 conjuntos de 14 perfis. Para cada um dos conjuntos, aplicamos a solugao
de maximizacao da verossimilhanga Weibull com transformacao “PIT”e geramos “esti-
mativas bootstrap”das quatro grandezas. Os percentis 2,5% e 97,5% destas estimativas
forneceram os limites dos intervalos de 95% confianca. No bootstrap paramétrico, usando
as estimativas de mdxima verossimilhanga acima para os parametros a, § e 02, e o modelo
assumido, geramos também 10.000 amostras de 14 perfis. Cada um dos perfis simulados
era censurado considerando-se Dy = 77 mm. Novamente aplicamos a solugao para cada
conjunto simulado e calculamos os intervalos de confianca como anteriormente. Os scripts
utilizados encontram-se no anexo B.4. Os resultados sao apresentados na tabela 5.4, onde
sao também reproduzidas as estimativas pontuais e intervalos de confianga obtidos pelos
métodos aproximado, verossimilhanga normal (“numérico”) e anélise de falha tradicional

nas simulagoes descritas por Freitas et al. (2009).
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5.1.2 Modelo de degradacao linear simples com efeito aleatoério

lognormal

Utilizamos agora o modelo (3.12):

Y;j:ﬁiti]’—f—&“ij, izl,...,14ej:1,...,m,~,

com 3 ~ Lognormal(p, o).

Repetimos o mesmo passo inicial, usando diretamente as estimativas retornadas pelo
ajuste de modelos lineares para cada perfil, por minimos quadrados. Estas estimativas
estao na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Rodas - estimativas iniciais para 3; (Lognormal)

Roda Estimativa
nimero BZ
1 0,03356
2 0,04027
3 0,05715
4 0,07666
5 0,11504
6 0,07944
7 0,07358
8 0,04443
9 0,10784
10 0,06796
11 0,21600
12 0,27895
13 0,09618
14 0,14255

Note que neste modelo, inversamente ao que ocorria no modelo de Weibull, a inclinacao
dos perfis é diretamente proporcional a ( e portanto os perfis de unidades que falharam

durante o periodo do estudo correspondem aos maiores valores de 3, e os que tiveram
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menor degradacao, aos menores.
Considerando agora que os dados da Tabela 5.3 correspondem a observacoes de uma
variavel aleatéria lognormal, obtivemos as seguintes estimativas de maxima verossimi-

lhanca para i e o:
A0 =-2462153 e 6 =0,585486 .

Os valores de f3; (Tabela 5.3) substituidos em f/ij = @-tj permitem o calculo de esti-

. e s e s (0
mativas iniciais de &;; (5( )

ij ) e de o’ (&52(0))) , como descrito na Segao 5.1.1:

620 = 0,7726 .

Utilizamos estas trés estimativas para escrevermos a verossimilhanca mostrada em

(3.13), ou seja:

842
§O 200y _ T i (_W) 1 [log(8:) — ]
f(y\f , Og )ZH / 1_[1 550 e ewp{—wm)}dﬁi
J= £ (3

~ =1 =
E8;

(5.5)
Portanto a contribui¢ao de cada unidade experimental (roda) para a verossimilhanga,

ja com os valores numéricos iniciais dos parametros é dada por:

~(0) .
Fl”, 520 =

< (yij — ﬂz’tij)2>
m; €ETP _— )
_ I 2 x 0,7726 1 cep {_ [log(3;) + 2.462153] }dﬂ_ _
. e V21/0,7726 Biv/27+/0,342793 2 % 0,3428793 y
me CIP\ T mam1 . llog(3:) + 2.462153)2
= : 1,4 - — L : dg; '
/ H 2,2033 46765, exp{ 0,6856 } ) (5.6)
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Os estimadores de méxima verossimilhanga serao obtidos pela maximizacao de (5.6),

~(0
ou seja, de maneira equivalente, pela maximizacao de log f(y|9( )’ 63(0));
14 ;  exp (_W)
] 1,5451 o [log(B:) + 24621532\
2_Z;log _/ E 59033 1,467613; exp{ 0.6856 dgi ¢, (5.7)

que usando a transformagao apresentada em (3.16) é reescrita em (5.8):

(yij — Qlnorm(®(a;); —2,4622;0,3428)t,;)*

ij:log / ﬁ i <_ 1,5451 ) s(a)da; b (58)

2,2033

As estimativas de mdxima verossimilhanga para y, o e o2 encontradas sio:

L= —2,462008 o = 0,585563 o? = 0,882825 .

Substituindo estas estimativas nas equagoes (4.4) e (4.5) obtemos as estimativas pon-
tuais para as grandezas de interesse, cujos intervalos de confianga foram obtidos pelos dois
métodos de bootstrap referidos na Segao 5.1.1. Estes resultados também sao apresentados

na tabela 5.4.

5.1.3 Conclusoes

No trabalho de Freitas et al. (2009) os autores j& tinham concluido que havia indicagoes
de que, para os dados de desgaste das rodas, a suposicao de normalidade para os efeitos
aleatérios nao é adequada. Os autores basearam esta conclusao em graficos de proba-
bilidade Weibull e lognormal construidos para os “pseudotempos de falha” (estimados a
partir do método aproximado de andlise). Ambos indicavam que estas distribuigoes eram

adequadas para a modelagem dos tempos até a “falha” das rodas e, consequentemente,
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devido & forma funcional assumida para o modelo de degradagao (linear simples) estas
mesmas distribuigoes poderiam ser utilizadas para os efeitos aleatérios dos modelos consi-
derados. Os graficos construidos para os “pseudotempos de falha” equivalem aos gréficos
das figuras 5.4 (a) e (b) construidos para as estimativas §; de cada perfil. Pensando nes-
tes valores como se fossem uma amostra de uma variavel aleatéria, vemos que tanto a

distribuicao de Weibull como a lognormal poderiam descrever a distribuicao da mesma.

Weibull - 95% CI Lognormal - 95% CI

9 99

Shape 1,978 e -2,462
Sale 1555 ® Sale 06076
1| N 14 N 14
AD 0177 951 | a0 0,179
80| p-vaue 0250 P-Value 0,898

90

80
70
60
507
401

Percentual
5]
Percentual

101 30

20

(0)

,00

100 0,01 B, 010
i

Figura 5.4: Grafico de probabilidade para B,

Os principais pontos a serem destacados sao:

1. Os resultados obtidos pela maximizacao da verossimilhanca transformada PIT su-
pondo que o tempo de vida tem distribuicao de Weibull foram bem semelhantes
aos obtidos considerando distribuicao lognormal. Como em ambos os modelos o
nimero de parametros a serem estimados é o mesmo (3) poderfamos optar por um

deles com base na log-verossimilhanca. Mas este valor também é praticamente o
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mesmo, independentemente da distribuicao escolhida. Por outro lado, a largura
dos intervalos de confianca fornecidos pelo modelo log-normal, a excecao daqueles
referentes & distancia média percorrida pela roda (MTTF), sdo menores que seus
equivalentes para o modelo Weibull, indicando uma precisao ligeiramente melhor das
estimativas fornecidas por aquele modelo em relagao as fornecidas por este ltimo.
Esta é a mesma conclusao a que Freitas et al. (2009) haviam chegado em seu artigo,

com base nos intervalos de confianca fornecidos pelo método aproximado.

Nao existe uma tendéncia clara que nos leve a preferir um dos dois métodos utilizados
para construcao dos intervalos de confianca para as figuras de mérito apds a obtencao
das estimativas pontuais pela maximizacao da verossimilhanca transformada PIT.
O bootstrap paramétrico forneceu intervalos mais estreitos para algumas figuras e

0 nao paramétrico para outras.

Os resultados obtidos pela solugao implementada neste trabalho sao muito préximos
daqueles fornecidos pelo método aproximado, para as duas distribuigoes utilizadas;
mas o comprimento dos intervalos de confianca sao menores em praticamente todos

os casos, sugerindo maior precisao dessas estimativas.

As estimativas pontuais obtidas sob a suposi¢ao de normalidade dos efeitos aleatérios
(método da maxima verossimilhanga normal - “numérico”) sao muito distintas das
obtidas pelos dois primeiros métodos apresentados, o que parece confirmar a inade-
quacao deste método para o caso estudado, conforme ja mostrado por Freitas et al.
(2009). Especialmente a estimativa pontual da distancia média percorrida (MTTF),
assim como o intervalo de confianca correspondente, demonstra a influéncia do vicio
introduzido pela violagao do pressuposto de normalidade. Curiosamente, como
também ja ressaltado por Freitas et al. (2009), os intervalos de confianca das outras

estimativas fornecidas pela verossimilhanga com distribuicao normal tém o menor
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comprimento entre todos os apresentados.

5. Também os resultados fornecidos pela analise tradicional de tempo de falha nao
sao adequados ao caso estudado, devido principalmente ao elevado percentual de
censuras (quase 80%). A baixa precisao deste método, para este nivel de censuras,

foi demonstrada pelo resultado das simulagoes.

5.2 Unidades de laser

Nesta se¢ao retomamos o exemplo apresentado por Meeker e Escobar (1998), revisitado
por Hamada (2005), e introduzido na Secao 1.1.2, para analisarmos os dados de degradagao
mostrados na Figura 1.4. Como ja descrito, o estudo acompanha 15 unidades de laser com
medigoes do acréscimo percentual de corrente a cada 250 horas até o final do estudo (4.000
horas). A degradacdo inicial é considerada zero para todas as unidades (corrente inicial
de operagao igual para todas as unidades) e o limiar critico de degradagao é definido como
Dy = 10%, ou seja, quando o acréscimo da corrente de trabalho necesséria para manter a
luminosidade constante for superior a 10%, caracteriza-se uma falha. Mais uma vez vamos
utilizar a solugao de maximizagao da verossimilhanca numericamente com a transformacao
PIT apresentada na Secao 3.3 e comparar os resultados com os apresentados nos trabalhos
de referéncia.

A Tabela 5.5 apresenta as medidas de degradacao para as 15 unidades amostrais.
Como podemos ver, apenas as unidades 1, 6 e 10 falharam durante o periodo do estudo,

o que representa um nivel de “censura” de 80% (12/15).

O modelo proposto por Hamada (2005) foi o mesmo de 3.6:

Y;‘j: tij+€ij7 izl,...,15ej:1,...,mi,

1
Bi

84



tivadoras revisitadas

coes mo

b1

Capitulo 5, Situa

299 919  ¥8G  8¢'c  €9'F Qe'y II'P 8L€ g¢F'e 8LC Lt 16T 8T 65T €80 150 0 q1
889 169  FI'9 9L'¢ TIF'C €8F 60F clL'e 68'¢ €8T 68T 08T SeT S0T 0L0 FFO O i
608 G882  68L ¥6'0 089 F8CG LFG €0'C g6’ TISC G6C 68 S8T GST FLO 080 O e1
88°,  L&L  66'0 €¢'9 96'F 8¥'S ¢S 6LF VY €0V 6S'¢ 86c TLT SET 080 6£0 O 41
v, 96'9 89 02’9 99'¢  0%'S 08V ISV T0F  L¥'E  ¥8T  18c 96T LST 00T FFO O 1T
GH'0T €C'6  €6'8 €8 0%8L C0°L 929 <STe 0SFT  ¥8'E 00¢ 8€T 6FT IF0 0 01
88, 0L ¥89 0OF9 ¥8'C ¥e's 16F 09F 11V 19°¢ 65€ 65T 96T L8T €60 150 O 6
¥¢'9 I8¢ 9F'c  9T'c  oLF  9TF 6L 63'¢ ©0'€ 8LT Ove 1T LT eFT L0'T 9F0 O 8
LT, TT'9 .86 TIT'C B8 88T 607 oF'e  ¥6'C  89C 68 €6'T  9FT 1T @60 980 0 L
67°'0T 966 SI'6 198 0LL 1.9 ©6'S <Sg¢ gV I18'c  9¥'e  98°C G6T 6ET 9¢0 O 9
662 012 2€9 ¥0'9 T9'c TS €97 Q0P 8E'C 66'C 85T 90 LLT IT'T 190 L0 O G
P19 G66'c  19°¢ 8¢S 86T oLV 0SF II'F  6L€ 6E€ G6C 08T 96T 9¢'T 290 980 O i
880  GF'9 00  69'C L3S 68T SFT 9IF  ¥6'C 0£¢  L6C €8c 66T €LT LT'T 120 O ¢
8¢'6  16'8 &¥'s 8LL 9T'L ¥99  L0°9 1IG¢'C 66'F oFV GL¢ 18T 0€C 06T ¢l 1.0 O ¢
7601 186 6FV'6 68 008 €I'L L9 66'S 8FS 167 ¥EV 18'¢ gle II'c €60 L¥0 O I
000F 06L& 00S¢ 0S2¢ 000¢ 0S¢ 00S¢ 06¢¢ 000 0SLT 00ST  0GZT  000T 0SL 008 0S¢ O | remsoury
(seio01]) oprrooep oduray, apeprun

Iose] op sepeprun sep (uwodejusdrod) ovdeIsep op SepIPN :G'G BPQR],

85



Capitulo 5, Situacoes motivadoras revisitadas

em que mg = 16 e myy = 15. Para todas as outras unidades amostrais, m; = 17. Além
disso tj3 = t1 = 0, tig =t = 250, t;3 = t3 = 500, ..., t;17 = t17 = 4.000 V 7. Seguindo a
mesma distribuicao utilizada pelos autores dos trabalhos de referéncia, § ~ Weibull(a, 0),
com func@o de densidade dada por (3.7).

Novamente o primeiro passo é o ajuste de modelos lineares sem intercepto para cada
unidade. Os valores iniciais estimados para os 3; (i = 1, ..., 15) obtidos pelo reciproco
da inclinacao de cada perfil ajustada por minimos quadrados, sao mostrados na Tabela
5.6.

Tabela 5.6: Laser - estimativas iniciais para f;

Unidade Estimativa

nimero BZ
1 370,6974
2 417,3440
3 562,1394
4 598,2559
5 543,3376
6 360,8645
7 614,1350
8 641,5467
9 506,5799
10 331,1882
11 526,7593
12 494,8298
13 478,1293
14 581,9450
15 612,1327

As unidades 10, 6 e 1 apresentam os menores valores de (3, correspondendo as maiores
inclinacoes. De posse destas estimativas iniciais, e supondo que estas sao uma amostra
aleatéria de uma variavel aleatéria Weibull («r, ) obtemos os estimadores de maxima

verossimilhanca para os parametros:
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a9 =6,6002  0© = 548275 .

Posteriormente, substituindo as estimativas i, ..., 815 na forma funcional do modelo,

obtemos &;; = Y;; — Yij e a estimativa inicial de Jf:
620 =0,037734 .

A partir destas estimativas iniciais, a log-verossimilhanca ja transformada a ser maxi-

mizada é dada pela expressao (5.9):

log f(yla®, 6@, 520y =

. [yij — ti;/548,275(—log(1 — ®(a;))/6-6002]2
P 0,07547
0,4869

my;

::_Zsllog / H

Jj=1

¢(ai)dai . (59)

Assim as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo sao:
a=6,612 6= 548,2711 62 = 0,039963 .

A partir destas estimativas calculamos as figuras de mérito que sao apresentadas na
tabela 5.7, juntamente com intervalos de 95% de confianga obtidos a partir de amostras
bootstrap (paramétrico e nao paramétrico). Estas figuras sao a confiabilidade em 4.500
horas, o quantil 0,10 e a mediana do tempo de vida. Para efeito comparativo, na mesma
tabela estao também os resultados de Meeker e Escobar (1998), que mostraram grafica-
mente estimativas de méxima verossimilhanga para F(t) e intervalos de confianga pontuais

de 95% usando pseudo-tempos de falhas, assim como os resultados da anélise bayesiana
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Tabela 5.7: Resumo de algumas figuras de mérito para unidades de laser

Figura Verossimilhanga Hamada Meeker e Escobar
de Mérito Transformada PIT (2005) (1998)
R(4500) 0.7627 0.7107
IC 95% Boot Paramétrico [0.5776; 0.9307]
IC 95% Boot Nao Paramétrico  [0.5563; 0.9436]
Intervalo de Credibilidade 95% [0.5236; 0.8477]
to1 3901 3650 3810
IC 95% Boot Paramétrico [3252; 4663]
IC 95% Boot Nao Paramétrico [3183; 4741]
Intervalo de Credibilidade 95% [2852; 4206
IC 95% por verossimilhanca [2900; 4300]
Mediana 5187 5030
IC 95% Boot Paramétrico [4698; 5640]
IC 95% Boot Nao Paramétrico [4651; 5650]
IC 95% por verossimilhanca [4450; 5610]

de Hamada (2005). Este tltimo partiu de uma distribui¢ao a priori Weibull para 3; e dis-
tribuicoes a priori Gamma para os hiperparametros e obteve por MCMC' a distribuigao
a posteriori do quantil 0,1 da distribuicao do tempo até a falha e da confiabilidade em

4.500 horas de funcionamento.

5.2.1 Conclusoes

A anadlise dos resultados apresentados na Tabela 5.7 sugerem que:

1. Os intervalos de confianca fornecidos pelo bootstrap paramétrico sao mais estreitos

para as trées figuras apresentadas.

2. A estimativa pontual da mediana (5187 horas) obtida pela verossimilhanga Weibull
com transformacao PIT, deve ter maior precisao que a apresentada por Meeker e

Escobar (1998) (5030 horas) como indicam os intervalos de confianga mais estreitos.
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3. As estimativas pontuais para o quantil 0,10 fornecidas pela verossimilhanca PIT e
por Meeker e Escobar (1998) sao bem proximas, assim como a largura dos intervalos
de confianca, indicando precisao similar. No entanto ambas sao maiores que a
apresentada por Hamada (2005), cujo intervalo de credibilidade é cerca de 4% mais

estreito que os primeiros.

4. O intervalo de confianca para a estimativa da confiabilidade em 4500 horas fornecida
pela verossimilhanca PIT é ligeiramente maior que o intervalo de credibilidade para
a mesma medida fornecida por Hamada (2005), podendo indicar menor precisao

para aquela estimativa.
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Conclusoes e trabalhos futuros

Modelos de dados de degradacao sao cada vez mais usados na estimacao da confi-
abilidade de itens, produtos, pecas e equipamentos, através de analises que permitam
inferéncias sobre a distribuicao do seu tempo de vida. A modelagem tradicional supoem
efeitos aleatorios com distribuicao normal atuando na degradacao e a funcao de distri-
buicao do tempo de vida é estimada com base neste pressuposto. No entanto, exemplos
praticos e simulacoes mostraram que a utilizacao inadequada da suposicao de normalidade
levava a baixa precisao das estimativas obtidas.

Neste trabalho apresentamos duas abordagens para modelos de dados de degradacao
com efeitos aleatérios ndo normais publicadas recentemente: Nelson et al. (2006) e Liu e
Yu (2008). A luz de duas situacgoes préaticas motivadoras, dados de degradacao de rodas
de trens e de unidades de laser, propusemos a implementacao de solucao numérica ba-
seada na maximizagao da verossimilhanca com transformagao sugerida por Nelson et al.
(2006). Para testar a efetividade da solugao, implementamos estudos de simulagdo como
os realizados por Toledo (2007) e Freitas et al. (2009) e comparamos os nossos resultados
(maximizagao da verossimilhanga com efeitos aleatérios nao normais - Weibull e Log-

normal - com transformacao PIT) com os obtidos por trés métodos utilizados por estes
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autores (aproximado, verossimilhanga com efeitos normais e andlise de falha tradicional).

Pudemos concluir que:

1. De forma similar ao que acontece com estimativas fornecidas pelos trés métodos
originais, o desvio padrao das estimativas obtidas por nossa solu¢ao aumenta com
o aumento do percentual de censura. Como as inferéncias sao feitas com base
em medidas de degradacao, a medida que aumenta o percentual de censuras ha
uma reducao do nimero de perfis simulados que apresentam falha no periodo do
estudo, reduzindo a “quantidade”de informacao disponivel para inferéncias sobre a

distribuicao do tempo de vida.

2. O desvio padrao das estimativas obtidas na simulagao utilizando nossa implementacao
¢é praticamente igual as obtidas pelos métodos aproximado e verossimilhanga nor-
mal (as vezes ligeiramente menor outras vezes ligeiramente maior). A excegao sao
as estimativas da distancia média (MTTF) obtidas pelo método da verossimilhanga
normal para o modelo com efeitos com distribui¢ao lognormal, que s@ao muito mai-
ores que os outros dois métodos. Ja os resultados do FTA tradicional apresentam

desvios muito maiores, especialmente para os maiores percentuais de censura.

3. O vicio das estimativas obtidas pela verossimilhanga Weibull e Lognormal com trans-
formagao PIT é menor que o obtido pela verossimilhanca normal em praticamente
todas as 48 situagoes simuladas (6 figuras de mérito x 4 niveis de censura x 2 distri-
buigoes). Isto comprova o grave prejuizo a precisao das estimativas quando se supoe
que os efeitos aleatérios tém distribuicao normal. Este vicio é também menor que o

apresentado por boa parte (68%) das estimativas obtidas pelo método aproximado.

H& portanto indicagoes da boa adequacao da solucao implementada na estimacao do
tempo de vida em perfis de degradacao simples, linear sem intercepto, como os usados

nas simulacoes.
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Com relagao aos casos praticos apresentados podemos concluir:
1. Desgaste das rodas do trem:

(a) As distribui¢oes Weibull e Lognormal utilizadas para a distribuigdo do tempo
de vida parecem ser adequadas, com ligeira vantagem para esta ultima, como

ja havia sido apontado por Freitas et al (2009).

(b) As estimativas fornecidas pela solugdo implementada neste trabalho apresenta-
ram boa precisao e corroboram com a afirmagao da inadequacao da suposi¢ao

de efeitos aleatdrios normais.

(c) A grande semelhanca dos resultados obtidos pela solu¢ao de maximizacao de ve-
rossimilhanca com transformagao PIT, tanto no modelo Weibull quanto lognor-
mal, com aqueles obtidos pelo método aproximado, nos leva a concluir que para
este nivel de censuras, nimero de unidades amostrais e nimero de medigoes por

unidade, parece ser perfeitamente aceitavel a utilizacao do método aproximado.
2. Unidades de laser:

(a) A estimativa da mediana do tempo de vida das unidades fornecida pela ma-
ximizagao da verossimilhanca Weibull com transformacao PIT aparentemente
tem maior precisao que a obtida pelo método aproximado utilizado por Meeker

e Escobar (1998).

(b) As estimativas da confiabilidade em 4500 horas e do quantil 10% da distribui¢ao
do tempo de vida foram superiores as obtidas pela analise bayesiana de Hamada
(2005), com intervalos de confiancga ligeiramente mais largos (9% e 4%) que os

intervalos de credibilidade deste autor.

De modo geral, nos casos de modelos de degradagao simples (lineares sem intercepto)

como os simulados e dos exemplos praticos apresentados, a solucao de maximizacao da
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verossimilhanga com efeitos aleatérios Weibull e Lognormal com a transformacao PIT
apresentou resultados satisfatorios e parece ser uma boa alternativa para os métodos que
analisam dados de degradacao com suposi¢cao de normalidade dos efeitos aleatérios.
Como sugestao para trabalhos futuros fica a extensao da solucao para modelos mais
complexos, como os lineares com mais de um efeito aleatério e os nao lineares. Também
seria interessante o estudo de alternativas computacionais para aproximacao numérica da
integral em (3.1), j4 que a quadratura gaussiana com abcissas fixas nao foi adequada e
o custo computacional da nossa solucao aumenta proporcionalmente com o nimero de

unidades em estudo ou com o nimero de medidas de degradagao por unidade.
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Anexo B

Rotinas implementadas para o

Software R-11
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B.1 Simulacao de modelo com efeitos aleatérios Wei-

bull

m(list=Is())

require(nlme)

# #

# Parametros iniciais - os mesmos utilizados nas simulagoes de
# Oliveira e Colosimo (2004) e Toledo, M.L.G. (2007)

# #

shape< —6.230596

scale< —10767.69

Df< —3.09 # Valor do limiar de degradacao que induz 10% de censuras
# (também simulado com 3.43 (30%), 3.93 (60%) e 4.49 (80%))
MTTF real< —Df*scale*gamma(1+(1/shape))

Percl _real< —Df*scale*(-log(1-0.01))A(1/shape)

Perch real< —Df*scale*(-log(1-0.05))A(1/shape)

Percl0._real< —Df*scale®(-log(1-0.10))A(1/shape)

Perc50_real< —Df*scale*(-log(1-0.50))A(1/shape)

Perc80_real< —Df*scale*(-log(1-0.80))A(1/shape)

# #

# Loglik —; Funcao que calcula a verossimilhanca transformada pelo
# método PIT no intervalo -3.5 a 3.5, com leituras a cada 0.005
# #

# Varidvel que recebe os valores de f(x)

joint < — array(list(NULL), ¢(1400,1))

acum=matrix(c(rep(0,50)),ncol=50)
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# funcao de verossimilhanca transformada

Loglik < — function(data, alpha, delta, sigma){

int < — function(yx, a, d, s){

y < —yx[1]

t < — yx[,2]

for (p in 1:1400){

joint[p] < —

exp( sum(dnorm(y, mean=t/qweibull(pnorm((p/200-3.5), log=TRUE),a,d,log=TRUE),
sd=s, log=TRUE)) + dnorm((p/200-3.5), log=TRUE) ) }
Joint < — Vectorize(joint)

return(Joint) }

lista < — lapply(data, int, a=alpha, d=delta, s=sigma)
for (i in 1:50){

acum[,i] < — log(sum(unlist(as.vector(listali])))*0.005) }
loglik < — sum(acum)

return(loglik) }

#* #
# Gerando perfis - 50 unidades com 20 medidas a cada 2000km (de 0 a 38000)

# #

Geragao < —function(B) {

PerfisSim < — matrix(0,1000,B)

for (k in 1:B){

beta < — rweibull(50,shape,scale)

epsilon < — rnorm(1000,0,0.01)

perfis < — matrix(c(rep(1:50,each=20),rep(seq(0,38000,2000),50),
rep(0,1000)),ncol=3, byrow=F)
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for(i in 1:1000) {

if (perfis[i,2]==0){

perfis[i,3]< —0}

else{

if (perfis[i,2]/betalperfis[[i,1]]] + epsilonli]j0)
{perfis[i,3]< —0}

else{

perfis[i,3]< —perfis[i,2] /beta[perfis[[i,1]]]+ epsilon]i]}}}
colnames(perfis)=c(”Roda”,” Distancia”,” Desgaste”)
perfis < — as.data.frame(perfis)

# # Eliminando as medidas apds a ultrapassagem de Df
min < — vector(mode = "numeric”, length = 50)

for (i in 1:50) {

minli] < — 20

for (j in 1:20) {
if(perfis$Desgaste[perfis$Roda==i][j]>=Df) {

if (j <= minfi]) {

minfi] < —j}}}}

for (i in 1:50){

if (minfi]!= 20)

{for (j in (min[i]+1):20)

perfisDesgaste|per fisRoda==i][j]< — NA } }
PerfisSim[,k] < — perfis[,3] }

# # Salvando os perfis simulados
write.table(PerfisSim, file = ”perfisSim.csv”, sep = 7,7,

col.names = FALSE row.names=T)
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return(PerfisSim)

¥

# Gerando B perfis simulados

Geragao(B)

# #

# Estimando os parametros iniciais, otimizando a verossimilhanca
# e exibindo os resultados

# #

recover < — read.table(file="perfisSim.csv” ,sep="," head=F)
recover < — recover[,-1]

Boot < — function(B){

Resultado < — matrix(0,B,8)

for (k in 1:B){

perfis < — matrix(c(rep(1:50,each=20),rep(seq(0,38000,2000),50),
rep(0,2000)),ncol=4, byrow=F)

perfis[,3] < — recover| K]

if(sum (is.na(perfis[,3]))!=0)

{perfis < — perfis[-(which(is.na(perfis[,3]))),]}
colnames(perfis)=c(”Roda”,” Distancia” ,” Desgaste” ,” Baprox” )
#+4# Calculo de b_iAap através de ajuste modelo linear para cada unidade
mod < — ImList(Desgaste Distancia-1|Roda,perfis)

FitAprox < — array((1/coef(mod))[,1])

#+# Estimadores de maxima verossimilhanca para alfa e delta
VerWeib < — function(y,alphaap)

((sum(yAalphaap*log(y)))/(sum(yAalphaap))-
(1/alphaap)-(sum(log(y))/length(FitAprox)))A2
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alpha=optimize(VerWeib, ¢(0,100), tol = 0.00001, y=FitAprox)
hatalphaap=alpha$minimum
hatdeltaap=(1/length(FitAprox)*
sum(FitAproxAhatalphaap))A(1/hatalphaap)

## Estimador para sigmaA2 erro

Fitaprox < — c(rep(0,length(perfis[,4])))

Erroaprox < — c(rep(0,length(perfis[,4])))

perfis < — cbind(perfis,Fitaprox,Erroaprox)

for(i in 1:length(perfis[,4])){

j=perfis|[i,1]

perfis[i,4] < — FitAprox[j] }

perfis < — as.data.frame(perfis)

perfis§Fitaprox < — perfis$Distancia/perfisfBaprox
perfis$Erroaprox < — perfis$Desgaste-perfis$Fitaprox
hatsigma2ap=var(perfisfErroaprox)
Estimadores=matrix(c(hatalphaap,hatdeltaap,hatsigma2ap), ncol=3)
colnames(Estimadores) < —c(”alpha”,”delta”,”sigma2”)
Estimadores

tiidkia

# Verossimilhanca completa e otimizacao

7+ #

## Formatando os dados

Aux=matrix(c(rep(0,1020)),ncol=51)
dimnames(Aux)=list(seq(1:20),c(” X” ,paste(” T”,seq(1:50),sep=)))
Aux[,1] < — seq(0,38000,2000)

for (j in 2:51) {
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for (i in 1:length(which(perfis[,1]==j-1))){

Aux[i,j] < — perfis[which(perfis[,1]==j-1)[i],3] } }

for (i in 2:20){

for (j in 2:51){

if (Aux[i,j]==0)

{Aux[i,jj< — NA} else {Aux[i,jj]< —Aux[i,j]} } }

Aux < — as.data.frame(Aux)

Dados < — na.omit(reshape(Aux,idvar="id" varying=list(2:51),
v.names="y"” direction="long”)) names(Dados) < — ¢("x”,"’roda”,”y”,”id”)
Dados < — Dados[,c("y”,”x”,"roda” )]

# Criando lista

Y < — vector(”list”,length=>50)

for(j in 1:50){Y][[j]] < — Dados[Dados$roda==j,1:2]}

# #

# Calculando os estimadores de maxima verossimilhanca

# #

otimo j- function(par) Loglik(data=Y,alpha=par[1], delta=par[2],sigma=par[3])
estim < — try(constrOptim(c(Estimadores[1],Estimadores|2],
sqrt(Estimadores[3])),NULL, f=otimo,ui=diag(3),
ci=0,control=list(fnscale=-1)),silent=TRUE)

# # Armazenando o resultado para cada conjunto de perfis
Resultado[k,1] < — round(Estimadores[1],4)

Resultado[k,2] < — round(Estimadores[2],4)

Resultado[k,3] < — round(Estimadores[3],9)
if(class(try(round(Loglik(data = Y, alpha=Estimadores[1],

delta=Estimadores[2],sigma=Estimadores|3]),4), silent=TRUE))!= "try-error” ){
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Resultado[k,4] < — round(Loglik(data = Y, alpha=Estimadores[1],
delta=Estimadores|2],sigma=sqrt(Estimadores|[3])),4) }
if(class(estim)!= "try-error” ){

Resultado[k,5] < — round(estim$par[1],4)

Resultado[k,6] < — round(estim$par[2],4)

Resultado[k,7] < — round(estim$par(3],9)

Resultado[k,8] < — round(estim$value,4)}

} return(Resultado) }

Boot(B)

B.2 Simulacao de modelo com efeitos aleatorios Log-
normal

rm (list=ls())
require(nlme)
idkia

# Parametros iniciais - os mesmos utilizados nas simulacgoes de

# Oliveira e Colosimo (2004) e Toledo, M.L.G. (2007)

# #

media < — -9.12265 # Parametro de locacao da Lognormal

desvio < — 0.235929 # Parametro de escala da Lognormal

Df < — 3.07 # Valor do limiar de degradacao que induz 10% de censuras
# (também simulado com 3.67 (30%), 4.40 (60%) e 5.06 (80%))

#+# Célculo das figuras de mérito reais para os parametros usados

Z1< — gqnorm(0.01)

Z5< — qnorm(0.05)
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Z10< — gqnorm(0.1)

Z50< — qnorm(0.5)

780< — qnorm(0.8)

MTTF real< —exp(log(Df)-media+desvio A 2/2)

Percl real < —exp(Z1*desvio+log(Df)-media)

Perch_real < —exp(Z5*desvio+log(Df)-media)

Percl0_real < —exp(Z10*desvio+log(Df)-media)

Perc50_real < —exp(Z50*desvio+log(Df)-media)

Perc80._real < —exp(Z80*desvio+log(Df)-media)

# #

# Loglik: Fungao que calcula a verossimilhanca transformada pelo
# método PIT no intervalo -3.0 a 3.0, com leituras a cada 0.005
# #

# varidvel que recebe os valores de f(x)

joint < — array(list(NULL), ¢(1200,1))

# variavel recebe a contribuicao de cada unidade

acum < — matrix(c(rep(0,50)),ncol=50)

# funcao de verossimilhanca transformada

Loglik < — function(data, mu, sigma, sigmae){

int < — function(yx, m, s, se){

y <= yx[1]

t < — yx[,2]

for (p in 1:1200){

joint[p] < —

exp( sum(dnorm(y, mean=t*qlnorm(pnorm((p/200-3),log=TRUE),m,s,log=TRUE),
sd=se, log=TRUE)) + dnorm((p/200-3), log=TRUE) ) }
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Joint < — Vectorize(joint)

return(Joint) }

lista < — lapply(data, int, m=mu, s=sigma, se=sigmae)
for (i in 1:50){

acum|,i] < — log(sum(unlist(as.vector(listal[i])))*0.005)}
loglik < — sum(acum)

return(loglik) }

idkia
# Gerando perfis - 50 unidades com 20 medidas cada a 2000 km (De 0 a 38000)

7+ #

Geragao < —function(B) {

PerfisSim < — matrix(0,1000,B)

for (k in 1:B){

beta < — rlnorm(50,media,desvio)

epsilon < — rnorm(1000,0,0.01)

perfis < — matrix(c(rep(1:50,each=20),rep(seq(0,38000,2000),50),
rep(0,1000)),ncol=3, byrow=F)

for(i in 1:1000) {

if (perfis[i,2]==0){

perfis[i,3]< —0}

else{

if (perfis[i,2]*beta[perfis[[i,1]]]+epsilon[i];0) {
perfis[i,3]< —0}

else{

perfis[i,3]< —perfis[i,2]*beta|perfis|[i,1]]]+epsilon[i] } } }

colnames(perfis)=c(”Roda”,” Distancia”,” Desgaste”)
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perfis < — as.data.frame(perfis)

#+# Eliminando as medidas apos ultrapassagem de Df
min < — vector(mode = "numeric”, length = 50)

for (i in 1:50){

minli] < — 20

for (j in 1:20){

if(perfis$Desgaste[perfissRoda==i][j] >=Df){

if (j <= minli]){

min[i] < —j}}}}

for (i in 1:50){

if (minfi]!= 20){

for (j in (min[i]+1):20)
perfis$Desgaste[perfisfRoda==i|[jj< — NA }}
PerfisSim[ k] < — perfis[,3]}

#+# Salvando os perfis simulados
write.table(PerfisSim, file = ”perfisSim.csv”, sep = 7,7,
col.names = FALSE row.names=T)

return(PerfisSim) }

# Gerando B perfis simulados

Geragao(B)

7+ #

# Estimando os parametros iniciais, otimizando a verossimilhanca
# e exibindo resultados

# #

recover < — read.table(file="perfisSim.csv” ,sep="," head=F)

recover < — recover[,-1]
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Boot < — function(B){

Resultado < — matrix(0,B,8)

for (k in 1:B){

perfis < — matrix(c(rep(1:50,each=20),rep(seq(0,38000,2000),50),
rep(0,2000)),ncol=4, byrow=F)

perfis[,3] < — recover| k]

if(sum (is.na(perfis[,3]))!=0){

perfis < — perfis[-(which(is.na(perfis[,3]))),]}
colnames(perfis)=c(”Roda”,” Distancia” ,” Desgaste”,” Baprox” )
#+4# Calculo de b_i Aap através de ajuste modelo linear para cada unidade
mod < — lmList(Desgaste~ Distancia-1|Roda,perfis)

FitAprox < — array(coef(mod)|,1])

#+# Estimadores de maxima verossimilhanca para mu e sigma
hatmediaap < — sum(log(FitAprox))/length(FitAprox)
hatdesvioap < — (sum((log(FitAprox)-hatmediaap)A2)/length(FitAprox))
#+# Estimador para sigmaA2 erro

Fitaprox < — c(rep(0,length(perfis[,4])))

Erroaprox < — c(rep(0,length(perfis[,4])))

perfis < — cbind(perfis,Fitaprox, Erroaprox)

for(i in 1:length(perfis[,4])){

j=perfis]i,1]

perfis[i,4] < — FitAprox[j| }

perfis < — as.data.frame(perfis)

perfis$Fitaprox < — perfis$Distancia*perfis$Baprox
perfis$Erroaprox < — perfis$§Desgaste-perfisfFitaprox

hatsigmaeap=var(perfis§Erroaprox)
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Estimadores=matrix(c(hatmediaap,sqrt(hatdesvioap),sqrt (hatsigmaeap)), ncol=3)
colnames(Estimadores)=c(”Scale”,” Location”,” Sigma Erro”)
Estimadores

7+ #

# Verossimilhanga transformada e otimizacao

ks

#+# Formatando os dados como lista
Aux=matrix(c(rep(0,1020)),ncol=51)
dimnames(Aux)=list(seq(1:20),c(” X" ,paste(”T”,seq(1:50),sep=)))
Aux],1] < — seq(0,38000,2000)

for (j in 2:51){

for (i in 1:length(which(perfis,1]==j-1))){

Aux[i,j] < — perfis[which(perfis[,1]==j-1)][i],3] }}

for (i in 2:20){ for (j in 2:51){ if (Aux[i,j]==0){

Aux[i,j]< — NA} else {Aux[i,j]< —Aux[i,j]}}}

Aux < — as.data.frame(Aux)

Dados < — na.omit(reshape(Aux,idvar="id” varying=list(2:51),
v.names="y" direction="long”))

names(Dados) < — ¢("x”,”roda”,”y”,”id")

Dados < — Dados[,c("y”,”x”,"roda” )]

# Criando lista

Y < — vector(”list” length=>50)

for(j in 1:50){ Y[[j]] < — Dados[Dados$roda==j,1:2]}

7+

# Calculando os estimadores de maxima verossimilhanga

7 7
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otimo < — function(par) Loglik(data=Y ,mu=par[1], sigma=par|2|,sigmae=par[3])
estim < — try(constrOptim(c(Estimadores[1],Estimadores|2],
Estimadores[3]),NULL, f=otimo,ui=matrix(c(-1,0,0,0,1,0,0,0,1),ncol=3),
ci=0,control=list(fnscale=-1)),silent=TRUE)

#4# Armazenando o resultado para cada conjunto de perfis

Resultado[k,1] < — round(Estimadores[1],4)

Resultado[k,2] < — round(Estimadores[2],7)

Resultado[k,3] < — round(Estimadores[3],9)

if(class(try(round(Loglik(data = Y, mu=Estimadores[1],
sigma=Estimadores|2],sigmae=Estimadores[3]),4), silent=TRUE))!= "try-error” ){
Resultado[k,4] < — round(Loglik(data = Y, mu=Estimadores[1],
sigma=Estimadores|2|,sigmae=Estimadores[3]),4) }

if(class(estim)!= "try-error” ){

Resultado[k,5] < — round(estim$par|[1],4)

Resultado[k,6] < — round(estim$par[2],7)

Resultado[k,7] < — round(estim$par(3],9)

Resultado[k,8] < — round(estim$value,4)}

} return(Resultado) }

B.3 Dados rodas de trens - distribuicao Weibull

rm(list=Is())

require(nlme)

# Lendo dados

perfis <- read.table(file="rodas.csv” ,sep=";" head=T)

# # Calculando os valores iniciais para os parametros, que
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# # servirao de valores de partida para a maximizacao da verossimilhanca
# #

# Calculo de bi

mod < — ImList(Desgaste~Distancia-1|Roda,perfis)

FitAprox < — array((1/coef(mod))[,1]) # bis aproximados

# Estimadores de maxima verossimilhanca para alfa e delta
VerWeib < — function(y,alphaap)

((sum(yA alphaap*log(y)))/(sum(yA alphaap))

- (1/alphaap)-(sum(log(y))/dim(FitAprox)))A2
alpha=optimize(VerWeib, ¢(0,100), tol = 0.00001, y=FitAprox)
hatalphaap=alpha$minimum

hatdeltaap=(1/dim(FitAprox) *sum(FitAproxAhatalphaap))A(1/hatalphaap)
# Estimador para sigmaA2

Baprox < — c(rep(0,length(perfis[,3])))

Fitaprox < — c(rep(0,length(perfis[,3])))

Erroaprox < — c¢(rep(0,length(perfis[,3])))

perfis < — cbind(perfis,Baprox,Fitaprox,Erroaprox)

for(i in 1:length(perfis[,3]))

{ j=perfis[i,1] perfis[i,4] < — FitAprox[j] }
perfis$Fitaprox=perfisfDistancia/perfiss Baprox

perfisfErroaprox = perfisfDesgaste-perfis$Fitaprox
hatsigma2ap=var(perfisfErroaprox)
Estimadores=matrix(c(hatalphaap,hatdeltaap,hatsigma2ap),ncol=3)
colnames(Estimadores)=c(”alpha”,” delta” | sigma2”)

Estimadores

7 7
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# # Formatando a verossimilhanca e preparando a otimizacao

iidkia

# Formatando os dados
Aux=matrix(c(rep(0,195)),ncol=15)
dimnames(Aux)=list(seq(1:13), c¢(”X” ,paste(”T” ;seq(1:14),sep=)))
Aux[,1] < — seq(0,600,50)

for (j in 2:15) {

for (i in 1:length(which(perfis[,1]==j-1))){

Aux[i,j] < — perfis|which(perfis[,1]==j-1)]i],3] } }

for (iin 2:13) {

for (j in 2:15) {

if (Auxli,jjJ==0) {Aux]i,jj]< — NA else Auxl[i,jj< —Aux[i,j]}
I

Aux < — as.data.frame(Aux)

Dados < — na.omit(reshape(Aux,idvar="id” ,varying=list(2:15), v.names="y” direction="1long”))
names(Dados) < — ¢("x”,”roda”,”y”,”1d”)

Dados < — Dados[,c(’y”,”x”,”’roda”)]

# Criando lista

Y < — vector("list” length=14) for(j in 1:14){

Y[[j]] < — Dados[Dados$roda==j,1:2]}

# Funcao que calcula a log-verossimilhanca

joint < — array(list(NULL), ¢(600,1))

acum=matrix(c(rep(0,14)),ncol=14)

Loglik < — function(data, alpha, delta, sigma){

int < — function(yx, a, d, s){

y < — yx[1]

t < — yx[,2]

for (p in 1:600){

joint[p] < — exp( sum(dnorm(y, mean=t/qweibull(pnorm((p/100-3),Jlog=TRUE),a,d,log=TRUE),
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sd=s, log=TRUE)) + dnorm((p/100-3), log=TRUE) )

} Joint < — Vectorize(joint)

return(Joint) }

lista < — lapply(data, int, a=alpha, d=delta, s=sigma)

for (i in 1:14){

acum[,i] < — log(sum(unlist(as.vector(lista[i])))*0.01)}

loglik < — acum

return(loglik) }

# Calculando a log-verossimilhanga com valores iniciais

Loglik(data = Y, alpha=hatalphaap, delta=hatdeltaap, sigma=sqrt(hatsigma2ap))
# Rotina que calcula estimadores de méxima verossimilhanca

otimo < — function(par) Loglik(data=Y ,alpha=par[1], delta=par[2],sigma=par(3])
estim < — constrOptim(c(Estimadores[1],Estimadores[2],sqrt(Estimadores(3])),
NULL, f=otimo,ui=diag(3),ci=0,control=list(fnscale=-1))

estim$par # Exibicdo dos resultados

# Calculando a log-verossimilhanga com estimadores de MV

Loglik(data = Y, alpha=estim$par[1], delta=estim$par[2], sigma=estim$par[3])

B.4 Bootstrap paramétrico e nao paramétrico para

rodas trens

# As duas rotinas geram um arquivo chamado perfisSim.csv
# no qual sdo armazenados as amostras geradas. A partir deles usa-se
# o mesmo script do anexo B3 para se obter as estimativas bootsrap

ik

# Bootstraping paramétrico

# #

Bootp < —function(B)
PerfisSim < — matrix(0,182,B)
for (k in 1:B)

betaboop < — rweibull(14,estim$par[1],estim$par[2])
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epsilonboop < — rnorm(182,0,estim$par(3])

perfishoop < — matrix(c(rep(1:14,each=13),rep(seq(0,600,50),14),
rep(0,182)),ncol=3, byrow=F)

for(i in 1:182) if (perfisboop[i,2]==0)

perfisboopl[i,3]< —0

Else

if (perfisboopli,2]/betaboop|perfisboop][[i,1]]]+epsilonboopli];0)
perfisboopli,3]< —0

Else

perfisboopli,3]< —perfisboopli,2]/betaboop[perfisboop][i,1]]]+ epsilonboop]i]
colnames(perfisboop)=c(”Roda”,” Distancia”,” Desgaste” )
perfisboop < — as.data.frame(perfisboop)

min < — vector(mode = "numeric”, length = 14)

for (i in 1:14)

minfi] < — 13

for (j in 1:13)
if(perfisboop$Desgaste[perfisboop$Roda==i][j];=77)

i (] i= minfi)

minfi] <-j

for (iin 1:14)

if (minli]!= 13)

for (j in (min[i]4+1):13)
Perfisboop$Desgaste[perfishoop$Roda==i|[jj< — NA
PerfisSim[,k] < — perfisboop][,3]

write.table(PerfisSim, file = ”perfisSim.csv”, sep = 7,7,
col.names = FALSE row.names=T)

return(PerfisSim)

Bootp(10000)

##

# Bootstraping nao paramétrico

##
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recover < — matrix(0,182,10000)

x < — seq(1:14)

seq < — matrix(0,14,10000)

for (j in 1:10000)

seq[,j] < — sample(x,size=14,replace=TRUE)

write.table(t(seq),file = " perfisnaopar.csv”, sep = 7,7 col.names = FALSE)
perfiscomp < — read.table(file="Rodascomp.csv” ,sep=";" head=T)
for (a in 1:10000)

for (¢ in 1:14)

for (d in 1:13)

recover[(13*(c-1))+d,a] < —
perfiscomp$Desgaste[perfiscomp$Roda==seq][c,a]][d]

write.table(perfiscomp, file = ”perfisSim.csv”, sep = 7,7,

col.names = FALSE row.names=T)
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