
Angélica Ferreira Carvalho

Detecção de clusters irregulares

para dados pontuais através da

Não-conectividade Ponderada

de Grafos

Dissertação de Mestrado apresentada
ao Departamento de Estat́ıstica do Ins-
tituto de Ciências Exatas da Universi-
dade Federal de Minas Gerais, como re-
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Resumo

Estratégias para detecção de conglomerados (clusters) espaciais tanto para

dados por regiões quanto para dados pontuais são já bastante difundidas.

Entenda-se por dados pontuais situações em que cada elemento da popu-

lação é tratado individualmente, sabendo-se sua localização no mapa em

estudo. Entretanto os problemas com clusters de formato irregular não estão

completamente fechados. O cluster mais verosśımil geralmente se espalha em

grandes parcelas do mapa, impactando seu significado geográfico. Métodos

que empregam a estat́ıstica Scan Espacial de Kulldorff, associados a medidas

de penalização, foram usados para controlar a liberdade excessiva de forma

dos clusters. Estes métodos em geral não foram aplicados para dados pon-

tuais. Neste contexto, será apresentado um novo algoritmo multi-objetivo

utilizando a estat́ıstica Scan Espacial e a penalização por Não-conectividade

Ponderada para dados pontuais. A solução é um conjunto de Pareto, consis-

tindo de todos os clusters não simultaneamente piores em ambos os objetivos.

A melhor solução é determinada pela avaliação da significância através de si-

mulações de Monte Carlo. Utilizamos uma teoria estat́ıstica para avaliar o

significado estat́ıstico de soluções obtidas através do algoritmo multi-objetivo

empregando o conceito de funções de aproveitamento.

Palavras-chave: vigilância sindrômica; estat́ıstica espacial Scan de Kull-

dorff; dados pontuais; clusters espaciais de formato irregular; algoritmos

multi-objetivos; função de Não-conectividade; Conjunto de Pareto.
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Abstract

Strategies for detecting clusters for both spatial regions data and for point

data are already quite widespread, it is understood by data point, situati-

ons in which each element in the population is treated individually, knowing

its location on the map under study. The problems with irregularly shaped

clusters are not closed. The most likely cluster generally spreads in large por-

tions of the map, impacting its geographic significance. Statistical methods

that use the Kulldorff’s Spatial Scan, combined with penalty functions were

used to control the excessive freedom of clusters’ shapes. These methods have

been not applied to point data. In this context, we will present a novel multi-

objective algorithm using the Spatial Scan Statistic and penalty function for

Non-connectivity Weighted to points data. The solution is a Pareto set, con-

sisting of all clusters not less in both objectives than the others. The best

solution is determined by evaluating the significance through Monte-Carlo

simulations. We use a statistical theory to evaluate the statistical signifi-

cance of the solutions obtained by multi-objective algorithm that employs

the concept of attainment functions.

Keywords: disease surveillance; Kulldorff’s Spatial Scan; point data;

Irregular spatial clusters; multi-objective algorithms, Non-connectivity func-

tion; Pareto-set.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Pesquisadores da área de saúde pública constantemente se vêem obriga-

dos a identificar áreas em que o risco de incidência de algum fenômeno de

interesse seja significativamente discrepante, ou seja, muito elevado ou muito

baixo se comparado aos valores esperados.

Existem diversos métodos para detecção de clusters espaciais, alguns deles

tratando de dados por regiões, bem como alguns tratando de dados pontuais

(caso-controle). Neste enfoque dados pontuais são situações em que cada

elemento da população é tratado individualmente, sabendo-se sua localiza-

ção no mapa em estudo e alguns deles serão considerados CASOS, ou seja, o

fenômeno em estudo ocorreu para o indiv́ıduo, enquanto outros serão consi-

derados CONTROLES, ou seja, o fenômeno de interesse não ocorreu para o

indiv́ıduo.

Dentre os métodos existentes, alguns são discutidos para os dois enfoques.

Entretanto existem métodos bastante eficientes para dados por regiões que

não foram avaliados para dados pontuais.
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Quanto ao processo de detecção em si, este pode ser realizado em interva-

los de tempo (cluster temporal) ou então, para localizações no espaço (cluster

espacial), ou em ambos (cluster espaço-temporal). Existem diversas razões

para estudar o processo de avaliação e detecção de clusters. Elas podem ser

de natureza reativa (investigação de alarme de alta incidência da doença),

proativa (monitoramento cont́ınuo de áreas com alta incidência) ou etioló-

gica (busca por caracteŕısticas de incidência de uma doença, previamente

desconhecida). Podemos relacionar o problema de detecção de clusters em

diversas situações tais como problemas associados a saúde pública (epidemi-

ologia, vigilância sindrômica), poluição, criminologia, pesquisas de mercado,

entre outros.

Existe uma diferença importante entre as abordagens para dados pontuais

e para dados por regiões. Quando analisamos dados por áreas, cada área além

de possuir um número de casos observados possui ainda uma população de

risco. Já a análise de dados pontuais trata cada ponto como um caso ou um

não caso. Portanto não temos posse de um valor populacional associado a

cada ponto. Talvez este seja o principal ponto a ser resolvido para estender

métodos para dados por regiões até estudos para dados pontuais.

Dentre os muitos trabalhos já existentes, alguns utilizam abordagens de

otimização multi-objetivo. A eficiência dos resultados observados através de

métodos de otimização multi-objetivo serviram como motivação fundamental

para a discussão de uma metodologia de otimização multi-objetivo para o

problema de detecção de clusters para dados caso-controle.

Um dos objetivos deste trabalho é determinar e desenvolver estratégias

para a detecção de clusters espaciais para dados pontuais. De fato notamos

que não existe um melhor método, mas sim uma extensa gama de métodos

que se adequam bem em diferentes cenários.
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Buscamos um algoritmo que seja capaz de delinear, o mais corretamente

posśıvel, o subconjunto de pontos dentre os pontos do conjunto completo de

casos e controles, que serve como delineamento do posśıvel cluster, apresen-

tando justificativas estat́ısticas para o funcionamento adequado do método.

Apesar da dissertação restringir-se ao estudo para detecção de clusters espa-

ciais para dados pontuais, as propostas aqui discutidas podem ser estendidas

para a busca de clusters espaço-temporais.

De uma forma geral podemos definir como principal contribuição a for-

mulação de algoritmos para detecção e inferência de clusters espaciais. As

principais contribuições são as seguintes:

• apresentação de uma revisão bibliográfica atualizada da área;

• proposição de um novo modelo de penalização para a estrutura topo-

lógica de um cluster;

• proposição de um modelo matemático para a topologia de clusters ba-

seado em grafos;

• utilização de algoritmos genéticos multi-objetivo para resolução do pro-

blema;

• obtenção de resultados, para uma ampla gama de experimentos compu-

tacionais, que atestam a qualidade das soluções que podem ser obtidas

pela metodologia proposta.

Dentre os métodos mais difundidos para detecção de clusters em dados

pontuais, podemos mencionar Bessag and Newell [1990] que utiliza janelas

circulares centradas nos casos para formação de posśıveis clusters. Já em

Kulldorff [1997] é abordada a estratégia Scan Circular considerando todos os

pontos (casos e controles) como centros de janelas circulares.
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1.2 Revisão Bibliográfica

Apresentaremos uma revisão bibliográfica dos métodos já existentes, dis-

cutindo métodos para detecção de clusters com dados divididos por regiões

e com dados pontuais.

Os métodos de detecção e inferência para clusters espaciais são muito im-

portantes em diversas áreas como vigilância sindrômica, epidemiologia entre

outras. Isto pode ser observado em Lawson et al. [1999], Moore and Carpenter

[1999], Lawson [2001], Glaz et al. [2001], Balakrishnan and Koutras

[2002], Buckeridge et al. [2005]. A estat́ıstica Espacial Scan definida em

Kulldorff [1997] como uma razão de verossimilhança busca detectar o cluster

mais verosśımil dentre algumas posśıveis configurações de clusters no mapa

em estudo. A utilização deste método requer a escolha de um formato espećı-

fico de janela para o procedimento de busca. Uma escolha já muito utilizada,

é o formato circular das janelas para o referido método, denominado Scan

Circular, apresentado em Kulldorff and Nagarwalla [1995]. A metodologia

proposta através do Scan Circular é aplicável tanto para dados agrupados

por regiões quanto para dados pontuais. Este formato é bastante eficiente,

mas apresenta algumas deficiências quando os clusters a serem detectados

não apresentam formato regular (por exemplo conjuntos não circulares) o

que ocorre com frequência nesta área de estudo.

Uma estratégia bastante utilizada em casos de dados pontuais pode ser

encontrada em Bessag and Newell [1990]. Neste caso, o objetivo é identificar

clusters mais prováveis de forma circular. A utilização do método requer a

especificação do número mı́nimo k de casos que devem estar dentro de uma

janela antes da mesma configurar um cluster. Com ćırculos centrados em

cada ponto (caso), o método calcula o raio necessário para que o ćırculo con-

tenha pelo menos k casos. Tal procedimento é implementado através de um
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algoritmo que começa a partir de um único ponto (considerando raio igual

a zero). O raio é aumentado até incluir o ponto (caso) mais próximo, este

ponto é então inclúıdo no candidato a cluster. O procedimento é parali-

sado quando a janela circular contém k casos. A estat́ıstica de teste é então

calculada baseada no ćırculo formado ao redor de cada caso. O método por-

tanto, desenha no mapa ćırculos estatisticamente significantes. Isso leva a

necessidade de um parâmetro adicional, o ńıvel de significância. A principal

vantagem desta proposta é a estimativa da localização do cluster, uma im-

portante questão para a prática de intervenção na saúde pública. O método

requer o conjunto de dois parâmetros, k e α. Uma alternativa para superar

a influência do parâmetro k é executar o procedimento para várias escolhas

diferentes de k e combinar os resultados de alguma forma. Pode-se encontrar

uma interessante revisão bibliográfica sobre metodologias para detecção de

clusters e dos artigos citados anteriormenente em Duczmal et al. [2009].

1.3 Escopo da dissertação

Buscamos discutir um procedimento de detecção de clusters para dados

pontuais. Acreditando na eficiência de alguns métodos para detecção de

clusters para dados por regiões, estabeleceremos uma estratégia de associação

entre o problema de dados pontuais com o problema de dados por regiões.

A associação será constrúıda através do Diagrama de Voronoi. Este Di-

agrama divide o espaço em estudo através de poĺıgonos, cada um destes

poĺıgonos está associado a um dos pontos que deu origem ao Diagrama de

Voronoi. Um poĺıgono de Voronoi associado a um ponto é o conjunto dos

pontos mais próximos ao ponto originário dentre todos os pontos do plano

no qual estão inseridos os pontos originais (casos e controles).
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A inserção do Diagrama de Voronoi no problema será importante para a

constituição de uma estrutura de vizinhança entre os pontos (casos e contro-

les). Será então posśıvel determinar se dois pontos são vizinhos ou não.

Outro item não menos relevante será a definição de uma estratégia de

estimação de densidade populacional associada a cada um dos pontos (casos

e controles). Vale ressaltar que estamos interessados em utilizar métodos para

dados por regiões em um problema de dados pontuais. As estratégias usuais

para dados por regiões são bastante dependentes da distribuição populacional

no mapa.

Utilizaremos a estat́ıstica Scan e alguma função penalizadora para uma

abordagem multi-objetivo de detecção de cluster. Portanto a estrutura de

vizinhança entre pontos e as estimativas populacionais serão preponderantes

para o desenvolvimento deste trabalho.

Este texto se encontra organizado da seguinte forma: o caṕıtulo 2 descreve

os métodos usuais para detecção de clusters espaciais com dados por regiões;

o caṕıtulo 3 apresenta detalhes do algoritmo genético que será utilizado no

procedimento de detecção; os caṕıtulos 4 e 5 descrevem a nova proposta

para detecção de clusters espaciais com dados pontuais; o caṕıtulo 6 discute

assuntos de inferência visando uma avaliação da significância estat́ıtica das

soluções obtidas; o caṕıtulo 7 apresenta resultados para testes simulados e

um estudo de dados reais; o caṕıtulo 8 relata as conclusões obtidas através

deste trabalho.
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Caṕıtulo 2

Métodos para detecção de

clusters espaciais

Dado que visamos analisar um conjunto de dados pontuais através de

técnicas para dados por regiões, será importante descrever de forma resumida

alguns métodos para dados por regiões.

2.1 Uma apresentação para o problema para

dados por regiões

Suponha que tenhamos um mapa dividido em regiões, cada uma delas

com uma população conhecida e um número de casos observados para a

ocorrência de um determinado fenômeno de interesse. Assim, cada caso pode

ser, por exemplo, um indiv́ıduo infectado por uma certa doença ou uma

v́ıtima de um determinado tipo de crime. Neste mapa um cluster é um

aglomerado de regiões vizinhas onde o risco de ocorrência do fenômeno de

interesse é muito elevado ou muito baixo se comparado com o risco das demais

regiões, e ao mesmo tempo significativo do ponto de vista estat́ıstico.
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Para cada região definimos um centróide, que é um ponto arbitrário em

seu interior. Chamaremos de zona qualquer subconjunto conexo de regiões

do mapa. A figura 2.1 mostra uma zona no mapa do estado de São Paulo

dividido em 72 microrregiões.

Figura 2.1: Mapa do estado de São Paulo dividido em microrregiões.

Kulldorff [1997] propõe uma metodologia baseada em um teste de razão

de verossimilhança. Kulldorff and Nagarwalla [1995] apresentam o Scan Cir-

cular, um teste que encontra o cluster mais verosśımil dentre todas as zonas

circunscritas por ćırculos de raios variados centrados em cada região do mapa.

Uma janela circular sobre a área em estudo define uma zona formada

pelas regiões cujos centróides estão dentro da janela. Note pela figura 2.2

que, embora parte de uma região possa estar dentro da janela circular, se seu

centróide está fora dessa janela, essa região não fará parte da zona. Do mesmo

modo, mesmo que uma região não esteja totalmente inserida na janela, se seu

centróide está, então essa região fará parte da zona definida pela janela.
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Figura 2.2: Uma posśıvel zona obtida para uma dada janela circular.

Denotaremos por Z o conjunto de todas as zonas obtidas por janelas

centradas em cada centróide e de raios variando entre zero e um valor má-

ximo. A busca por soluções eficientes seria feita então dentro do conjunto Z.

Um grande problema desses métodos é a forma fixa dos clusters detectados,

tipicamente circulares ou quadrados, dependendo do método.

Essa restrição vem do fato de que seria computacionalmente inviável tes-

tar todas as zonas posśıveis. No entanto, em situações reais frequentemente

encontramos clusters em formatos bastante diferentes. A incidência de uma

doença pode ser maior ao longo de um rio, por exemplo, o que daria uma

forma mais alongada ao cluster.

Muitos algoritmos para detecção de clusters espaciais não têm procedi-

mentos adequados para controlar as formas dos clusters encontrados. A so-

lução pode às vezes se espalhar através de diversas regiões do mapa, fazendo

com que se torne dif́ıcil a avaliação de seu significado geográfico.

Uma primeira ideia para tentar detectar um cluster poderia levar em

conta simplesmente a incidência de casos em cada zona, isto é, o número de
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casos observados dividido pela população, ou ainda o risco relativo que é o

número observado de casos dividido pelo número esperado de casos. Ape-

sar de parecer razoável, essa análise não resolve o problema de detecção de

clusters, porque é posśıvel que clusters com populações muito discrepantes

possam apresentar uma mesma proporção de casos. Neste caso, estes candi-

datos seriam comparados em situação de igualdade, quando na verdade são

bastante diferentes devido à discrepância entre as populações. Um aumento

no risco relativo é tão mais significativo quanto maior é a população de risco

dentro do cluster candidato. Isso significa que, embora uma região ou uma

zona, possa apresentar um alto risco relativo, se sua população é pequena,

ela se torna pouco significativa.

Para contornar este problema, precisamos encontrar um método que nos

permita analisar somente as zonas mais promissoras e descartar as que não

parecem muito interessantes. Uma vez que não analisam todas as zonas, es-

ses métodos não garantem que encontraremos a solução ótima, mas um bom

método deve encontrar uma boa solução na maioria das vezes. A estat́ıstica

Scan proposta em Kulldorff [1997] prevê a possibilidade de clusters de for-

mato arbitrário, porém não propõe algoritmos para a detecção de clusters de

formato irregular.

Neste sentido, existem alguns algoritmos que propõem estratégias para a

detecção de clusters com formatos irregulares. Uma técnica bastante razoável

e já utilizada, é a incorporação de alguma função de penalização para o

formato geométrico ou topologia do grafo associado ao cluster.
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2.2 Estat́ıstica Scan Espacial de Kulldorff para

dados por regiões

Considere o mapa associado a área de estudo A, dividido em m regiões,

com população total P e um total de casos C. Um grafo não orientado

GA é associado à área em estudo A. No grafo associado GA os vértices

representam as regiões do mapa e as arestas conectam vértices associados à

regiões adjacentes. É constrúıdo um teste de hipóteses no qual a hipótese

nula será de não existência de cluster no mapa em estudo.

O número de ocorrências do fenômeno de interesse em cada uma das re-

giões é distribúıdo conforme uma Poisson com taxa proporcional à população

da respectiva região no caso da hipótese nula, neste caso, para a i−ésima re-

gião, se considerarmos uma população pi, a taxa para a distribuição Poisson

seria µi = pi

(
C

P

)
. Qualquer subconjunto conexo de regiões no mapa será

denominado como uma zona (posśıvel cluster). Teremos então para cada

zona z, o número observado de ocorrências do fenômeno de interesse cz e o

número esperado de ocorrências do fenômeno de interesse sob a hipótese nula

µz. O risco relativo de uma zona z é I(z) =
cz

µz

enquanto o risco relativo

fora da zona z, ou seja, no complementar da zona z em relação ao mapa em

estudo, é dado por O(z) =
C − cz

C − µz

.

Assumindo o modelo Poisson, considerando L0 como a função de veros-

similhança sob a hipótese nula e L(z) como a função de verossimilhança sob

a hipótese alternativa de que existe um cluster no mapa em estudo. Pode-se

mostrar (veja em Kulldorff [1997]) que o logaritmo da razão de verossimi-

lhança é dado por:

LLR(z) = log

(
L(z)

L0

)
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LLR(z)=





cz log(I(z)) + (C−cz) log(O(z)) se I(z) > 1

0 caso contrário

(2.1)

A razão de verossimilhança é maximizada em um conjunto Z formado por

zonas z definidas no mapa em estudo. O conjunto Z é definido segundo algum

critério restritivo visando não realizar uma busca exaustiva em todas as pos-

śıveis zonas z, mas apenas em um conjunto de zonas mais promissoras. Um

exemplo de construção do conjunto Z, bastante utilizado, seria o conjunto das

zonas definidas por janelas circulares de raios e centros variados. Tal estra-

tégia é conhecida como Scan Circular proposta em Kulldorff and Nagarwalla

[1995]. Se considerarmos Z como o conjunto de todas as zonas conexas, o

problema se tornaria impraticável, entretanto podemos utilizar heuŕısticas

(algoritmos estocásticos) avaliando somente candidatos em potencial e não

todo o conjunto Z.

A significância estat́ıstica de uma solução, obtida através da distribuição

dos casos observados, pode ser verificada através de simulações de Monte

Carlo. Sob a hipótese nula, os casos simulados são distribúıdos nas regiões

do mapa em estudo. Usando tal distribuição será obtido o cluster mais ve-

rosśımil. Este procedimento é repetido por diversas vezes, e a distribuição

emṕırica dos valores para a razão de verossimilhança pode ser obtida. Esta

distribuição emṕırica é comparada então com a razão de verossimilhança da

solução obtida para os casos observados, produzindo então uma estimativa

de p-valor para esta solução (Dwass [1957]).
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2.3 Estratégias com penalizações

Quando pensamos em avaliar todos os posśıveis subconjuntos de regiões

no mapa em estudo, o número de posśıveis candidatos aumenta exponen-

cialmente. Para um mapa dividido em m regiões, existem 2m − 1 posśıveis

subconjuntos de regiões, dos quais deveŕıamos verificar quais são conexos.

Considerando viável a possibilidade de investigar todos os posśıveis subcon-

juntos de regiões, ainda assim o problema persistiria, pois podeŕıamos en-

contrar posśıveis clusters que são formados conectando regiões levando em

conta apenas elevados riscos de ocorrência do fenômeno em estudo. Seriam

constrúıdos então, subconjuntos bastante irregulares, formando então solu-

ções não viáveis. Posśıveis clusters muito irregulares que se espalham através

do mapa, tomando grandes regiões da área em estudo, tendem a não apresen-

tar informações úteis. É plauśıvel esperar que os verdadeiros clusters sejam

conjuntos menores, mais regulares, mesmo que com razão de verossimilhança

um pouco menor. Este fato leva a motivação da utilização de funções de pe-

nalização para evitar a possibilidade de qualquer formato para uma posśıvel

solução. Tais funções de penalização podem ser associadas à estat́ıstica espa-

cial Scan. Dentre estas funções de penalização, podemos mencionar a pena-

lização por Compacidade Geométrica apresentada em Duczmal et al. [2006];

a penalização por Coesão Topológica descrita em Cançado et al. [2010] e

as penalizações por Não-conectividade e Não-conectividade Ponderada apre-

sentadas em Yiannakoulias et al. [2005], Silva [2010], Duarte et al. [2010b].

Nestes trabalhos, as funções de penalização, aparecem como expoente para

a razão de verossimilhança ou então, em abordagens multi-objetivo.

A abordagem que utiliza um algoritmo genético multi-objetivo para o pro-

blema de detecção de clusters foi apresentada originalmente em Duczmal et al.

[2008]. Este método conduz a uma estratégia que busca maximizar dois obje-
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tivos, sendo eles: a estat́ıstica Espacial Scan e a Compacidade Geométrica que

avalia a regularidade do formato geométrico do posśıvel cluster. Não é apre-

sentada uma única solução, mas sim um conjunto de soluções não-dominadas,

ou seja, que não são piores que outras soluções nos dois objetivos simulta-

neamente. O algoritmo multi-objetivo apresenta uma importante vantagem:

todos os clusters potenciais são considerados sem uma classificação de acordo

com os valores da penalização. Assim a classificação quanto à qualidade das

posśıveis soluções é executada somente depois que todos os candidatos são

avaliados.

A avaliação quanto à significância estat́ıstica é realizada paralelamente

para todos os clusters do conjunto de soluções não-dominadas usando si-

mulações de Monte Carlo, quebrando o laço de dependência entre elas, como

será explicado no caṕıtulo 6, e determinando a melhor solução no conjunto de

soluções não-dominadas. Utilizamos para a avaliação da significância estat́ıs-

tica a teoria de funções de aproveitamento apresentada em da Fonseca et al.

[2001], Fonseca et al. [2005]. A utilização da função de aproveitamento no

problema espećıfico de detecção de clusters se encontra bem detalhada em

Cançado [2009], Duarte [2009], Cançado et al. [2010]. O uso da função de

aproveitamento permite que o significado do p-valor para o espaço bi-objetivo

seja mais claramente compreendido. Vamos descrever então de forma sucinta

tais funções de penalização.

2.3.1 Penalização por Compacidade Geométrica

Como já citado anteriormente, os algoritmos para detecção de clusters

espaciais podem encontrar soluções em forma de árvore que se espalham ao

longo do mapa conectando as regiões com elevada incidência. Uma forma

de evitar tais soluções seria a utilização de um algoritmo que busca soluções
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através da LLR(z), juntamente com alguma estrutura de penalização para o

formato do posśıvel cluster. Neste caso, não estaŕıamos presos a um formato

de janela de busca, mas sim avaliaŕıamos os candidatos em potencial segundo

a LLR(z) e alguma medida de penalização. Um destes posśıveis formatos de

penalização é a medida de Compacidade Geométrica.

Esta penalização foi apresentada em Duczmal et al. [2006] e seu objetivo

é penalizar as zonas do mapa que possuem formato muito irregular. A Com-

pacidade Geométrica k(z) de uma zona z é dada pela área da zona z definida

por A(z) dividida pela área do ćırculo com o mesmo peŕımetro que o fecho

convexo da zona z, sendo este aqui definido por H(z).

A expressão para k(z) é dada por:

k(z) =
A(z)

π

(
H(z)

2π

)2 (2.2)

A Estat́ıstica Scan penalizada pela Compacidade Geométrica será definida

por maxz∈ZLLR(z).k(z).

2.3.2 Penalização por Coesão Topológica

Cançado et al. [2010] apresentam uma proposta para penalização deno-

minada Fórmula da Coesão. Este formato de penalização tenta avaliar a

estrutura topológica de cada posśıvel cluster. O objetivo é penalizar zonas

candidatas ao posśıvel cluster através da existência de “elos fracos”. São can-

didatos a elos fracos, regiões que, ao serem removidas do cluster, desconectam

o cluster, quebrando este em partes.

Para qualquer zona z, com regiões v1, v2, . . . , vn, definida no mapa, o

seguinte procedimento é executado:

• Inicialmente retira-se da zona z a região v1, construindo a nova zona z̄;
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• Então é verificado se a nova zona z̄ é conexa;

• Se a nova zona z̄ é conexa, considera-se a retirada da próxima região

v2 da zona original z, caso contrário inclúı-se v1 ao conjunto D.

• O procedimento é repetido para todas as regiões até obter o conjunto

D = {x1, x2, . . . , xd} que é denotado conjunto dos elos de desconexão;

• Ao retirar-se da zona original z o conjunto D, serão geradas L partes

desconexas ẑ1, ẑ2, . . . , ẑL (cada parte com uma ou mais regiões);

• Ordena-se as partes desconectadas por suas respectivas populações;

– Seja ẑ(1) a parte 1 de maior população entre as partes;

– Seja ẑ(2) a parte 2 com a segunda maior população entre as partes;

– Até ẑ(L) a parte L com a menor população entre as partes.

Quando o conjunto D não é vazio, avalia-se a quantidade

c(G) =

(
d∏

i=1

(
1− e−µxi

)
)

L∏
i=1

Pop(ẑ(i))
L∑

j=i

Pop(ẑ(j))

(2.3)

Caso contrário c(G) = 1

A função definida anteriormente avalia na verdade a relevância de cada

região da zona z como um elo que pode desconectar ou não as regiões da zona

z, bem como o desequiĺıbrio entre as populações nas partes desconectadas.

Em outras palavras, é avaliado se os clusters possuem elos fracos, que

tendem a se desconectar facilmente.
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2.3.3 Penalização por Não-conectividade

Yiannakoulias et al. [2005] propõe um algoritmo guloso que avalia algu-

mas posśıveis zonas z. A função de penalização para a Não-conectividade

se baseia em uma relação do número de vértices v(z) e de arestas a(z) do

subgrafo associado à zona z. De forma análoga a que foi citada na penaliza-

ção por Compacidade Geométrica, a penalização por Não-conectividade foi

utilizada como um multiplicador para a LLR(z). A penalização por Não-

conectividade para uma zona z é definida por:

y(z) =
a(z)

3 (v(z)− 2)
(2.4)

O termo 3 (v(z)− 2) no denominador da expressão (2.4), representa o

número máximo de arestas para um grafo planar, ou seja, para o grafo planar

mais conexo posśıvel teriamos y(z) = 1.

Apesar de existir alguma similaridade entre a Penalização por Não-conecti-

vidade e a Penalização por Compacidade Geométrica, uma diferença impor-

tante é o fato de buscar zonas sem uma associação direta ao formato, mas

sim ao grau de conexidade do subgrafo associado à zona z.

2.3.4 Penalização por Não-conectividade Ponderada

A proposta de função de penalização através da Não-conectividade apre-

sentada em Yiannakoulias et al. [2005] se mostra bastante eficiente na detec-

ção e inferência de clusters, quando avaliadas medidas de poder, sensibilidade

e PPV (valor preditivo positivo) do teste. Entretanto o formato desta pena-

lização leva em conta apenas a contagem das arestas do subgrafo associado à

zona z. Não existe uma consideração quanto ao grau de importância de uma

aresta na conexidade do subgrafo.
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Pensando apenas na análise do grafo é fato que tal relevância não precisa

ser considerada. Quando se observa que os subgrafos estão associados à zonas

em um mapa, lembra-se de que as arestas são conexões de vizinhança entre

regiões que podem ser muito ou pouco populosas. Neste contexto, observa-

se que existem sim arestas mais e menos importantes para a conexidade do

subgrafo associado a uma zona z. A mesma análise pode ser realizada para

o grau de importância de cada um dos vértices do subgrafo em estudo.

Para tanto, é estabelecida uma ponderação para os vértices e arestas

do subgrafo associado à zona z. Tal ponderação é constrúıda pensando na

estrutura da distribuição populacional ao longo das regiões da zona z.

A ponderação das arestas do subgrafo associado a zona z é definida pela

média entre as populações das regiões cujos vértices são conectados pela

aresta em questão. Portanto uma aresta ai,j conectando os vértices vi e vj

associados às regiões Ri e Rj com populações pop(Ri) e pop(Rj), terá o

seguinte peso ponderador:

P (ai,j) =
pop(Ri) + pop(Rj)

2
.

Já a ponderação dos vértices é dada pela população da região associada ao

respectivo vértice, ou seja, um vértice vi associado à região Ri cuja população

é pop(Ri), terá o seguinte peso ponderador:

P (vi) = pop(Ri).

Para reformular a função descrita em Yiannakoulias et al. [2005], substitui-

se as arestas e vértices por seus respectivos pesos ponderadores da seguinte

forma (veja Silva [2010], Duarte et al. [2010b]):
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WNC(z) =

k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

P (ai,j)

3




k∑
i=1

P (vi)− 2




k∑
i=1

P (vi)

k







(2.5)

em que k é a quantidade de regiões na zona z.

Com este novo formato a medida leva em conta não somente a estrutura do

subgrafo associado à zona z, mas também informações inerentes a estrutura

da distribuição populacional dentro da zona z e o grau de relevância das

vizinhanças entre regiões quanto às suas populações.
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Caṕıtulo 3

Algoritmos Genéticos

3.1 Algoritmo Genético Mono-Objetivo

Para utilizar os procedimentos citados anteriormente, se faz necessária

a utilização de alguma heuŕıstica de otimização. Dentre as posśıveis heu-

ŕısticas para serem utilizadas no problema de detecção de clusters, o algo-

ritmo genético foi implementado para detecção e inferência de clusters em

Duczmal et al. [2007a] usando como objetivo a ser maximizado a estat́ıstica

de teste Scan de Kulldorff (2.1).

O algoritmo genético utiliza o prinćıpio da evolução biológica para pro-

curar as melhores soluções de um problema de otimização. São simulados

os mecanismos de variação aleatória e de seleção adaptativa da evolução na-

tural. Os mecanismos (operadores genéticos) que constituem a base de um

algoritmo genético são:

1. Um operador de cruzamento que gera novos indiv́ıduos a partir da

combinação da informação contida em dois ou mais indiv́ıduos;

2. Um operador de mutação que utiliza a informação contida em um in-
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div́ıduo para estocasticamente gerar outro indiv́ıduo.

3. Um operador de seleção que decide se um indiv́ıduo terá a oportunidade

de gerar descendentes para a próxima geração, baseado em sua aptidão.

O algoritmo parte de uma população inicial de posśıveis soluções para

construir uma sequência de gerações. Nas gerações, são utilizados os três

operadores: cruzamento e mutação que servem para aumentar a variabili-

dade da população de soluções, e seleção, que escolhe as soluções que pas-

sarão à próxima geração, direcionando a busca e mantendo fixo o tamanho

populacional dentro de uma geração.

Para o nosso problema espećıfico, a população inicial deve ser capaz de

captar as informações do mapa como um todo. Não há razão para iniciarmos

o algoritmo com os indiv́ıduos concentrados em apenas uma parte do mapa,

mesmo porque um cluster somente pode ser identificado se possuir valor

de LLR discrepante das demais zonas, o que nos obriga a ter um mı́nimo

de conhecimento sobre zonas espalhadas pelo mapa. Para tanto utilizamos

uma estratégia gulosa (algoritmo guloso) visando obter zonas com alta LLR,

construindo as zonas para a população partindo de cada uma das regiões do

mapa em estudo, através da estratégia gulosa. Já entre os operadores temos:

1. O operador de cruzamento cria novos indiv́ıduos, ou seja, novas zonas,

misturando as caracteŕısticas de dois indiv́ıduos (zonas) aleatoriamente

escolhidos e denominados por A e B. Diversos novos indiv́ıduos são

produzidos assim, sendo eles, zonas intermediárias entre as duas zo-

nas extremas A e B. No formato de implementação que foi utilizado,

um cruzamento somente é posśıvel entre duas zonas cuja interseção de

regiões entre as zonas A e B seja não vazia. As novas zonas geradas

por um cruzamento representam uma transição entre as caracteŕısticas
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de A e B escolhidas mantendo a conexidade nas zonas geradas, veja a

Figura 3.1.

Figura 3.1: Cruzamento entre zonas A = {a, b, c, d, e} e B =

{b, c, f, g, h, i, j}.

2. O operador de mutação introduz uma perturbação aleatória nas ca-

racteŕısticas de uma zona individual, (adicionando ou removendo uma

região ao acaso) assim aumentando a variabilidade da população. Do

ponto de vista computacional, a operação de mutação tem custo elevado

dada a necessidade de verificação de conexidade a cada operação.

3. O operador de seleção classifica as zonas de acordo com o valor da

função objetivo, no caso a Estat́ıstica Espacial Scan, escolhendo então

aqueles que farão parte da geração seguinte. Esperamos encontrar os

indiv́ıduos (zonas) com valores cada vez maiores para a função objetivo

à medida que as gerações vão evoluindo. Uma função de penalização

como as descritas anteriormente pode ser empregada para evitar a ir-

regularidade excessiva da posśıvel solução.
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3.2 Algoritmo Genético Multi-Objetivo

Os algoritmos genéticos são bastante utilizados para problemas de otimi-

zação multi-objetivo, analisando a evolução de posśıveis soluções avaliando

paralelamente dois ou mais objetivos como em Fonseca and Fleming [1995],

Takahashi et al. [2003]. Duczmal et al. [2007b] propõem a utilização da Pe-

nalização por Compacidade Geométrica através de uma proposição Multi-

Objetivo. Nesta proposta a penalização seria uma das funções objetivo, en-

quanto o logaritmo da razão de verossimilhança LLR(z) seria a outra função

objetivo. Tal proposta é extendida para as outras medidas de penalização

propostas em Duarte et al. [2010a]. A penalização escolhida, aqui definida

por Pen(z), é usada não mais como uma correção mas sim como uma função

objetivo nova. Em Duarte [2009] tal estratégia é discutida e pode-se ver que

ocorre melhora significativa para a busca pela solução mais eficientes para

o problema de detecção de clusters irregulares com Algoritmos Genéticos

Multi-objetivo em comparação aos Algoritmos Genéticos Mono-objetivo.

A construção da população inicial e também os operadores de cruza-

mento e de mutação são idênticos àqueles usados no algoritmo genético mono-

objetivo (veja Duczmal et al. [2007a] para uma descrição detalhada daqueles

operadores).

• No ińıcio de cada geração, constrúımos a lista da geração atual, que

consiste no conjunto dos indiv́ıduos da geração anterior que foram se-

lecionados.

• Esta lista é completada com a adição do resultado dos cruzamentos

realizados para esta geração através do operador do cruzamento.

• A lista de geração seguinte, inicialmente vazia, armazena os indiv́ıduos

que sobreviverão para a geração seguinte. Obteremos o conjunto das
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soluções não-dominadas P0 da lista da geração atual, que será transfe-

rida à lista da geração seguinte inicialmente vazia;

• O mesmo conjunto P0 é removido igualmente da lista de geração atual.

Um conjunto novo P1 dos indiv́ıduos restantes é obtido da mesma

forma;

• O procedimento é repetido até que a lista da geração nova contenha

m indiv́ıduos, em que m é o número de regiões do mapa original e

corresponde ao tamanho da população que será constante ao longo das

gerações.

• Após um número de etapas, o conjunto Pl não será adicionado eventu-

almente por completo à lista de geração seguinte, porque isto faria com

que a lista contivesse mais do que m indiv́ıduos. Nesses casos, os in-

div́ıduos de Pl serão transferidos segundo algum critério de desempate

entre eles.

Existem alguns posśıveis critérios, dentre estes, escolhemos neste traba-

lho, a distância de aglomeração (crowding distance) que se encontra bem de-

talhada em Deb et al. [2002]. A distância de aglomeração é a maior distância

dentre as distâncias entre uma das soluções não dominadas e as soluções não

dominadas vizinhas imediatamente à direita e imediatamente à esquerda.

Soluções com alta distância de aglomeração, em geral, são provenientes de

regiões menos “povoadas” no conjunto das soluções não dominadas. Soluções

com baixa distância de aglomeração, em geral, são provenientes de regiões

muito“povoadas”no conjunto das soluções não dominadas. A implementação

utilizada é o algoritmo genético NSGA-II apresentado em Deb et al. [2002].
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Figura 3.2: Distância de aglomeração.

A Figura 3.2 apresenta à esquerda um conjunto de soluções não domina-

das uniformente distribúıdo (baixa distância de aglomeração em seus pontos)

e à direita um conjunto de soluções não dominadas não uniformente distri-

búıdo (alta distância de aglomeração em seus pontos). Espera-se então que

soluções com baixa distância de aglomeração já tenham sido representadas

anteriormente devido ao alto “povoamento” nestas regiões do conjunto de so-

luções não dominadas, portanto podendo ser exclúıdas através deste critério

de desempate.

26



Caṕıtulo 4

Métodos para detecção de

clusters para dados pontuais

Buscamos construir uma analogia entre os problemas de dados pontu-

ais e os problemas de dados por regiões para então utilizar uma abordagem

multi-objetivo. Esta analogia será baseada no Diagrama de Voronoi asso-

ciado aos pontos (casos-controle). Outro fato relevante será a proposição

de uma estimativa de densidade populacional associada a cada ponto (caso-

controle). Apresentaremos o Diagrama de Voronoi, a estrutura de vizinhança

constitúıda por este Diagrama. Finalizaremos este caṕıtulo apresentando es-

tratégias de estimação da densidade populacional associada a cada ponto

(caso-controle) para o cálculo da função de verossimilhança.

4.1 Diagrama de Voronoi

Em um mapa com dados pontuais, não existem regiões associadas aos

pontos. Estamos interessados em associar uma subregião do mapa para cada

um dos pontos, para tanto definiremos o Diagrama de Voronoi.

27



Definição 4.1 Dado um conjunto finito de pontos distintos em um espaço

cont́ınuo, podemos associar a cada ponto desse conjunto o lugar geométrico

no espaço que está mais próximo deste ponto do que de todos os outros pontos

desse conjunto.

Figura 4.1: Conjunto hipotético de pontos (casos e controles).

Dado o conjunto de pontos e o plano no qual estão representados tais

pontos, dividiremos o plano em subregiões. Tais regiões representam o lugar

geométrico descrito na Definição 4.1

Figura 4.2: Diagrama de Voronoi associado aos pontos da Figura 4.1.

Para cada poĺıgono no entorno de um dos pontos, temos a coleção dos

pontos do plano que estão mais próximos deste ponto que de qualquer outro

dos pontos geradores do Diagrama de Voronoi.
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4.2 Estrutura de Vizinhança

De posse do Diagrama de Voronoi se torna posśıvel estabelecer uma es-

trutura de vizinhança entre os pontos. Isto será feito através da construção

do grafo associado aos pontos. O grafo será constrúıdo considerando os pon-

tos como vértices e construindo arestas entre vértices que possuem poĺıgonos

de Voronoi que sejam adjacentes.

A importância do grafo associado está no fato de podermos determinar

agora se um subconjunto de pontos constitui um subgrafo conexo ou não.

Figura 4.3: Grafo associado ao Diagrama de Voronoi da Figura 4.1.

Agora, dados os poĺıgonos de Voronoi e o grafo associado que constitui

uma estrutura de vizinhança entre os pontos, será posśıvel pensar em uma

estimativa para a densidade populacional associada a cada poĺıgono e então

utilizar técnicas de detecção de clusters para dados por regiões.

4.3 Estimativas populacionais para dados pon-

tuais

A estratégia de detecção que será utilizada depende do cálculo do loga-

ŕıtmo da razão das verossimilhanças já descrita na seção 2.2 como sendo:
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LLR(z) = log

(
L(z)

L0

)

LLR(z)=





cz log(I(z)) + (C−cz) log(O(z)) se I(z) > 1

0 caso contrário

(4.1)

Note que dependemos do número esperado de casos na zona z, dado por

µz = C
pop(z)

P
, ou seja, depende-se da população na zona z (subconjunto

de regiões) bem como da população P em todo o mapa. Para tanto apre-

sentaremos algumas propostas de estimativa para as densidade populacional

associadas a cada poĺıgono de Voronoi.

4.3.1 População 1 para cada poĺıgono

Uma proposta, inicial e simples, seria desconsiderar posśıveis diferenças

de densidade populacional entre os poĺıgonos de Voronoi. Neste caso esta-

ŕıamos considerando população 1 para cada poĺıgono, ou seja, o único ponto

gerador do poĺıgono de Voronoi seria a população deste poĺıgono. Apesar de

parecer simples em demasia tal proposta pode se tornar eficiente como será

visto no caṕıtulos subsequentes deste texto.

4.3.2 População associada a uma medida linear.

Uma segunda proposta visa associar a cada poĺıgono um efeito popula-

cional além de seu próprio ponto gerador.

Acreditamos que quanto mais acumulados estejam os pontos, mais popu-

losa será esta vizinhança. Portanto a densidade populacional em um poĺıgono

de Voronoi associado a um ponto deveria ser inversamente proporcional às

distância entre os pontos.
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Dado um poĺıgono de Voronoi construiremos uma medida linear associada

aos apótemas dos poĺıgonos. O apótema é o segmento perpendicular ao lado

de um poĺıgono que liga este lado ao seu baricentro.

Figura 4.4: Apótemas para um dos poĺıgonos de Voronoi.

Como já citamos, acreditamos em uma porporcionalidade inversa entre a

medida linear associada ao poĺıgono e sua densidade populacional. Portanto

para cada ponto definiremos a medida fator populacional dada pela média

dos inversos dos apótemas. Dado um dos pontos p dentre os pontos em estudo

temos:

fp(p) =

k∑
i=1

(
1

ap,i

)

k

em que p gera um poĺıgono de Voronoi de k lados e ap,i é o apótema

associado ao i-ésimo lado do poĺıgono.

Considerando o mapa em estudo com m pontos, a densidade populacional

em um poĺıgono de Voronoi gerado pelo ponto p será estimada por:
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ˆPop(p)
m∑

p=1

ˆPop(p)

em que ˆPop(p) = Arredondamento

(
m ∗ fp(p)∑

fp(i)

)
+ 1

O arredondamento utilizado é para o inteiro mais próximo fazendo com

que as populações sejam inteiras. O termo m ∗ fp(p)∑
fp(i)

considera a propor-

cionalidade inversa, já citada e o termo +1 considera o ponto utilizado na

construção do poĺıgono de Voronoi.
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Caṕıtulo 5

O problema dos dados pontuais

Como já descrevemos anteriormente, para posśıveis clusters irregula-

res, a avaliação somente da LLR(z) poderá não ser completamente eficiente.

Utilizaremos então uma técnica multi-objetivo em que um dos objetivos a

ser maximizado será a LLR(z) e o outro objetivo será a medida de Não-

conectividade Ponderada, entretanto apresentaremos uma ponderação espe-

ćıfica para o tratamento de dados pontuais.

5.1 Função de penalização por Não-conecti-

vidade Ponderada de Grafos para dados

pontuais

A primeira proposta de utilização da medida de Não-conectividade Pon-

derada é apresentada para dados por regiões em Silva [2010], Duarte et al.

[2010b]. As ponderações neste caso são associadas às populações. Para dados

pontuais as ponderações serão associadas à alocação de casos e controles ao

longo do mapa em estudo.
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Um posśıvel cluster detectado nesta abordagem pode ser um subgrafo

composto não somente por casos, mas também com a inclusão de controles. A

ponderação será constrúıda com o intuito de diferenciar clusters que incluem

mais ou menos pontos que sejam controles. Para a construção da nova medida

penalizadora descreveremos novamente a medida de Não-conectividade.

Dado um subgrafo z a penalização por Não-conectividade originalmente

proposta em Yiannakoulias et al. [2005] é dada por:

NC(z) =
a(z)

3(v(z)− 2)
,

em que a(z) é o número de arestas no subgrafo z e v(z) é o número de

vértices no subgrafo z.

É importante observar que dentre as posśıveis soluções de nosso algoritmo

existem subgrafos z que podem ser constrúıdos não apenas por casos, mas

também por controles. Portanto a medida de ponderação que apresentaremos

leva em conta o fato de cada ponto do subgrafo z ser um caso ou um controle.

Para cada vértice do grafo consideraremos a proporção de vizinhos-caso

dentre os vizinhos pertencentes ao subgrafo z, conforme o exemplo a seguir:

Exemplo 5.1 Ponderação através da proporção de vizinho-caso.

Figura 5.1: Subgrafo hipotético com casos e controles.

O vértice 1 possui 5 vizinhos dos quais 3 são casos, logo sua proporção de

vizinho-caso é 3
5
. Já o vértice 2 possui 5 vizinhos dos quais 4 são casos, logo
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sua proporção de vizinho-caso é 4
5

Cada aresta do subgrafo z será ponderada

pela média das proporções de vizinho-caso dos vértices que tal aresta liga.

Note que devido a natureza dos pesos constrúıdos, o peso de cada aresta

será um número no intervalo [0, 1].

Considerando p(ai,j) sendo o peso associado à aresta ai,j em um subgrafo

z composto por k pontos teŕıamos então a nova medida de Não-conectividade

Ponderada:

WNC(z) =

k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

p(ai,j)

3(v − 2)
. (5.1)

Apresentaremos três exemplos para a melhor elucidação das diferenças

geradas por tal estratégia de ponderação:

Exemplo 5.2 Neste caso, como existem somente casos no subgrafo z a pena-

lização coincide com a penalização original de Não-conectividade, pois todas

as arestas terão peso 1.

Figura 5.2: Subgrafo hipotético somente com casos.

WNC(z) =

k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

p(ai,j)

3(v − 2)
=

15

3(8− 2)
= 0, 833.

Exemplo 5.3 Agora com a inclusão de um controle no mesmo subgrafo ana-

lisado no exemplo anterior, a nova medida de Não-conectividade ponderada

tem seu valor reduzido.
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Figura 5.3: Subgrafo hipotético com casos e um controle.

WNC(z) =

k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

p(ai,j)

3(v − 2)
=

11, 225

3(8− 2)
= 0, 624.

Exemplo 5.4 Agora com a inclusão de um segundo controle no mesmo sub-

grafo analisado no exemplo anterior, a nova medida de Não-conectividade

ponderada tem seu valor ainda mais reduzido.

Figura 5.4: Subgrafo hipotético com casos e dois controles.

WNC(z) =

k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

p(ai,j)

3(v − 2)
=

8, 792

3(8− 2)
= 0, 488.

Dada a estrutura do grafo associado aos pontos e a nova medida de Não-

conectividade ponderada, o novo método de detecção de clusters para dados

pontuais está posto. Precisamos então avaliar do ponto de vista estat́ıstico

se as soluções apresentadas realmente constituem clusters quanto a sua sig-

nificância estat́ıstica.
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Caṕıtulo 6

Inferência em problemas

multi-objetivo

A abordagem multi-objetivo será a mesma já utilizada para os problemas

de dados por regiões. A heuŕıstica de otimização utilizada será o algoritmo

genético já descrito anteriormente. Descreveremos agora em detalhes o con-

ceito de dominância através do Conjunto de Pareto para a determinação das

melhores soluções em um problema de múltiplos objetivos.

6.1 Conjunto de Pareto

O conjunto de Pareto é o conjunto das soluções não dominadas. Neste con-

texto, uma solução não dominada é uma solução que nunca é pior que as

demais nos dois objetivos simultaneamente.

Definido o espaço de objetivos, para este problema temos R × [0, 1], po-

demos separar as soluções entre não dominadas e dominadas.

Na figura 6.1 podemos observar os pontos circulados representando solu-

ções não dominadas, ou seja, nunca inferiores às demais nos dois objetivos

37



simultaneamente. Já os pontos representados por cruzes são soluções do-

minadas, ou seja, inferiores a pelo menos uma das demais soluções em dois

objetivos simultaneamente.

Figura 6.1: Soluções não dominadas

Além do conceito de dominância, para a utilização destas técnicas de

otimização será importante uma descrição do critério de avaliação da signifi-

cância estat́ıstica de uma solução através da função de aproveitamento.

6.2 Significância Estat́ıstica

Constrúımos então um algoritmo genético multi-objetivo utilizando como

funções objetivo a LLR(z) e a nova medida de não Conectividade Ponderada

WNC(z). Precisamos portanto definir uma estratégia para a verificação da

significância estat́ıstica de uma solução obtida.

Devemos observar que a execução deste algoritmo não nos fornece uma
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única solução, mas sim um conjunto de soluções não dominadas, ou seja,

uma aproximação do conjunto de Pareto. Buscamos então uma estratégia

para verificar para cada solução deste conjunto de soluções não dominadas

sua significância estat́ıstica.

Através de simulações de Monte-Carlo, de forma similar ao procedimento

de Dwass [1957] já mencionado anteriormente na Seção 2.2, podemos execu-

tar o algoritmo para diversas distribuições de casos sob a hipótese nula de

não existência de clusters no mapa em estudo. Cada uma destas execuções

fornece um conjunto de soluções não dominadas. O conjunto destas diversas

execuções pode ser utilizado para mensurar a significância estat́ıstica de uma

solução pertencente ao conjunto de soluções não dominadas obtido através

de uma execução do algoritmo no mapa com distribuição original de casos

observados. Para tal tarefa será importante definir a função de aproveita-

mento já citada em da Fonseca et al. [2001], Fonseca et al. [2005], Cançado

[2009], Duarte [2009].

6.3 Função de Aproveitamento

Para cada execução do nosso algoritmo, obtemos um conjunto de soluções

eficientes. Este conjunto particiona o espaço de objetivos em duas regiões R1

e R0: R1 é a região dos pontos dominados por nosso conjunto de soluções

eficientes, ou seja, qualquer ponto de R1 nunca é superior a qualquer dos

pontos do conjunto de soluções eficientes se considerando os dois objetivos

simultaneamente; já qualquer ponto que se situasse na região R0 corresponde

a um ponto não dominado pelos pontos do conjunto de soluções eficientes, ou

seja, pontos sempre superiores aos pontos do conjunto de soluções eficientes

em pelo menos um dos objetivos (veja Figura 6.2).
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Para alguma solução x dominada por algum ponto do conjunto de soluções

eficientes, ou seja, pertencente a R1, dizemos que x foi superada por nosso

conjunto de soluções eficientes, construindo então um limite para avaliar a

significância estat́ıstica da solução x.

f
1
(x)

f 2(x
)

R
1

R
0

Figura 6.2: Superf́ıcie de aproveitamento dividindo o espaço de objetivos.

Podemos repetir a execução do algoritmo para n alocações distintas de

casos no mapa, obtidas de cada réplica de Monte Carlo, sob a hipótese nula

de não existência de cluster, obtendo então n conjuntos de soluções eficientes,

produzindo n limites distintos (veja Figura 6.3).

f
1
(x)

f 2(x
)

Outcome 1
Outcome 2
Outcome 3
Outcome 4

Figura 6.3: Limites obtidos para diferentes execuções do algoritmo.
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O conjunto dos n limites pode ser utilizado para dividir o espaço de

objetivos em n + 1 regiões (veja Figura 6.4).

f
1
(x)

f 2(x
)

AS 1
AS 2
AS 3
AS 4

Figura 6.4: Superf́ıcies de aproveitamento para n execuções do algoritmo.

Uma solução que apresenta um ponto no espaço de objetivos à direita de

todas as superf́ıcies de aproveitamento, não foi superada em nenhuma das

execuções. Ao passo que uma solução que apresente um ponto à esquerda

de alguma das superf́ıcies de aproveitamento, foi superado em algumas das

execuções. Um ponto à esquerda de todas as superf́ıcies de aproveitamento

foi superado em todas as execuções.

Estamos então dividindo o espaço de objetivos em n+1 regiões. Podemos

com um grande número de execuções sob a hipótese nula de não existência de

cluster no mapa, mensurar a significância estat́ıstica de uma solução obtida

através dos casos originais distribúıdos no mapa, através da proporção de

regiões não alcançadas no espaço de objetivos.

Lembrando que o método em questão é estocástico, nem todas as pos-

śıveis soluções estão sendo avaliadas, portanto não existe garantia que en-
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contraremos a solução ótima. Portanto podeŕıamos ter uma avaliação que

subestimasse os p-valores. De fato os p-valores são um pouco menores que os

p-valores teóricos.
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Caṕıtulo 7

Avaliação de Resultados

7.1 Testes com clusters artificiais

Para avaliar a qualidade do método para detecção e inferência de clusters

aqui proposto, precisamos de uma estratégia para avaliar o seu poder de

detecção. Para tanto, serão produzidos clusters artificiais sobre um mapa

hipotético. Denotaremos estes clusters por clusters reais, enquanto os clusters

encontrados pelo algoritmo serão denominados clusters detectados. Para cada

cluster real temos então uma posśıvel construção de hipótese alternativa de

existência de um cluster no mapa, ou seja, a existência de um cluster artificial

no mapa em estudo.

Inicialmente, construiremos um mapa hipotético, que será um quadrado

de lado 1. Dentro deste quadrado distribuiremos aleatoriamente P pon-

tos com suas coordenadas seguindo distribuição uniforme. Uma quantidade

pré-estabelecida de casos C é distribúıda no mapa de forma que alguns dos

P pontos se tornarão casos enquanto os outros serão ditos controles. Em

particular, neste estudo foram utilizados os valores P = 1000 e C = 50. Con-

siderando que cada ponto tenha igual probabilidade de se tornar caso, esta
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distribuição satisfaz a hipótese nula de não existência de cluster no mapa em

estudo.

O procedimento aleatório para geração da hipótese nula pode ser execu-

tado diversas vezes, preservando-se a distribuição dos pontos, mas alterando

a cada execução a configuração dos casos. Estas execuções serão utilizadas

para a produção de uma superf́ıcie cŕıtica através da função de aproveita-

mento.

Em um segundo momento, construiremos nossas hipóteses alternativas.

Para tanto fixaremos uma janela interior ao mapa, que será o cluster real.

Tal janela terá seu risco elevado, ou seja, a probabilidade de um ponto se

tornar caso será superior se comparada a probabilidade para os pontos exte-

riores à janela. Portanto, para cada uma das hipóteses alternativas, a mesma

quantidade pré-estabelecida de casos na hipótese nula é distribúıda aleatori-

amente no mapa de acordo com a nova ditribuição de probabilidades. Para

esta distribuição o risco relativo para cada uma das regiões é ajustado de

forma que fora do cluster real seja igual a um, enquanto nas regiões perten-

centes ao cluster real o risco relativo seja idêntico e maior que um. Conforme

Kulldorff et al. [2003], apresentamos brevemente como o risco relativo de um

cluster é calculado.

Seja pz a população em risco do cluster e P a população total do mapa.

Dado o número total de casos C, o número de casos observados cz no cluster z,

sob a hipótese nula de não existir cluster espacial no mapa, tem distribuição

Binomial com parâmetros (C, τz) com τz = pz

P
. A média e a variância desta

distribuição são dadas, respectivamente por:

m0 = C
pz

P
e v0 = C

pz(P − pz)

P 2

Usando a aproximação normal para a distribuição binomial, o número
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cŕıtico de casos k para que o teste unilateral rejeite a hipótese nula com o

ńıvel de signicância 0 < α < 1 é tal que:

Φ

(
k −m0√

v0

)
= 1− α −→ k −m0√

v0

= Φ−1(1− α)

em que Φ(.) é a função de distribuição acumulada da Normal padrão. Se

α = 0.05 e θ = 1 − α temos que Φ−1(1 − α) = 1.645, dáı o valor cŕıtico

k é tal que k−m0√
v0

= 1.645. Sob a hipótese alternativa, com o risco relativo

ρz para a região do cluster, o número de casos nesta região tem distribuição

Binomial com média ma = Cpzρz

(P−pz+pzρz)
e variância va = Cpzρz(P−pz)

(P−pz+pzρz)2
. Observe,

neste caso, que τz = pzρz

(P−pz+pzρz)
. Usando novamente a aproximação Normal,

selecionamos o risco relativo ρz tal que k−ma√
va

= Φ−1(θ) . Desta forma o risco

relativo é escolhido de modo que o poder atingido por qualquer teste para

cluster espacial tem um limite superior igual a θ. Neste trabalho a medida

para este risco relativo é tal que se a posição exata do cluster real for

conhecida, o poder de detecção deve ser de 0.999.

Para o modelo da hipótese nula, 10000 execuções do algoritmo foram

realizadas. Então, através do procedimento da Função de Aproveitamento já

citada anteriormente, foi produzida uma superf́ıcie de aproveitamento para

algum ńıvel de significância espećıfico, neste caso utilizamos α = 0.05.

Dado um modelo da hipótese alternativa, diversas execuções do algoritmo

são realizadas, produzindo então conjuntos de soluções eficientes. Estes con-

juntos de soluções eficientes são comparados com a superf́ıcie de aproveita-

mento para α = 0.05, obtida anteriormente. O poder de detecção é estimado

através da proporção de conjuntos de soluções eficientes que possuam pelo

menos um ponto à direita da superf́ıcie de aproveitamento, ou seja, pelo

menos um ponto não dominado em relação a superf́ıcie de aproveitamento.

As medidas de sensibilidade e de PPV (valor de predição positivo) igual-
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mente servem para avaliar a qualidade do processo da detecção de clusters.

Estas medidas são probabilidades condicionais definidas a partir dos seguintes

eventos:

V = Indiv́ıduo(caso) escolhido ao acaso na população do mapa pertence

a população de casos do cluster verdadeiro;

D = Indiv́ıduo(caso) escolhido ao acaso na população do mapa pertence

a população de casos do cluster detectado;

Sens = P (D|V ) =
P (D ∩ V )

P (V )
=

(
Casos(Cluster Detectado ∩ Cluster Real)

Casos(Mapa em estudo)

)
(

Casos(Cluster Real)
Casos(Mapa em estudo)

)

Sens =
Casos(Cluster Detectado ∩ Cluster Real)

Casos(Cluster Real)

PPV = P (V |D) =
P (D ∩ V )

P (D)
=

(
Casos(Cluster Detectado ∩ Cluster Real)

Casos(Mapa em estudo)

)
(

Casos(Cluster Detectado)
Casos(Mapa em estudo)

)

PPV =
Casos(Cluster Detectado ∩ Cluster Real)

Casos(Cluster Detectado)

Neste sentido, um método de detecção de clusters que apresente altas

medidas para PPV detecta uma grande porção do cluster verdadeiro, en-

quanto um método de detecção de clusters que apresente altas medidas para

Sensibilidade tem grande parte do cluster detectado pertencente ao cluster

verdadeiro. Em outras palavras, para métodos de detecção de clusters, altas

medidas para PPV significam que a chance de superestimação no processo

de detecção é reduzida, enquanto altas medidas de sensibilidade significam

que a chance de subestimação no processo de detecção é reduzida.

Utilizando o mesmo mapa inicial foi escolhida uma janela cuja área era

de 1% do mapa. Dado que os pontos no mapa foram distribúıdos de forma
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uniforme, espera-se que 10 pontos sejam interiores à janela. Entretanto a

taxa de variabilidade também é significativa, ou seja, o número de pontos na

janela pode variar bastante. Uma única escolha de janela poderia então não

ser suficiente para a avaliação dos resultados.

Optou-se então pela escolha aleatória de dez janelas distintas todas de

área 1% da área total do mapa (veja Figura 7.1).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 7.1: Clusters artificiais com 1% da área do mapa

Executou-se o procedimento em 1000 rodadas de Monte-Carlo sob a Hi-

pótese Alternativa para cada uma dessas janelas e considerou-se o resultado

médio dos dez procedimentos, como pode ser visto na Tabela 7.1.
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Tabela 7.1: Clusters artificiais com 1% da área do mapa

População 1 Estimativa linear

cluster pontos poder PPV Sens poder PPV Sens

A1 4 0.906 0.889 0.791 0.891 0.927 0.858

A2 10 0.947 0.966 0.732 0.930 0.971 0.682

A3 11 0.943 0.959 0.632 0.884 0.958 0.638

A4 11 0.939 0.972 0.604 0.936 0.987 0.663

A5 7 0.953 0.967 0.819 0.941 0.975 0.824

A6 6 0.934 0.888 0.616 0.965 0.978 0.851

A7 14 0.916 0.953 0.517 0.897 0.979 0.538

A8 15 0.912 0.956 0.527 0.897 0.925 0.534

A9 13 0.935 0.958 0.611 0.898 0.932 0.582

A10 18 0.900 0.951 0.425 0.853 0.956 0.437

Média 10.9 0.929 0.946 0.627 0.909 0.956 0.661

Um segundo teste foi realizado com janelas cujas áreas escolhidas foram

de 2%, 3% e 5% da área total do mapa, neste caso as janelas escolhidas não

foram mais quadradas. O cluster artificial B é retangular e tem a altura sendo

4 vezes maior que o comprimento de sua base, enquanto o cluster artificial

C é retangular e tem a altura sendo 16 vezes maior que o comprimento de

sua base (veja Figura 7.2), estes clusters artificiais tem sua área sendo 5%

da área total do mapa. Já o cluster articial D é retangular e tem a altura

2 vezes maior que o comprimento de sua base e ocupa 2% da área total do

mapa, enquanto os clusters artificiais E e F ocupam 3% da área total do

mapa. Neste caso, o cluster E é um retângulo com altura 3 vezes maior

que o comprimento de sua base e o cluster F tem formato L (veja Figura

7.3). Agora não foram conduzidos experimentos com escolhas de múltiplas
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janelas. Apenas uma janela foi escolhida de forma aleatória e o algoritmo foi

executado 5000 vezes sob a hipótese alternativa. Os resultados podem ser

observados na Tabela 7.2.
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Figura 7.2: Clusters artificiais com 5% da área do mapa.
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Figura 7.3: Clusters artificiais com 2% e 3% da área do mapa.
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Tabela 7.2: Clusters artificiais com 2%, 3% e 5% da área do mapa

População 1 População linear

cluster pontos poder PPV Sens poder PPV Sens

B (4× 1) 53 0.992 0.984 0.347 0.991 0.987 0.325

C (16× 1) 60 0.970 0.920 0.192 0.952 0.944 0.178

D (2× 1) 18 0.875 0.837 0.580 0.793 0.843 0.521

E (3× 1) 18 0.835 0.811 0.569 0.727 0.863 0.496

F (L) 18 0.841 0.784 0.554 0.722 0.867 0.488

Pode-se constatar que a avaliação das medidas de poder e de PPV apre-

sentam resultados bastante significativos. através da Tabela 7.1 nota-se que

os melhores resultados são observados em janelas cujo número de pontos é

próximo do esperado pela distribuição uniforme. Nota-se também que o al-

goritmo se comporta um pouco melhor se o número de pontos fica abaixo do

esperado se comparado quando fica acima do esperado.

Não detectou-se na Tabela 7.1 diferenças significativas quando compara-

das a abordagem que considera população 1 para cada ponto e a abordagen

de estimativa linear para densidade populacional (ver Sec.4.3). Em especial,

as medidas de sensibilidade parecem estar um pouco abaixo da expectativa.

Para os clusters artificiais B, C, D, E e F apresentados na Tabela 7.2

novamente não detecta-se diferenças significativas entre as duas abordagens

para a população. Observa-se resultados promissores quando avaliados o

poder e o PPV. Entretanto a avaliação da medida de sensibilidade, princi-

palmente nos clusters B e C, parece não ser satisfatória.

Realmente podemos notar que estes são testes em condições extremas

(principalmente os clusters B e C). O formato excessivamente irregular des-

tes clusters faz com que o algoritmo detecte em muitas das execuções de
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Monte Carlo, apenas um sub-aglomerado de casos dentro da janela.

É fácil observar que mesmo com o risco elevado dentro de uma janela al-

tamente irregular, mas com uma área grande em relação ao mapa em estudo,

como os clusters B e C, o número de casos distribúıdos no interior da janela

tende a ser ainda bem inferior ao total de pontos na janela. A natureza do al-

goritmo proposto leva a busca de um aglomerado que inclua muitos casos, ou

seja, o algoritmo tende a detectar o melhor sub-aglomerado de casos dentro

da janela.

Em outras palavras, dizemos que para janelas muito irregulares (estreitas

como o caso do cluster C) existem alguns pontos que se tornam casos dentro

da janela, mas se comportam como pontos isolados, devido aos controles que

estão no interior da janela cluster. Este fato leva a um decréscimo no valor

das medidas de Sensibilidade.

7.2 Estudo com dados reais

Diggle [1990] apresenta um benchmark de dados reais em um mapa de

Chorley-Rilble/Inglaterra, com casos de câncer de pulmão e câncer de laringe,

registrados entre 1973 e 1984. Neste conjunto de dados são apresentados 917

casos de câncer de pulmão e 57 casos de câncer de laringe e a residência de

cada doente é conhecida.

Foi investigada a suspeita de que uma incineradora localizada na região

pode ser a causa dos casos de câncer de laringe. Os casos de câncer de pulmão,

que parecem ser menos dependentes de fatores ambientais, são denotados

CONTROLES, enquanto os casos de câncer de laringe são denotados CASOS.

O mapa de Chorley-Rilble/Inglaterra pode ser observado na Figura 7.4.
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Figura 7.4: Mapa de Chorley-Rilble/Inglaterra, com casos de câncer de pul-

mão e câncer de laringe, registrados entre 1973 e 1984.

Cucala [2009] estudou o mesmo benchmark de dados e utilizou a estat́ıs-

tica Scan com janelas eĺıpticas para detecção de clusters neste mapa. Uti-

lizando um p-valor estimado através de 999 simulações de Monte-Carlo, foi

detectado um cluster de cinco pontos (CASOS) utilizando ńıvel de signifi-

cância α = 0, 05. Nesta solução o p-valor obtido foi de 0, 012.

Voltamos a utilizar este benchmark de dados agora com a nova proposta

de algoritmo multi-objetivo e verificamos os resultados com os dois formatos

de estimativa populacional já citados.

7.2.1 Soluções utilizando população 1 em cada ponto

A figura 7.5 apresenta superf́ıcies de aproveitamento para 999 simulações

de Monte-Carlo sob a Hipótese Nula de não existência de cluster e também

as soluções significativas obtidas dos casos observados em asteriscos. Além

disso estão representados os pontos destas soluções bem como a estimativa

do p-valor observada.
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Figura 7.5: Superf́ıcies de aproveitamento para 999 execuções do algoritmo

sob Hipótese Nula e soluções para os dados observados.

Em uma análise superficial pode-se pensar que o número de superf́ıcies

plotadas parece bem inferior às 999 execuções de Monte-Carlo. Isto se deve

ao fato de que várias superf́ıcies estão sobrepostas, afinal considerando po-

pulação 1 associada a cada poĺıgono de Voronoi teŕıamos diversas soluções

distintas podendo ter exatamente a mesma medida tanto para o objetivo

LLR quanto para o objetivo WNC.

7.2.2 Soluções utilizando população estimada pela me-

dida linear

A figura 7.6 apresenta superf́ıcies de aproveitamento para 999 simulações

de Monte-Carlo sob a Hipótese Nula de não existência de cluster plotadas e

soluções significativas obtidas da distribuição observada em asteriscos, estão

representados os pontos destas soluções e a estimativa do p-valor observada.
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Figura 7.6: Superf́ıcies de aproveitamento para 999 execuções do algoritmo

sob Hipótese Nula e soluções para os dados observados.

Neste segundo gráfico, o número de superf́ıcies de aproveitamento parece

bem superior ao da Figura 7.5. Ainda existem algumas superf́ıcies sobrepos-

tas mas em número bem inferior.

Uma surpresa observada foi o fato das duas metodologias fornecerem exa-

tamente as mesmas soluções. As Figuras 7.5 e 7.6 apresentam as mesmas

soluções, mas com p-valores diferentes nos dois casos. Acredita-se que este

seja um forte indicativo de que as estratégias mais complexas de estimativa

populacional talvez sejam desnecessárias.

Dentre as soluções obtidas, duas aparentemente não têm grande impor-

tância prática, pois são subconjuntos de uma outra solução também significa-

tiva composta somente por casos. A solução aparentemente mais interessante

dentre as encontradas, foi um conjunto de cinco pontos que são todos casos

(veja Figura 7.7). Tal solução é coincidente com a solução apresentada para

o mesmo benchmark de dados em Cucala [2009].
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Figura 7.7: Ćırculos em cinza representam o cluster e o triângulo representa

a incineradora.

Uma outra solução bastante peculiar utiliza os cinco pontos da solução

anterior e acrescenta mais dois pontos (um caso e um controle). Tal controle

aparece nesta solução como uma ponte de conexão para o sexto caso incluso

na solução (veja Figura 7.8).

Figura 7.8: Ćırculos em cinza e o ponto circulado representam o cluster e o

triângulo representa a incineradora.

A priori, parece dif́ıcil optar entre estas duas soluções apesar da diferença

de p-valores (veja Figuras 7.5 e 7.6), afinal a segunda proposta de solução
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inclui um controle. Entretanto vale ressaltar que a solução que inclui o con-

trole é mais verosśımil segundo as superf́ıcies de aproveitamento e também

apresenta um valor para a LLR superior a outra solução obtida.

A apresentação da solução coincidente com a obtida em Cucala [2009] se

mostra como um ind́ıcio de que a metodologia multi-objetivo anteriormente

proposta para detecção de clusters em casos distribúıdos por regiões parece

também ser eficiente para estudo de dados caso-controle. Por outro lado a

solução composta de 7 pontos (incluindo 1 controle) parece inovadora neste

problema, dado que não seria proposta pelos métodos usuais.

Outra constatação importante para a confirmação da validade do método

proposto pode ser obtida ao observarmos as mesmas soluções para as duas

estimativas de densidades populacionais. Além disso estamos usando uma

metodologia que já se encontra amplamente justificada se considerarmos os

bem sucedidos resultados já observados para estudos com dados por regiões.

Também é importante fazer considerações sobre o esforço computacio-

nal para aplicação da técnica aqui apresentada. Vale ressaltar que, em um

primeiro momento, o esforço necessário para a utilização de metodologias

como o Scan Eĺıptico não são diretamente comparáveis com a técnica multi-

objetivo proposta. Isto se deve ao fato de que a quantidade de candidatos

a solução vasculhados pela nova metodologia é em muito superior a quanti-

dade vasculhada pelo Scan Circular. Ainda assim, mencionamos que para o

mapa de Chorley-Rilble/Inglaterra, o Scan Eĺıptico executa 999 rodadas de

Monte-Carlo em aproximadamente 330 segundos, enquanto o método pro-

posto executa as mesmas 999 rodadas de Monte-Carlo em aproximadamente

2200 segundos. Nos dois casos utilizando um processador Intel Core 2 Duo

1.86GHz trabalhando nos dois núcleos.
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Caṕıtulo 8

Conclusões

Os resultados já bem sucedidos de abordagens multi-objetivo, e a utiliza-

ção de algoritmos genéticos para o problema de detecção de clusters espaciais,

bem como todo este estudo levam a um grande arcabouço de possibilidades

de medidas para avaliar a regularidade de clusters detectados. Isto faz com

que diversas metodologias sejam propostas, entretanto a maioria delas para

estudos de dados por regiões.

Este trabalho propõe a adequação e utilização de uma metodologia espe-

ćıfica para o problema de detecção de clusters espaciais para o estudo com

dados pontuais. Dada a natureza dos algoritmos genéticos quando aplica-

dos a este tipo de problema, não se espera um método competitivo quanto a

tempo de execução se comparado aos métodos usuais. Por razões óbvias, esta

metodologia vasculha uma quantidade muito maior de candidatos a cluster

solução do problema. Além disso, os métodos usuais se adaptam muito bem

para problemas em que o verdadeiro cluster tenha forma muito regular, mas

perdem poder de detecção em situações cujo verdadeiro cluster tenha forma

irregular.

O método proposto se adapta bem a problemas nos quais o cluster ver-
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dadeiro é regular e também quando é irregular. Tal conclusão se deve à na-

tureza da medida de penalização por Não-conectividade Ponderada utilizada

como segundo objetivo na avaliação das soluções. Discutindo especificamente

a medida de penalização, pode-se elencar duas contribuições relevantes. A

proposição de uma estrutura de vizinhança e conexidade entre os pontos do

mapa através do Diagrama de Voronoi e também a discussão de duas estra-

tégias de avaliação da estrutura de densidade populacional no mapa.

Os resultados em testes simulados com clusters artificiais servem como

confirmação da aplicabilidade da metodologia proposta e levam a acreditar

que estratégias mais complexas para a análise da densidade populacional

sejam desnecessárias. De outra forma acredita-se que a melhor e mais simples

forma de utilização do método seja considerar população 1 associada a cada

ponto no mapa.

As simulações sugerem que o método tem alto poder de detecção; apresen-

tando também ótimos resultados na avaliação de PPV. Os resultados levam

ainda a uma discussão da validade da avaliação da medida de sensibilidade

para este problema espećıfico. Foi aplicada a metodologia da função de apro-

veitamento para estender o significado do p-valor no espaço bi-objetivo, pre-

servando a dependência entre pontos dentro do mesmo conjunto de soluções

não-dominadas. Esta aproximação dá uma definição mais robusta para o sig-

nificado do conjunto de soluções obtido através da estratégia multi-objetivo.

Um estudo com dados reais também contribui para a qualidade deste

trabalho e para avalizar a metodologia proposta. Isto pode ser observado

através da comparação das soluções obtidas com os métodos clássicos já bas-

tante difundidos.

58



Referências Bibliográficas
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