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Resumo

O modelo de riscos proporcionais, proposto por @omuito utilizado em diversas areas do
conhecimento e desempenha um papel fundamentahalseade dados de sobrevivéncia,
pela sua flexibilidade em explorar associacfesamyariaveis e taxas de falha. Entretanto, o
estimador de maxima verossimilhanca parcial (EMVRprmalmente utilizado para
inferéncias neste modelo, € viesado para pequenastras. A presenca de censuras, muito
comum em situacbes reais, agrava este fenbmenoeg0es neste viés sdo, portanto, de
importancia pratica muito grande. Apresentamosltadns computacionais da avaliacdo do
desempenho da correcdo de viés de segunda ordéividB. As simulacées Monte Carlo
indicam viés menor, sem aumento de variancia.

Palavras-chave:Dados censurados; estimador de maxima verossimgghparcial; modelo
de riscos proporcionais.

Abstract

The Cox regression model, employed in several asEd®e human knowledge, has a crucial
role in survival data analysis for its flexibility exploring the association of covariates with
failure rates. However, the maximum partial likelid estimator (MPLE), based on which the
inferences are usually taken, is biased for snaatie sizes. Censoring, usually present in
many practical situations, worsens the estimateshab searching for correction methods
would be a boost for the applications. We presentputational results for second-order bias
evaluation and correction of MPLE's. Monte Carlwswdation results indicate smaller biases
without variance inflation.

Keywords: Censored data; maximum patrtial likelihood estimmgpeoportional hazards
model.

1. Introducéo

Provavelmente, um dos métodos estatisticos maisrtarges para a analise de dados
censurados é o modelo de riscos proporcionais (MpRiposto por Cox (1972), pela sua
flexibilidade em explorar a associacdo entre cévais e taxas de falhas. Nos ultimos anos, o

MRP tem sido aplicado a diferentes situacfes @sitida area médica a andlise de dados
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econdmicos de ciclo de emprego e desemprego. Olondderegresséo de Cox, na forma
exponencial da fungao risco, tem a seguinte exfoess

A1) = A, (t)exp@T), (1)

em quey(t) € a funcdo de base, uma funcdo do tempo, desddahecnédo-negativa,

BT :(ﬂl,ﬂz,...,ﬁp) € um vetorp x 1 de parametros desconhecidos (a ser estimado), e

x:(xl,xz,...,x,o)T € 0 vetor de covariaveis.

A estimacgéo dos coeficient@sna Equagéo (1) é baseada na funcdo de verossigalha
parcial (Cox, 1975) a qual é viciada, tipicamergetierm™, sendan o tamanho da amostra.
Devido a sua natureza semi-parameétrica, os estieadie maxima verossimilhanga parcial
(EMVP) sédo muito sensiveis a amostras de tamaniuoepe a medio, especialmente com alta
proporcao de censura. Infelizmente, em muitas plisagdes praticas nas quais o MRP é util,
o tamanho da amostra € muito pequeno. Na fasedstlelos clinicos, por exemplo, 20% de
censuras reduziriam um grupo de 20 pacientes aagdéh Assim, em amostras de tamanho
pequeno a moderado, como a da situacdo descntiés@ode ser consideravelmente alto.
Portanto, a avaliacdo e a correcdo deste viésdeem@rande utilidade para as aplicacoes
praticas. De fato, a avaliacdo e correcdo de estiasapor maxima verossimilhanca tém
recebido recentemente consideravel atencdo par gast pesquisadores (Ferrari et al., 1996;
Cordeiro & McCullagh, 1991; Botter & Cordeiro, 199Bolosimo et al., 2000; Montenegro et
al., 2004, Cruz et al., 2004).

Este artigo utiliza-se das expressdes para a é@uwrde vicio de segunda ordem para o
EMVP def, recentemente desenvolvidas por Montenegro et@04(2 Seu principal objetivo
€ estender 0s experimentos computacionais apressnpar Montenegro et al. (2004), como
evidéncia do bom desempenho da correcdo propostarealizacdo de um estudo de
simulacdo Monte Carlo adicional, para diferentesrithuicbes e um namero de covariaveis
maior. Na Secédo 2 apresentaremos as expresso@sraarhatricial, para célculo do vicio de
ordemn™ do EMVP no modelo (1). S40 apresentadas, na Se@simulacées Monte Carlo
realizadas para comparagdo entre o EMVP com a oversé&igida. Conclusfes finais
encerram o artigo, com a confirmacao de que a eearséigida pode produzir inferéncias

muito mais confiaveis que aquelas fornecidas p8MYE.
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2. Correcao de viés

Seja I=I(B) a funcdo de maxima verossimilhanga parcial, pamea amostra den
individuos, na quaks<n falhas ocorrem nos temptst,<<t,. Na auséncia de empates, esta

funcao para o modelo (1) pode ser escrita como:
| =) d|B"x —log Zexp(lij) : (2)
i=1 i0R)
em queR,, ={k:t, <t; }é a funcdo de risco no temppd € um indicador de falha)¢1,

para falhas, =0, para observacgdes censuradax):eql,m,...,>qp)T corresponde ao vetor
linha de covariaveis para ieésimo individuo. O EMVP parf (viesado) & obtido pela

maximizacdo da Eg. (2). O interesse é corrigir estanativa viesada.
2.1.Correcéao analitica
Para se obter o0 viés de orderh paraﬁ, B(ﬁ) a expressao de Cox e Snell (1968) pode

ser utilizada na sua versdo simplificada, obsewaqde ! =«,,, uma vez que o0s

cumulantes esperados e observados sao idénticodjciomados a historia de falhas e
censuras (Cox & Oakes, 1984):

B(ﬁ):%z' K* K¥K g (3)

em que k. =E(0%1/0B,08.), K.=E(0%/0808.08) «. =E(0%/0808.)a1108))
k" =0’%,10B,, K° € a inversa da matrix;s e £ denota um somatério para todas as

combinacdes de parametiBs..5,.

Apo6s alguma algebra, pode ser mostrado Ia(fﬁé, 0 vetorp x 1 de vieses, se reduz a:
BB) = (x ) x 'we, (4)

em que (XTV\/X) é a matriz de informagdo de Fisher pfra X é uma matrizp x 1 de

regressores fixos com rank completo. AdicionalmenW® =A-A®?, A=3"" A,

A, :diag{éiyji exp(Bij)ls}, com y; = 1 set2t;, e y; = 0, setst;, § :Z?:lyji exp(pij),
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AP =%" A1TA;, 1 é um vetomx1 de uns & é um vetor tambémx1, definido como
g‘:%W‘l(Z+2M -NZ, —2Aj1. Aqui, A=>"tA, t=1Z,A1, Z,=diadZz},

Z=X(X"x)*xT, M=3"aza, A=Y

A VA, , e v, =1"AZA 1. O leitor interessado

= I
pode encontrar todos os detalhes no recente aiddontenegro et al. (2004).
Podemos inserir no lado direito da Equacéo (4), éde ordemn™, uma estimativa do

parametrd3, para definir o EMVP corrigido:

B = -8(p). (5)

Em seguida, verificaremos, via simulacdes MontelcCar desempenho da estimativa

corrigida B., cujas propriedades amostrais se esperam ser i@elgoe a da versao néo
corrigidap .
3. Simulagdes Monte Carlo

Os estimadores foram implementados em Fortrarée eésponiveis a pedido diretamente
dos autores. Simulacdes Monte Carlo foram realzpdsa se comparar o EMVP usual com a
sua versao corrigida, dada pela Equacao (5). Aalagdes foram realizadas em um PC, 1.2
GHz, 256 MB RAM, sistema operaciordindows  NT 4.0, e o compiladoEompaq Visual
Fortran Professional Edition 6.5.0. O estudo de simulagcdo foi baseado no modelo

regressao de Weibull com trés variaveis explicatiara cada experimento, estimativas pela
maxima verossimilhanca parciﬁle pela correcao analiticf& foram calculadas.

Para cada uma das replicacbes, dois conjuntos déveis aleatOrias independentes
T'=(TyTo,...Ty) e U'=(UyU,,...U,), foram geradas e o tempo de vida minf) e 4,
calculadosT; € a realizagédo de uma distribuigmeibulllp,exp(Bij)] com trés parametros,
sendo queU, ~U(0,6?) corresponde ao mecanismo aleatorio de censuraonfunto de
valores das covariaveis foi mantido constante durante todas as replicagdgesovariaveis
utilizadas foram geradas de distribuicbes normais média zero e variancias 1, 4 e 9, isto é,
X, ~N(01), X, ~N(04), X, ~N(09).

Os valores "verdadeiros" para o vetor de paramgtfos (,81,,82,,83) foram fixados em

(1,0; 1,0; 1,0). As simulacdes foram realizadas piversas combinacdes g€0,5; 0,5; 1,0;

4
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2,0), proporcdes de censufa(0%, 20%, 40%) e tamanhos de amostrgd0, 20, 30). A
proporgao de censura nomin@(U;<T;), foi obtida por meio de ajuste adequado do patr@me
@ da distribuicdo uniforme. Para cada combinagd® F x n, foram realizadas 10.000

replicacdes, conforme apresentado na Tabela 1.

Tabela 1:Resultado das simulac6es Monte Carlo.

~

N

0 F 0 n B REQM Bc REQM
0,2 0,1 1000000 10 1,207 3,355 0,678 2,531
0,5 1000000 20 1,105 1,529 1,002 1,441
0,8 1000000 30 1,080 1,250 1,046 1,216
19,8 50 10 1,309 3,877 0,652 2,875
20,8 172 20 1,110 1,622 0,990 1,509
20,6 180 30 1,059 1,344 1,016 1,299
40,2 1,6 10 1,900 6,669 0,814 6,120
40,0 0,25 20 1,145 1,998 0,975 1,802
40,0 1,5 30 1,060 1,585 0,996 1,510
0,5 0,0 1000000 10 1,418 1,712 0,848 1,435
0,0 1000000 20 1,143 0,719 1,033 0,645
0,0 1000000 30 1,084 0,552 1,038 0,524
20,2 25 10 1,461 1,995 0,849 1,644
20,3 120 20 1,164 0,791 1,035 0,695
20,7 129 30 1,086 0,604 1,028 0,567
39,7 25 10 1,673 3,002 0,878 2,714
40,3 0,35 20 1,213 1,019 1,034 0,873
39,9 4,0 30 1,101 0,725 1,019 0,666
1,0 0,0 1000000 10 1,504 1,246 0,586 2,624
0,0 1000000 20 1,183 0,549 1,052 0,483
0,0 1000000 30 1,007 0,367 1,034 0,330
19,8 30 10 1,464 1,226 0,599 2,433
20,5 122 20 1,225 0,634 1,070 0,562
20,0 170 30 1,112 0,410 1,036 0,362
40,0 3,0 10 1,461 1,256 0,669 1,266
39,8 0,5 20 1,319 0,861 1,117 0,788
40,4 6,0 30 1,156 0,530 1,053 0,479
2,0 0,0 1000000 10 1,325 0,668 0,261 1,350
0,0 1000000 20 1,233 0,530 1,182 0,543
0,0 1000000 30 1,137 0,353 1,048 0,322
19,9 33 10 1,219 0,590 0,249 1,366
20,5 138 20 1,281 0,606 1,224 0,620
20,6 190 30 1,167 0,408 1,080 0,390
39,7 3,5 10 1,010 0,340 0,281 0,872
40,1 0,55 20 1,300 0,646 1,227 0,669
40,0 9,0 30 1,233 0,522 1,190 0,531
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A Figura 1 apresenta as médias das estimativasuagéd dos parametrgg F e n.
Podemos notar que o viés do EMVP padrdo pode ser dignificativo para amostras
pequenas e alta propor¢cdo de censura. Ha uma cedu@dtancial do viés para a verséo
corrigida do estimador, quando comparado com o EMYras conclusdes que podem ser
tiradas da Figura 1 sdo que (i) o EMVP padrdo serspperestima o valor verdadeiro do
parametrd3, (ii) conforme esperado, 0 viés aumenta com o atonda proporcdo de censura
F e com o decréscimo do tamanho da amast(ai) o viés € realmente alto pane10, (iv)
em geral, o estimador corrigido tem um desempemhaig-zag (sub-estimativas seguidas
por super-estimativas) que tende para o valor deidacom o aumento de

Por sua vez, a Figura 2 apresenta as raizes assopradraticos médios em funcaoalé&

e n. Como esperado, os erros diminuem com o crescimnparametr@ e do tamanho da
amostran e com o decrescimento da proporgéo de cerfSuEmtretanto, o mais relevante a
ser observado nestes graficos é que ndao ha aum@mariancia no estimador corrigido. Na

maioria dos casos, a correcao analitica produzais Inaixos erros quadraticos medios.

4. Conclusdes e observacdes finais

O principal objetivo deste artigo foi aprofundagsiudo da técnica analitica desenvolvida
recentemente por Montenegro et al. (2004) paraecao de viés de segunda ordem em
estimadores de maxima verossimilhanca parcial (EM&Rpresentar os resultados de um
estudo de simulagdes Monte Carlo para comparau desempenho com os EMVP's usuais,
em situacdes ndo anteriormente estudadas. Osaassiltonfirmam o bom desempenho da
correcdo analitica, também para as situacdes ampsideradas. Na maioria dos casos, 0
estimador corrigido produziu inferéncias com megs@mos e sem aumento na variancia.

Por evitar, a um custo de processamento computdcim maior, as sofisticacdes e
dificuldades dos métodos analiticos, as técnicagamostragem (Efron & Tibshirani, 1993)
tém se mostrado como uma opc¢ao competitiva naug@mlde problemas de correcéo de viés
de estimadores. Com a popularizacdo de computadooas capacidades crescentes de
processamento, possiveis dire¢cdes para traballtosoguincluem o desenvolvimento de
métodos de correcdo baseados em reamostragemoeraparacdo com a técnica analitica

aqui descrita.
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Figura 1: Estimativas médias.
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Figura 2: Raizes dos erros quadraticos médios.
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