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RESUMO

Sistemas de filas Erlang sdo uma importante generalizacdo das filas markovianas de
servidor tinico. S@o aplicaveis a situacdes em que os tempos de servigo ocorrem em estigios suces-
sivos. Um conveniente esquema amostral para estimacdo estatistica de parametros desses sistemas
consiste em observar o nimero de clientes que chegam durante os tempos de servico. Entretanto,
o estimador clédssico de médxima verossimilhanga desse modelo € enviesado, sobretudo quando a
intensidade de trafego € alta. Nesse sentido, esse trabalho tem como objetivo a obtencdo original
de expressdes analiticas para o viés e a varidncia do estimador de maxima verossimilhanga para
filas Erlang sob esse esquema amostral. As expressdes analiticas obtidas foram também avaliadas
em termos de eficiéncia numérica com as simulagcdes de Monte Carlo tradicionais. Os resultados
indicam significativa reducdo no tempo de computacdo do viés e da varidncia do estimador ao se
utilizar as expressoes analiticas.

PALAVRAS CHAVE. Teoria das filas, filas Erlang, inferéncia.

Tépicos: EST&MP - Estatistica e Modelos Probabilisticos; SIM - Simulacao

ABSTRACT

Erlang single-server queueing systems generalize the Markovian single-server queues
and are applicable in situations where the service times occur in multiple stages. A convenient
sampling scheme for statistical estimation of parameters in these systems consists of observing the
number of customers arriving during service times. However, the maximum likelihood estimator in
these models is biased, especially for higher traffic intensities. In this context, this paper develops
theoretical expressions for the bias and variance of the maximum likelihood estimator in Erlang
queueing systems under this sampling scheme. The theoretical expressions were also analyzed in
terms of numerical efficiency using classical Monte Carlo simulations. The results showed a signifi-
cant reduction in computation time for the bias and variance when using the theoretical expressions.
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1. Introducao

A teoria das filas é uma 4rea de pesquisa tradicional, com trabalhos majoritariamente
focados no desenvolvimento de modelos probabilisticos e dedug¢do de medidas de desempenho para
sistemas em que os clientes precisam esperar para serem atendidos [Choudhury e Basak, 2018]. Por
outro lado, a inferéncia estatistica em filas € mais recente e, na vertente classica, estimadores de
maxima verossimilhanga foram desenvolvidos para varios modelos de filas.

Estes desenvolvimentos iniciaram-se com o trabalho de Clarke [1957] para as filas mar-
kovianas de servidor tnico, referidas como filas M /M /1 na notacdo de Kendall, um dos mais
simples modelos de filas. Avangos posteriores sdo creditados, por exemplo, a Wolff [1965], Basawa
e Prabhu [1981], Basawa e Prabhu [1988] e, mais recentemente, a Srinivas e Udupa [2014], Quinino
e Cruz [2017], Choudhury e Basak [2018], Singh e Acharya [2019] e Basak e Choudhury [2021].

Nesses trabalhos, varios esquemas amostrais sdo empregados, tais como observar todas
as alteracdes do sistema até um critério de parada pré-definido ou observar o tamanho da fila em
tempos aleatdrios suficientemente espagados ou em tempos de partidas suficientemente espagados.
Uma recente alternativa a esses esquemas amostrais tradicionais, que € de interesse deste artigo, foi
proposta por Srinivas et al. [2011], que consiste em contar o nimero de clientes que chegam durante
os tempos de atendimento. Dessa forma, é possivel obter amostras iid de maneira eficiente, pois
nao h4 correlagdo entre observacdes sucessivas do sistema de filas.

Poucas analises sobre tal esquema amostral estdo disponiveis na literatura, menos ainda
para as filas Erlang de servidor tnico, referidas como filas M/ E, /1, uma importante generaliza¢do
das filas markovianas e foco deste artigo. De fato, um exemplo pritico de uma fila M /Er/1 pode
ser encontrado na drea da sadde, especificamente no processamento de pacientes em Pronto Socorro
(PS). Os pacientes chegam de forma aleatdria e requerem diferentes servicos médicos, o que pode
ser modelado por um processo de Poisson. O processo de atendimento pode ser modelado como
uma distribuicdo de Erlang, que € apropriada quando um tnico servico (como um procedimento
médico) consiste em vdrias fases (ou 7 estdgios) que precisam ser concluidas em sequéncia. Por
exemplo, um paciente pode ser inicialmente avaliado por um enfermeiro, depois examinado por um
médico, seguido por vérios exames (como exames de sangue ou de imagem) e, finalmente, receber
o tratamento. Cada uma dessas fases pode ser modelada como uma distribui¢do exponencial e a
soma dessas fases exponenciais forma uma distribuicdo de Erlang. Esta abordagem de modelagem
proporciona uma representacao mais realista do fluxo de pacientes e dos tempos de servico em um
PS.

Dessa forma, este artigo € motivado pela limitagdo das andlises presentes na literatura
acerca dos estimadores de maxima verossimilhanca da intensidade de trdfego nas filas Erlang (veja,
por exemplo, Harishchandra e Subba Rao [1988], que apresenta apenas resultados assint6ticos para
os estimadores). Especificamente, busca-se determinar a esperanca e a variancia exatas dos estima-
dores de maxima verossimilhanca para filas Erlang, que valem para amostras finitas e, como caso
limite, devem convergir aos resultados assintéticos. A determinagdo desses momentos depende
da distribui¢do dos estimadores. Portanto, a determinag@o da distribuicdo exata do estimador de
maxima verossimilhanca também é escopo deste trabalho.

Este artigo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo 2 sdo definidos o modelo pro-
babilistico das filas M/E,/1 e o estimador de méxima verossimilhanga para a sua intensidade de
trafego, bem como sdo deduzidos os momentos dos estimadores de mixima verossimilhanca de
filas Erlang. A Secdo 3 apresenta resultados de simulacdes Monte Carlo para validagdo das ex-
pressdes desenvolvidas para os momentos. Finalmente, algumas conclusdes e observacdes finais
sdo apresentadas na Secdo 4, com sugestio de topicos para pesquisas futuras na area.
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2. Materiais e Métodos

Nesta se¢do sdo deduzidos, de maneira original, o viés e a varidncia do estimador de
maxima verossimilhanga (EMV) para a intensidade de trafego p de filas Erlang de servidor tnico.
Os poucos trabalhos existentes na literatura sob esse esquema amostral apenas consideram distri-
bui¢des assintéticas do EMV (veja o texto classico de Harishchandra e Subba Rao [1988] e, mais re-
centemente, o artigo de Choudhury e Basak [2018]). Essas distribui¢des assintdticas sdo imprecisas
para amostras finitas, de interesse pratico, e ndo consideram o truncamento do espaco paramétrico.

2.1. Filas Erlang de Servidor Unico

As filas Erlang de servidor tnico sdo denotadas por filas M/E, /1 na notagdo de Ken-
dall. Nesse sistema de filas, os tempos entre chegadas sdo independentes entre si e seguem uma
distribuicdo exponencial com fungio densidade de probabilidade (f.d.p.) a(t) com taxa A. Os tem-
pos de servi¢o também sdo independentes entre si e seguem uma distribui¢éo Erlang com f.d.p. b(t)
com taxa global . Em outras palavras, os tempos entre servicos ocorrem em 7 etapas exponencial-
mente distribuidas com taxa ru cada. Algebricamente, as densidades dos tempos entre chegadas e
tempos de servicos sdo dadas respectivamente por

a(t) = e M, t>0,
_ ()t lemrm (1)
N '

Seja X uma varidvel aleatdria representando o nimero de chegadas durante um tempo de
servi¢o de uma fila M/E, /1. A fun¢do massa de probabilidade de X é dada por

pr(X —a)= (CT7 1 P "), z=012,..., )
T p+r p+r

em que a razdo p = A/ é a intensidade de trifego.

Considere x = (1, z2, .. ., T,) umaamostra aleatéria de X. A funcdo de verossimilhanga
L(p|x) =]} P(X = ;) satisfaz a seguinte relagdo:

L(plx) o< p¥(p +7)~ "), 3)

emquey =y | .

Entdo, derivando a expressdo (3) com respeito a p e igualando a funcio obtida a 0, sob a
restricdo do espaco paramétrico 0 < p < 1, obtém-se o estimador de maxima verossimilhanca para
a intensidade de trafego em filas M/E, /1, a saber:

. g, sey < n,
p=qn )
17, caso contrério,

em que a notagdo 1~ ¢ utilizada para indicar que o valor do estimador p se aproxima de 1 pelo
lado esquerdo, ou seja, p € um valor infinitesimalmente menor que 1. Isso € necessario porque, na
prética, o estimador nio pode ser exatamente igual a 1 devido a restricdo 0 < p < 1 no espago
paramétrico.
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2.2. Deducio do Viés do Estimador de Maxima Verossimilhanca

Considere Viés[p] = E[p—p] = E[p] — p, 0 viés do estimador de maxima verossimilhanga
p- Logo, deduzir o viés de p é equivalente a deduzir o valor esperado desse estimador. Nesse sentido,
o desenvolvimento que se segue passa pela deducio do valor esperado de p.

Primeiramente, condicione a esperanca de p ao evento {Y < n}:

E[p] :E[ﬁ[I(Y<n)+I(YZn)H
=E[p|Y <n|Pr(Y <n)+E[p|Y >n]Pr(Y >n)

1
=—E[Y|Y <n|Pr(Y <n)+1 Pr(Y >n),
n
em que I(e) é a funcdo indicadora, definida por

1(4) = { 1, sercorrf:,.
0, caso contrario.

Como X ¢é uma varidvel aleatéria com distribuicdo binomial negativa, ou seja, X ~
BN (r,r/(p+r)), segue entdo que Y = > X; ~ BN (nr,r/(p +r)). Portanto, Y* = {Y |Y <
n} tem a distribui¢do de uma varidvel aleatéria binomial negativa truncada a direita.

Uma férmula para a esperanca de uma distribuicdo binomial negativa truncada a direita
pode ser derivada a partir da expressdo da esperanga de uma distribuicao binomial negativa truncada
a esquerda. A expressao proposta por Geyer [2007] no caso de um truncamento a esquerda é

k+1
EYY >kl =p+ ———, )
¥l ] p(1+5)
emque S =Pr(Y > k+1)/Pr(Y = k+ 1), u é amédia da distribui¢do binomial negativa (néo
truncada) e p é a probabilidade de sucesso.
Relacione E[Y| Y < k], E[Y|Y > k] e E[Y] = u para obter

E[Y] = E Y[I(Y <k)+1(Y > n)H
=E[Y]Y <k|Pr(Y <k)+E[Y|Y > k| Pr(Y > k). (6)

Entdo, substituindo E[Y] = i e a Eq (5), obtém-se

w—EY|Y > k][l -Pr(Y < k)]
- Pr(Y < k)
pe (s =Py <)
Pr(Y <k)
(k+1)[1 — Pr(Y < K)]Pr(Y =k +1)
pPr(Y > k)Pr(Y <k)
k+1Pr(Y = k+1)

- p Pr(Y <k) M

B[Y|Y < A]
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Defina yx+1 = Pr(Y < k)/Pr(Y =k+ 1),k =0,1,2,.... Entdo, a esperanca de uma
distribuicdo binomial negativa truncada a direita no ponto k + 1 é dada por

k+1
BY|Y <k=p— 21 ®)
Vk+1P
Logo, a esperanca do EMV pode ser expressa como
g1 n _
E[p] = — (u — > Pr(Y <n)+1 {1 —Pr(Y < n)] )
n TnP

Finalmente, o viés do estimador de mdxima verossimilhanca da intensidade de trafego em
filas M/E, /1 sob o esquema amostral de observar o nimero de clientes que chegam durante os
tempos de servigo é dado por

Viés[p] = - <u - ”) Pr(Y <n)+ 1" [1 —Pr(Y < n)} —p. (10)
n TnP
2.3. Deducio da Variancia do Estimador de Maxima Verossimilhanca
A obtencdo da varidncia do EMV ndo € tdo elementar quanto a do valor esperado. Um
procedimento mais direto envolve as propriedades da familia exponencial que podem ser consul-
tadas em Casella e Berger [2024]. Por isso a representacdo funcional que caracteriza a familia
exponencial em sua forma canonica é reproduzida a seguir:

fa(yl0) = h(y)c(0)e?. (11)

Considere inicialmente uma distribuicdo binomial negativa sem truncamento. Uma con-
veniente parametrizacdo é dada por

I'(y +
fa(ylp(8)) = W?‘“ﬂ -’

em que « € o pardmetro de forma e p = p/(1 + «) € a probabilidade de sucesso (ndo confundir
com p) de uma distribui¢do binomial negativa com valor esperado .

Comparando a expressdo (12) com a familia exponencial, expressdo (11), obtém-se 6 =
log(1 —p), = ae?/(1 =€) e c(B) = p(§)* = (1 — )*. Logo, a fungio cumulante é () =
—logc(h) = —alog(l — €%).

Derivando a fungio cumulante com respeito a 6, obtém-se ¥/(0) = ae?/(1 — ) = p
e " (0) = ael /(1 — )2 = pu/p = o> Esses sio os resultados tradicionais de uma distribuigio
binomial negativa sem truncamento.

Considere agora a distribuicdo binomial negativa truncada a direita no ponto k£ + 1 e
reescreva-a, em termos da fun¢do indicadora, da seguinte forma:

FalulP(®) = Wpa(l =)/ Fap(k), y=0,12,... .k
- 1119?6:;?;)!01(3/ <k)p*(1—p)¥/Fap(k), y=0,1,2,..., (13)
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em que Fy, ,(k) = Pr(Y < k) é a fungdo distribui¢do acumulada da distribui¢do binomial negativa
sem truncamento avaliada no ponto k.

Perceba que tanto I(y < k) como Fy, ,,(k) sdo individualmente fungdes de 6 ou y, mas nao
de ambos. Isso significa que a distribuicdo binomial negativa truncada a direita pertence a familia
exponencial e tem o mesmo pardmetro candnico § = log(1 — p), que serd utilizado para obtengdo
da varidncia.

Um importante teorema da familia exponencial [Casella e Berger, 2024] garante que
a primeira derivada da fungdo cumulante com respeito ao pardmetro candnico é a esperanca da
distribuicdo, e que a segunda derivada € a varidncia. Entretanto, a esperanga da distribuicao bino-
mial negativa truncada a direita ja foi obtida, equagao (8), entdo

k+1

¢'(0) = w(6) — rap(0)”

Consequentemente, a segunda derivada de ¢(f) com respeito ao pardmetro candnico ¢
corresponde a variancia da distribui¢do binomial negativa truncada a direita. Com efeito,

d d k+1
/! 9 _ 9 -
PO = 3" G5 n(6)
dp k+1 rdp dVk+1
S Py . 14
a0 L)Q%%H (d9'7k+1+ 20 p) (14)
d d d
Sejam d—g ="(0) =c%e d—z = —¢’ = —(1 — p). Resta determinar V4L o Saber:

dykyr _ d Z L'y +a) o1 — p) [F(k‘ +1+ a)pa(l B p)k—i-l] !

db do = I'(a)y! I(a)(k+1)!
L d Ty +a) gy [T+ 1+ a)] 7
R yzzjo Py Lo [F(a)(k‘ T 1)!]

Como o somatdrio possui apenas uma quantidade finita e fixa de termos, a derivada do
somatdrio € o somatorio das derivadas. Entao,

dysr _ Ekj L(y+ ) [de[y_(k+1)]9] [mk +1+4 a)} -

b5 eyt Ld T(a)(k + 1)
k I'(y+ ) o S TE+14+0) -1

Esse somatorio € uma esperanga condicional, a saber:
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dusr _ BIY — (k+ DIY < KFay(k)
de Pr(Y =k+1)
= [EYY <Ek) = (k+ 1)]vr41
1-— k+1
a—2 — (k+ 1) | g
p Ve+1P

1- k+1
= a( ];)/W(H_l — D — (k + 1)'}/k+1.

Substituindo as derivadas deduzidas na equacdo (14) obtém-se uma expressao para a
variancia da distribui¢do binomial negativa truncada a direita:

k+1 1- k+1
¢"(0) = 0” + 55— [ — (I =p)vks1 + [a( Pkt _ —(k+ 1)%“]4
D™ Vg1 p p
k+1
:02+272[(1—p)(04—1)7k+1 — (k+ 1D+ pyrra) |- (3)
D™ Vg4

Finalmente, note que Var|[p] = E[5?]

verossimilhancga p é dada por

— E[p])%. Logo, a variancia do estimador de mdxima

Var|p] = [E[,&2|Y < n]Pr(Y < n) +E[RP]Y > n]Pr(Y > n)} —E[?
P

- [Y2/n2|Y < n} r(Y <n)+E [1‘|Y > n| Pr(Y > n) — E[j]?

= SB[V <n] Pr(Y <) 417 Pr(Y > n) B[P
= % [Mi_l + 0,21_1} Pr(Y <n)+1 " Pr(Y >n) — E[ﬁ]2 (16)

em que ji,—1 = E[Y]Y <n—1]eo? | = Var[Y|Y < n — 1], dados pelas expressdes (8) e (15),
respectivamente.
3. Resultados Computacionais

A deducdo matemdtica realizada na Secdo 2 € suficiente para demonstrar a exatidao das
expressoes analiticas apresentadas. Adicionalmente, foram realizadas simulagdes Monte Carlo com
o objetivo de atestar a eficiéncia da obtencao analitica do viés e variancia do EMV, comparativa-
mente a abordagem numérica, tradicional.

Para as simulagdes, consideraram-se tamanhos de amostra n € {10, 20,50, 100,200},
valores de intensidade de trafego p € {0,01;0,10; 0,20; 0,50; 0,70; 0,90; 0,99} e niimero de estigios
r € {1,2,3}. Foram avaliadas a esperanca e a variancia de 10.000 replicacdes de amostras para
cada combinacdo de p,r e n e os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 1. Nota-se que os
vieses e variincias obtidas pelas simula¢des Monte Carlo sdo préximos dos valores tedricos obtidos
por meio das expressodes analiticas. Esse resultado confirma, complementarmente, a correcido das
expressoes analiticas.

As Figuras 1 e 2 sintetizam os resultados da Tabela 1 relativos ao viés e a varidncia do
EMY, respectivamente. Da Figura 1 nota-se que o EMV apresenta maior viés (em valor absoluto)
quando a intensidade de trafego € alta (sistemas carregados, i.e., p — 1). Esse comportamento mo-
tiva a derivacio analitica apresentada neste trabalho, pois demonstra que o truncamento do espaco

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193613
https://proceedings.science/p/193613?lang=pt-br


https://proceedings.science/p/193613?lang=pt-br
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193613

LVl B P SIMPOSIO BRASILEIRO DE
PESQUISA OPERACIONAL

: ‘“‘1||ﬁ r 1 PECUA O

; [ﬂb““ & ] nﬁal

FORTALEZA | CEARA

Tabela 1: Esperangas e variancias (entre parénteses) obtidas por simulacdo Monte Carlo e pelas expressdes

analiticas

Método p 10 20 50 100 200

Simulagdo 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)
0,10 0,100 (0,0110) 0,100 (0,0056) 0,100 (0,0022) 0,100 (0,0011) 0,100 (0,0006)
0,20 0,197 (0,0233) 0,199 (0,0118) 0,200 (0,0047) 0,200 (0,0024) 0,200 (0,0012)
0,50 0,488 (0,0630) 0,497 (0,0363) 0,500 (0,0147) 0,499 (0,0074) 0,500 (0,0038)
0,70 0,652 (0,0701) 0,680 (0,0443) 0,698 (0,0218) 0,699 (0,0117) 0,700 (0,0059)
0,90 0,776 (0,0597) 0,821 (0,0357) 0,865 (0,0176) 0,882 (0,0106) 0,893 (0,0064)
0,99 0,818 (0,0517) 0,868 (0,0288) 0,916 (0,0124) 0,938 (0,0066) 0,955 (0,0035)
Analitico 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)
0,10 0,100 (0,0110) 0,100 (0,0055) 0,100 (0,0022) 0,100 (0,0011) 0,100 (0,0006)
0,20 0,200 (0,0240) 0,200 (0,0120) 0,200 (0,0048) 0,200 (0,0024) 0,200 (0,0012)
0,50 0,492 (0,0638) 0,499 (0,0361) 0,500 (0,0150) 0,500 (0,0075) 0,500 (0,0038)
0,70 0,655 (0,0702) 0,683 (0,0442) 0,697 (0,0219) 0,700 (0,0117) 0,700 (0,0059)
0,90 0,778 (0,0593) 0,824 (0,0354) 0,864 (0,0178) 0,882 (0,0107) 0,893 (0,0064)
0,99 0,819 (0,0520) 0,870 (0,0286) 0,915 (0,0126) 0,938 (0,0067) 0,955 (0,0035)

Simulagio 0,01 0,010 (0,0011) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)
0,10 0,100 (0,0106) 0,099 (0,0052) 0,099 (0,0021) 0,100 (0,0010) 0,100 (0,0005)
020 0201 (0,0221) 0,199 (0,0110) 0,200 (0,0044) 0200 (0,0022) 0,200 (0,0011)
0,50 0493 (0,0564) 0496 (0,0306) 0499 (0,0125) 0499 (0,0062) 0,500 (0,0031)
070 0,665 (0,0626) 0,685 (0,0377) 0,698 (0,0178) 0,699 (0,0094) 0,700 (0,0047)
090 0796 (0,0511) 0,836 (0,0297) 0872 (0,0146) 0887 (0,0089) 0,895 (0,0053)
0,99 0,840 (0,0440) 0,884 (0,0231) 0925 (0,0097) 00945 (0,0052) 0,960 (0,0027)
Analitico 0,0l 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)
0,10 0,100 (0,0105) 0,100 (0,0053) 0,100 (0,0021) 0,100 (0,0011) 0,100 (0,0005)
020 0200 (0,0220) 0200 (0,0110) 0200 (0,0044) 0200 (0,0022) 0,200 (0,0011)
0,50 0495 (0,0561) 0499 (0,0307) 0,500 (0,0125) 05500 (0,0062) 0,500 (0,0031)
070 0,667 (0,0617) 0,689 (0,0379) 0,699 (0,0180) 0,700 (0,0094) 0,700 (0,0047)
090 0798 (0,0498) 0,838 (0,0293) 0,872 (0,0147) 0,887 (0,0088) 0,895 (0,0052)
0,99 0842 (0,0421) 0,886 (0,0227) 0926 (0,0098) 00946 (0,0052) 0,960 (0,0027)

Simulagio 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)
0,10 0,101 (0,0101) 0,100 (0,0051) 0,100 (0,0021) 0,100 (0,0010) 0,100 (0,0005)
020 0200 (0,0210) 0,199 (0,0106) 0,200 (0,0042) 0200 (0,0021) 0,200 (0,0011)
0,50 0494 (0,0532) 0497 (0,0284) 0,500 (0,0116) 0499 (0,0058) 0,500 (0,0029)
070 0,668 (0,0591) 0,688 (0,0356) 0,699 (0,0166) 0,699 (0,0087) 0,699 (0,0043)
090 0804 (0,0471) 0841 (0,0277) 0874 (0,0137) 0,888 (0,0083) 0,895 (0,0048)
0,99 0,849 (0,0392) 0,890 (0,0210) 0,930 (0,0088) 00948 (0,0047) 00962 (0,0024)
Analitico 0,0l 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)
0,10 0,100 (0,0103) 0,100 (0,0052) 0,100 (0,0021) 0,100 (0,0010) 0,100 (0,0005)
020 0200 (0,0213) 0200 (0,0107) 0200 (0,0043) 0200 (0,0021) 0200 (0,0011)
0,50 0496 (0,0533) 0,500 (0,0288) 0,500 (0,0117) 0,500 (0,0058) 0,500 (0,0029)
070 0671 (0,0585) 0,691 (0,0356) 0,699 (0,0166) 0,700 (0,0086) 0,700 (0,0043)
090 0806 (0,0464) 0,843 (0,0272) 0875 (0,0136) 0,889 (0,0081) 0,896 (0,0048)
0,99 0851 (0,0385) 0,892 (0,0206) 0930 (0,0088) 00949 (0,0046) 00962 (0,0024)
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paramétrico € um fator relevante a ser considerado na estimacdo de p em filas Erlang de servidor
unico. A Figura 2 mostra que o EMV possui maior varidncia quando a intensidade de tréfego é
moderada (0.4 < p < 0.8). Esse resultado é esperado, uma vez que o EMV pode ser visto como
um estimador de propor¢do, que possui maior variabilidade quando o pardmetro verdadeiro € 0.5.
De fato, como os limites do espago paramétrico impdem restri¢des a variabilidade de p, espera-se
que a variancia seja maior para filas com intensidades de trafego moderadas.
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Figura 1: Esperanca em funcéo de p
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Figura 2: Variancia em fung¢do de p

As Figuras 3 e 4 apresentam os tempos de execucdo das simulacdes Monte Carlo com
10.000 replicacdes e da avaliagdo das expressdes analiticas para o viés e variancia. A Figura 3
sugere que o tempo de simulagdo ¢é independente da intensidade de trafego. De outro lado, a Figura 4
indica crescimento linear do tempo de execucdo das simulacdes Monte Carlo com o tamanho de
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amostra. Além disso, resultados nao apresentados confirmam o crescimento linear do tempo de
execucdo das simula¢cdes Monte Carlo com o nimero de replicagdes, como € esperado. Nota-se que
as expressoes analiticas apresentam significativa vantagem em termos de eficiéncia computacional.
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Figura 3: Tempo de execucio dos algoritmos em funcdo de p
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Figura 4: Tempo de execugdo dos algoritmos em funcdo de n

4. Conclusoes e Observacoes Finais

O objetivo deste trabalho foi determinar o viés e a varidncia do estimador de méxima
verossimilhanga para filas Erlang de servidor tnico. Como caso particular, os resultados também
se aplicam as filas markovianas de servidor inico. As expressdes analiticas foram deduzidas em
termos da distribuicdo acumulada de uma variavel aleatéria binomial negativa e comparadas, em
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termos de efici€ncia, por meio de simulagdes Monte Carlo, que também comprovaram a exatiddo
dos resultados.

Expressoes analiticas para o viés e a variancia de estimadores sdo, por si s6, um objeto
de interesse nas pesquisas nessa drea. Além disso, as expressoes desenvolvidas neste artigo, junta-
mente com a distribui¢do do estimador de maxima verossimilhanga, podem ser utilizadas em futuros
trabalhos para a construcio de intervalos de confianga, realizagao de testes de hipdtese e correcio
de viés das estimativas de mdxima verossimilhanca nas filas Erlang de servidor tnico.

Agradecimentos

Os autores agradecem a CAPES (Fundagdo Coordenagdo de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior, processo 88887.823719/2023-00), a FAPEMIG (Fundagdo de Amparo a Pes-
quisa do Estado de Minas Gerais, processo CEX-PPM-00564-17), e ao CNPq (Conselho Nacional
de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico, processo 305515/2018-7), pelo apoio parcial a este
trabalho.

Referéncias
Basak, A. e Choudhury, A. (2021). Bayesian inference and prediction in single server M /M /1
queuing model based on queue length. Communications in Statistics - Simulation and Computa-

tion, 50(6):1576-1588.

Basawa, L. V. e Prabhu, N. U. (1981). Estimation in single server queues. Naval Research Logistics
Quarterly, 28(3):475-487.

Basawa, 1. V. e Prabhu, N. U. (1988). Large sample inference from single server queues. Queueing
Systems, 3(4):289-304.

Casella, G. e Berger, R. L. (2024). Statistical inference. CRC Press, Boca Raton, FL. ISBN
9781032597942.

Choudhury, A. e Basak, A. (2018). Statistical inference on traffic intensity in an M /M /1 queueing

system. [International Journal of Management Science and Engineering Management, 13(4):
274-279.

Clarke, A. B. (1957). Maximum likelihood estimates in a simple queue. The Annals of Mathematical
Statistics, 28(4):1036-1040.

Geyer, C. J. (2007). Lower-truncated Poisson and negative binomial distributions. Relatério técnico,
University of Minnesota, Minnesota, MN. URL https://cran.r-project.org/web/
packages/aster/vignettes/trunc.pdf. Acessado em Junho 2, 2024.

Harishchandra, K. e Subba Rao, S. (1988). A note on statistical inference about the traffic intensity
parameter in M/ E}/1 queue. Sankhya: The Indian Journal of Statistics, Series B (1960-2002),
50(1):144-148.

Quinino, R. C. e Cruz, F. R. B. (2017). Bayesian sample sizes in an M/M/1 queueing systems. The
International Journal of Advanced Manufacturing Technology, 88(1):995-1002.

Singh, S. K. e Acharya, S. K. (2019). Equivalence between bayes and the maximum likelihood
estimator in M /M /1 queue. Communications in Statistics - Theory and Methods, 48(19):4780—
4793.

Srinivas, V., Subba Rao, S., e Kale, B. K. (2011). Estimation of measures in M /M /1 queue.
Communications in Statistics - Theory and Methods, 40:18:3327-3336.

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193613
https://proceedings.science/p/193613?lang=pt-br


https://proceedings.science/p/193613?lang=pt-br
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193613

LVl S B P O SIMPOSIO BRASILEIRO DE
PESQUISA OPERACIONAL
an | N

Al FORTALEIA |CEARA

Srinivas, V. e Udupa, H. J. (2014). Best unbiased estimation and CAN property in the stable
M /M /1 queue. Communications in Statistics - Theory and Methods, 43(2):321-327.

Wolff, R. W. (1965). Problems of statistical inference for birth and death queuing models. Opera-
tions Research, 13(3):343-357.

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193613
https://proceedings.science/p/193613?lang=pt-br


https://proceedings.science/p/193613?lang=pt-br
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193613
http://www.tcpdf.org

