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Objetivos

Ao final deste capítulo você deve ser capaz de:
Determinar probabilidades a partir de funções de
probabilidade e o contrário.
Determinar probabilidades a partir de funções distribuição
e o contrário.
Calcular médias e variâncias de variáveis aleatórias
discretas.
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Variáveis Aleatórias Discretas
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Muitos sistemas físicos podem ser modelados pelos
mesmos experimentos aleatórios e pelas mesmas
variáveis aleatórias.
A distribuição dessas variáveis aleatórias pode ser
analisada e os resultados podem ser usados em diversas
aplicações e exemplos.
Vamos apresentar aqui experimentos que envolvem
variáveis aleatórias discretas.
Muitas vezes vamos omitir a discussão sobre o espaço
amostral e apresentar somente a descrição da variável
aleatória.
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Exemplo:
Um sistema de comunicação possui 48 linhas externas.
O sistema é observado e algumas linhas estão sendo
usadas.
Seja a variável X o número de linhas em uso.
X pode assumir quaisquer valores inteiros de 0 até 48.
Exemplo: se o sistema é observado e 10 linhas estão em
uso x = 10.
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Exemplo:
Em um processo de fabricação de semicondutor, dois
lotes de pastilhas são testadas.
Cada pastilha é classificada como passa ou falha.
A probabilidade de uma pastilha passar no teste é 0,8.
As pastilhas falham independentemente umas das outras.
Por exemplo, a probabilidade da primeira pastilha passar e
a segunda falhar, denotada por {pf}, é dada por

P({pf}) = (0,8)(0,2) = 0,16

Defina X como o número de pastilhas que passam.
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A tabela a seguir mostra os valores de X que são
atribuídos a cada resultado do experimento

Resultados
Pastilha 1 Pastilha 2 Probabilidade x

Passa Passa 0,64 2
Falha Passa 0,16 1
Passa Falha 0,16 1
Falha Falha 0,04 0
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Exemplo:
Considere um processo de fabricação de pastilhas.
Seja X o número de partículas de contaminação em uma
pastilha.
Os valores possível de X são inteiros de 0 até um número
grande que representa o máximo de partículas em uma
pastilha.
Se esse valor máximo é muito grande podemos considerar
que X pode assumir qualquer valor inteiro maior ou igual a
0.
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Distribuições de Probabilidade e Funções de Probabilidade
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Muitas vezes ignoramos o espaço amostral original do
experimento.

E estamos interessados apenas na distribuição de
probabilidade da variável aleatória.

No exemplo das pastilhas, estávamos interessados
apenas no número de pastilhas que falham.
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A distribuição de probabilidade é uma descrição das
probabilidades associadas com os valores possíveis de X .

Para uma variável discreta, a distribuição é apenas uma
lista de valores possíveis com suas probabilidades
associadas.

Em alguns casos pode ser conveniente expressar a
probabilidade como uma fórmula.
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Exemplo:
Considere um canal de transmissão através do qual são
transmitidos bits.
Existe a possibilidade desses bits serem transmitidos com
erro.
Seja X o número de bits com erros nos próximos 4 bits.
Os valores possíveis de X são {0,1,2,3,4}.
Suponha que as probabilidades associadas a cada valor
são

P(X = 0) = 0,651 P(X = 1) = 0,2916 P(X = 2) = 0,0486

P(X = 3) = 0,0036 P(X = 4) = 0,0001
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A figura abaixo mostra representação gráfica da
distribuição de X .
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A distribuição de uma variável discreta X pode ser descrita
por uma funlçao que especifica a probabilidade em cada
valor de X .
Essa função deve cumprir alguns requisitos.

Funções de Probabilidade

Para uma variável aleatória X , com possíveis valores
x1, x2, . . . , xn, a função de probabilidade é uma função tal que

1 f (xi) ≥ 0
2

∑n
i=1 f (xi) = 1

3 f (xi) = P(X = xi)
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Exemplo:
Para o exemplo anterior vimos que

f (0) = 0,651 f (1) = 0,2916 f (2) = 0,0486

f (3) = 0,0036 f (4) = 0,0001

Todos são maiores que zero.
Temos ainda que

f (0) + f (1) + f (2) + f (3) + f (4) = 1
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Exemplo
Considere o processo de fabricação de pastilhas.
Seja X o número de pastilhas que precisam ser avaliadas
até que uma partícula com grande partícula de
contaminação seja encontrada.
Seja p uma pastilha com grande partícula de
contaminação.
Seja a uma pastilha sem grande partícula de
contaminação.
A probabilidade de uma pastilha conter uma grande
partícula de contaminação é 0,01.
Determine a função de distribuição de X .
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Solução:
O espaço amostral do experimento é infinito.
Pode ser representado por todas sequências que
comecem com a e terminem com um p:

S = {{p}, {ap}, {aap}, {aaap}, {aaaap}, e assim em diante}.

Temos que
P(X = 1) = P({p}) = 0,01

P(X = 2) = P({ap}) = (0,99)(0,01) = 0,0099

Em geral temos que

P(X = x) = P({aa . . . ap}︸ ︷︷ ︸
(x−1)a′s

) = (0,99)x−1(0,01)

Veremos mais a frente que essa é uma distribuição
conhecida como distribuição geométrica.
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Funções de Distribuição Cumulativa
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Algumas vezes podemos precisar probabilidades
acumuladas, do tipo P(X ≤ x).

Veremos que tais probabilidades também podem ser
usadas para encontrar distribuição de probabilidade de X .

Esse é um método alternativo para descrever funções de
probabilidade.
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Seja X uma variável aleatória que assume valores
x1, x2, . . . , xn.
Geralmente os eventos {X = x1}, {X = x2}, . . . , {X = xn}
são mutuamente excludentes.
De maneira que

P(X ≤ x) =
∑
xi≤x

f (xi)

Essa é então a definição de Função de Distribuição
Cumulativa.
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Função de Distribuição Cumulativa

A função de distribuição cumulativa de uma variável aleatória
discreta X , denotada por F (x), é

F (x) = P(X ≤ x) =
∑
xi≤x

f (xi) .

Ela satisfaz as seguintes propriedades
1 F (x) = P(X ≤ x) =

∑
xi≤x f (xi)

2 0 ≤ F (x) ≤ 1
3 Ela é não decrescente

x ≤ y ⇒ F (x) ≤ F (y) .
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As propriedades (1) e (2) são consequências da definição.

A propriedade (3) é decorrente do fato de que se
x ≤ y ⇒ {X ≤ x} ⊂ {X ≤ y} .

Se F (x) da um salto em um ponto x1 então o tamanho do
salto é igual a P(X = x1).
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Exemplo:
Considere o exemplo da transmissão de bits.
Lembrando que X é o número de bits transmitido com erro.
Poderíamos estar interessados em calcular P(X ≤ 3).
Temos então que

P(X ≤ 3) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3)

= 0,6561 + 0,2916 + 0,0486 + 0,0036 = 0,9999

Podemos usar a Função de Probabilidade Cumulativa para
calcular

P(X = 3) = P(X ≤ 3)− P(X ≤ 2)
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Observação:
Mesmo se X assume apenas valores inteiros.
F (x) está definida em valores não inteiros.
Para o exemplo dos bits temos

F (1,5) = P(X ≤ 1,5)

= P(X = 0) + P(X = 1) = 0,6561 + 0,2916 = 0,9477 .

Veremos no exemplo a seguir como F (x) pode ser usada
para determinar probabilidades.
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Exemplo:
Determine a função de probabilidade de X a partir da
função de distribuição cumulativa

F (x) =


0 se x < −2

0,2 se −2 ≤ x < 0
0,7 se 0 ≤ x < 2

1 se x ≥ 2.
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Solução:
A figura abaixo apresenta o gráfico de F (x).

Como o gráfico salta nos pontos -2, 0, 2, esses são os valores
que X assume.
Temos então que

f (−2) = P(X = −2) = P(X ≤ −2)−P(X ≤ −3) = 0,2−0 = 0,2

f (0) = P(X = 0) = P(X ≤ 0)− P(X ≤ −1) = 0,7− 0,2 = 0,5

f (2) = P(X = 2) = P(X ≤ 2)− P(X ≤ 1) = 1− 0,7 = 0,3
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Exemplo:
Considere um processo em que 850 peças são
produzidas.

50 delas não obedecem os requerimentos do consumidor.

Duas peças são selecionadas ao acaso sem reposição.

Seja X o número de peças não conformes.

Qual a função de distribuição cumulativa de X?
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Solução:
Precisamos primeiro encontrar a função de probabilidade
de X

P(X = 0) =
800
850

799
849

= 0,886

P(X = 1) = 2
800
850

50
849

= 0,111

P(X = 2) =
50

850
49

849
= 0,003
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Logo
F (0) = P(X ≤ 0) = 0,886

F (1) = P(X ≤ 1) = 0,886 + 0,111 = 0,997

F (2) = P(X ≤ 2) = 1

A figura abaixo mostra o gráfico de F (x).
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Média e Variância de uma Variável Aleatória Discreta
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Dois números são geralmente usados para resumir a
distribuição de uma variável:

média e variância.

A média é uma medida do centro das probabilidades.

A variância é uma medida de dispersão na distribuição.

Elas não identificam uma distribuição:
duas distribuições diferentes podem ter mesma média e
mesma variância.
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Média e Variância
A média ou valor esperado de uma variável discreta X ,
denotada por µ ou E(X ), é dada por

µ = E(X ) =
∑

x

xf (x) .

A variância de X , denotada por σ2 ou V (X ) é

σ2 = V (X ) = E(X − µ)2 =
∑

x

(x − µ)2f (x)

=
∑

x

x2f (x)− µ2

O desvio padrão de X é σ =
√
σ2 .
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A variância pode ser calculada de duas formas:

V (X ) =
∑

x

(x − µ)2f (x) =
∑

x

x2f (x)− µ2 : .

Para ver isso, basta usar propriedades de somatório:

V (X ) =
∑

x

(x − µ)2f (x) =
∑

x

x2f (x)− 2µ
∑

x

xf (x) + µ2
∑

x

f (x)

=
∑

x

x2f (x)− 2µ2 + µ2 =
∑

x

x2f (x)− µ2 .
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O valor esperado de uma variável é uma média ponderada
de pelas probabilidades de seus valores.
Podemos compará-la ao centro de massa de um objeto
(veja figura).
Da mesma forma que o centro de massa é o centro de
equilíbrio do objeto a E(X ) é o centro da distribuição de X .
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A variância é uma medida de espalhamento dos possíveis
valores de X .

Mede quanto os seus valores se afastam do centro
(média).

Ela usa o peso f (x) como multiplicador de cada desvio
(xi − µ)2.

É comum termos distribuições com mesma média porém
com variâncias distintas (veja figura a seguir).
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Distribuições com mesma média mas variâncias distintas.
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Pode ocorrer ainda distribuições que diferem muito, mas
têm a mesma média e mesma variância.
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Exemplo:
Retomando o exemplo do bit que é transmitido através do
canal digital.
Seja X o número de bits com erros nos próximo quatro
transmitidos.
Os valores possíveis para X são {0,1,2,3,4} e sua
distribuição é dada por

P(X = 0) = 0,6561, P(X = 1) = 0,2916, P(X = 2) = 0,0486,

P(X = 3) = 0,0036, P(X = 4) = 0,0001.

Logo

E(X ) = 0(0,6561) + 1(0,2916) + 2(0,0486)+

3(0,0036) + 4(0,0001) = 0,4.
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Embora X nunca assuma valor 0,4 a média ponderada de
seus valores é 0,4.
Para calcularmos a variância usamos a seguinte tabela.

V (x) =
5∑

i=1

f (xi)(xi − 0,4)2 = 0,36 .

A fórmula alternativa da variância leva ao mesmo
resultado.
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Exemplo:
Dois projetos novos de produtos devem ser comparados
com base no potencial de retorno.
É previsto que o retorno do Projeto A seja de US$ 3
milhões.
Já o retorno do projeto B é mais difícil de se estimar.
O setor conclui que o retorno de B é igual a:

US$ 7 milhões com probabilidade 0,3
US$ 2 milhões com probabilidade 0,7.

Qual projeto você escolheria?
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Solução:
Seja X o retorno do projeto A e Y o retorno do projeto B.
Temos que P(X = 3 milhões) = 1 logo E(X ) = 3 milhões.
O valor esperado de Y é dado por

E(Y ) = 7(0,3) + 2(0,7) = 3,5 milhões.

Como E(Y ) > E(X ) poderíamos escolher o projeto B.
Porém a variabilidade de B é maior:

V (y) = (7− 3,5)2(0,3) + (2− 3,5)2(0,7)

= 5,25 milhões de dólares2

Para termos a variabilidade em dólares devemos retirar a
raiz

σ = 2,29 milhões de dólares.
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Observações:
Notamos que apesar da E(X ) < E(Y ) isso não garante
que o projeto B é melhor.
Ele está sujeito a maior variabilidade.
Se o setor estiver disposto a correr um risco maior em
busca de um projeto que pode dar maior retorno pode
escolher o B.
Porém se prefere um investimento mais seguro, com um
possivelmente um retorno menor, o melhor seria escolher
o projeto A.
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Valor esperado de um função da variável

Se X é uma variável aleatória discreta com função de
probabilidade f (x),

E [h(X )] =
∑

x

h(x)f (x) .
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Exemplo:
Considere novamente o exemplo dos bits que são
transmitidos através do canal digital.
Qual o valor esperado de X 2?
Usando o resultado anterior:

E(X 2) = 02(0,6561) + 12(0,2916) + 22(0,0486)+

32(0,0036) + 42(0,0001) = 0,52.
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Observe que no exemplo anterior

E(X 2) 6= E2(X ) .

Em geral teremos que

E(h(X )) 6= h(E(X )) .

Para o caso especial em que h(x) = ax + b temos que

E(aX + b) = aE(X ) + b .
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