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Objetivos

Ao final deste capitulo vocé deve ser capaz de:

@ Determinar probabilidades a partir de funcdes de
probabilidade e o contrario.

@ Determinar probabilidades a partir de fungdes distribuicao
e 0 contrario.

@ Calcular médias e variancias de variaveis aleatorias
discretas.

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatorias Discretas e Distribuicao de Probabilidad



Variaveis Aleatdrias Discretas
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Variaveis Aleatdrias Discretas

Muitos sistemas fisicos podem ser modelados pelos
mesmos experimentos aleatérios e pelas mesmas
variaveis aleatorias.

A distribuicao dessas variaveis aleatérias pode ser
analisada e os resultados podem ser usados em diversas
aplicagbes e exemplos.

Vamos apresentar aqui experimentos que envolvem
variaveis aleatorias discretas.

Muitas vezes vamos omitir a discusséao sobre o0 espago
amostral e apresentar somente a descri¢cao da variavel
aleatoria.
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Variaveis Aleatdrias Discretas

Exemplo:
@ Um sistema de comunicagao possui 48 linhas externas.

@ O sistema é observado e algumas linhas estao sendo
usadas.

@ Seja a variavel X o numero de linhas em uso.
@ X pode assumir quaisquer valores inteiros de 0 até 48.

@ Exemplo: se o sistema é observado e 10 linhas estdo em
uso x = 10.
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Variaveis Aleatdrias Discretas

Exemplo:

@ Em um processo de fabricacao de semicondutor, dois
lotes de pastilhas séo testadas.

@ Cada pastilha é classificada como passa ou falha.
@ A probabilidade de uma pastilha passar no teste é 0,8.
@ As pastilhas falham independentemente umas das outras.

@ Por exemplo, a probabilidade da primeira pastilha passar e
a segunda falhar, denotada por {pf}, € dada por

P({pf})=(0,8)(0,2) =0,16

@ Defina X como o numero de pastilhas que passam.
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Variaveis Aleatdrias Discretas

@ A tabela a seguir mostra os valores de X que séo
atribuidos a cada resultado do experimento

Resultados
Pastilha 1 | Pastilha 2 | Probabilidade | x
Passa Passa 0,64 2
Falha Passa 0,16 1
Passa Falha 0,16 1
Falha Falha 0,04 0
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Variaveis Aleatdrias Discretas

Exemplo:

@ Considere um processo de fabricagao de pastilhas.

@ Seja X o numero de particulas de contaminagdo em uma
pastilha.

@ Os valores possivel de X sao inteiros de 0 até um namero
grande que representa o maximo de particulas em uma
pastilha.

@ Se esse valor maximo € muito grande podemos considerar

que X pode assumir qualquer valor inteiro maior ou igual a
0.
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Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

Distribuicbes de Probabilidade e Func¢des de Probabilidade
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Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

@ Muitas vezes ignoramos o0 espag¢o amostral original do
experimento.

@ E estamos interessados apenas na distribuicdo de
probabilidade da variavel aleatéria.

@ No exemplo das pastilhas, estdvamos interessados
apenas no numero de pastilhas que falham.
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Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

@ A distribuicao de probabilidade € uma descrigao das
probabilidades associadas com os valores possiveis de X.

@ Para uma variavel discreta, a distribuicao é apenas uma
lista de valores possiveis com suas probabilidades
associadas.

@ Em alguns casos pode ser conveniente expressar a
probabilidade como uma férmula.
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Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

Exemplo:

@ Considere um canal de transmissao através do qual sao
transmitidos bits.

@ Existe a possibilidade desses bits serem transmitidos com
erro.

@ Seja X o numero de bits com erros nos proximos 4 bits.
@ Os valores possiveis de X sdo {0,1,2,3,4}.
@ Suponha que as probabilidades associadas a cada valor
séo
P(X=0)=0,651 P(X=1)=0,2916 P(X =2) =0,0486
P(X =3)=0,0036 P(X =4)=0,0001
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Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

@ A figura abaixo mostra representacao grafica da

distribuicao de X.
f@
0.6561 e
0.2916 0.0036
y/ 0-0001
0.0486 t e .

o 1 2 3 4 x

Figure 3-1 Probability distribution
for bits in error.
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Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

@ A distribuicdo de uma variavel discreta X pode ser descrita
por uma funlgao que especifica a probabilidade em cada
valor de X.

@ Essa fungdo deve cumprir alguns requisitos.

Funcbes de Probabilidade

Para uma variavel aleatéria X, com possiveis valores
X1, X2, ..., Xp, @ fung@o de probabilidade é uma fungao tal que

Q f(X,')ZO
QXL f(x)=1
Q f(x) = P(X=x)
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Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

Exemplo:
@ Para o exemplo anterior vimos que

f(0) = 0,651 f(1) =0,2916 f(2) = 0,0486

f(3) = 0,0036 f(4) = 0,0001

@ Todos s&o maiores que zero.
@ Temos ainda que

F(0) + f(1) + £(2) + £(3) + £(4) = 1

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatorias Discretas e Distribuicao de Probabilidad



Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

Exemplo
@ Considere o processo de fabricagdo de pastilhas.

@ Seja X o numero de pastilhas que precisam ser avaliadas
até que uma particula com grande particula de
contaminagao seja encontrada.

Seja p uma pastilha com grande particula de
contaminagao.

@ Seja auma pastilha sem grande particula de
contaminacao.

A probabilidade de uma pastilha conter uma grande
particula de contaminacao é 0,01.

Determine a fungéo de distribuicao de X.
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Distribuicoes e Funcoes de Probabilidade

Solucao:
@ O espaco amostral do experimento € infinito.
@ Pode ser representado por todas sequéncias que
comecem com a e terminem com um p:

S = {{p}, {ap}, {aap}, {aaap}, {aaaap}, e assim em diante}.

@ Temos que
P(X =1)=P({p})=0,01

P(X =2) = P({ap}) = (0,99)(0,01) = 0,0099
@ Em geral temos que
P(X = x) = P({aa...ap}) = (0,99)*~1(0,01)
(x—1)a's

@ Veremos mais a frente que essa é uma distribuicao
conhecida como distribuicao geométrica.

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatorias Discretas e Distribuicao de Probabilidad



Funcdes de Distribuicao Cumulativa
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

@ Algumas vezes podemos precisar probabilidades
acumuladas, do tipo P(X < x).

@ Veremos que tais probabilidades também podem ser
usadas para encontrar distribuicdo de probabilidade de X.

@ Esse é um método alternativo para descrever fungdes de
probabilidade.
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

@ Seja X uma variavel aleatéria que assume valores
X1,X2,...,Xn.

@ Geralmente os eventos {X = x1},{X = x2}, ..., {X = xn}
sao mutuamente excludentes.

@ De maneira que

@ Essa é entdo a definicao de Funcao de Distribuicao
Cumulativa.

Variaveis Aleatorias Discretas e Distribuicao de Probabilidad



Funcdes de Distribuicao Cumulativa

Funcao de Distribuicao Cumulativa
A funcao de distribuigdo cumulativa de uma variavel aleatoria
discreta X, denotada por F(x), é

F(x)=P(X <x)=Y_ f(x;)
Xi<x
Ela satisfaz as seguintes propriedades
Q F(x) =P(X < x) =3, f(x)
Q 0<F(x) <A1
© Ela é ndo decrescente

x<y=F(x)<F(y).
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

@ As propriedades (1) e (2) sdo consequéncias da definicao.

@ A propriedade (3) é decorrente do fato de que se
x<y={X<x}c{X<y}.

@ Se F(x) da um salto em um ponto x; entdo o tamanho do
salto é igual a P(X = xy).
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

Exemplo:
@ Considere o exemplo da transmissao de bits.
@ Lembrando que X € o numero de bits transmitido com erro.
@ Poderiamos estar interessados em calcular P(X < 3).
@ Temos entdo que

P(X <3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)

— 0,6561 +0,2916 + 0,0486 -+ 0,0036 = 0, 9999

@ Podemos usar a Funcao de Probabilidade Cumulativa para
calcular
P(X=3)=P(X<3)—P(X<2)
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

Observacao:
@ Mesmo se X assume apenas valores inteiros.
@ F(x) esta definida em valores n&o inteiros.
@ Para o exemplo dos bits temos

F(1,5)=P(X <1,5)

= P(X=0)+ P(X =1) =0,6561 +0,2916 = 0,9477 .

@ Veremos no exemplo a seguir como F(x) pode ser usada
para determinar probabilidades.
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

Exemplo:

@ Determine a funcdo de probabilidade de X a partir da
funcao de distribuigdo cumulativa

0 se X< -2
0,2 se -2<x<0
0,7 se 0<x<2

1 se x> 2.

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatorias Discretas e Distribuicao de Probabilidad



Funcdes de Distribuicao Cumulativa

Solucao:
@ A figura abaixo apresenta o grafico de F(x).

F(x)

10 —

0.7 ¢———=

0.2
-—
T,
-2 0 2 x

Figure 3-3  Cumulative distribution function for
Example 3-7.

@ Como o grafico salta nos pontos -2, 0, 2, esses sdo os valores
que X assume.
@ Temos entédo que
f(-2)=P(X=-2)=P(X<-2)-P(X<-3)=0,2-0=0,2
f0)=P(X=0)=P(X<0)—-P(X<-1)=0,7-0,2=0,5
f2)=P(X=2)=P(X<2)—-P(X<1)=1-0,7=0,3
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

Exemplo:

@ Considere um processo em que 850 pegas sao
produzidas.

@ 50 delas ndo obedecem os requerimentos do consumidor.
@ Duas pegas sao selecionadas ao acaso sem reposicao.
@ Seja X o numero de pecas nao conformes.

@ Qual a funcéo de distribuicdo cumulativa de X?
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

Solucao:
@ Precisamos primeiro encontrar a fungéo de probabilidade
de X 800 799
P(X=0)= 850849 = 0,886
800 50
50 49
P(X=2)= 850 849 =0,003
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Funcdes de Distribuicao Cumulativa

@ Logo

1) =0,886+0,111 = 0,997
F(2) = P(X <2) =1

@ A figura abaixo mostra o grafico de F(x).

F(x)
1.000 —_—
0.997 o—

Figure 3-4  Cumulative distribution
function for Example 3-8.




Média e Variancia

Média e Variancia de uma Variavel Aleatéria Discreta
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Média e Variancia

@ Dois numeros sao geralmente usados para resumir a
distribuicado de uma variavel:

@ média e variancia.

@ A média é uma medida do centro das probabilidades.
@ A variancia é uma medida de dispersao na distribuicao.

@ Elas n&o identificam uma distribuicao:

e duas distribuicoes diferentes podem ter mesma média e
mesma variancia.
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Média e Variancia

@ A média ou valor esperado de uma variavel discreta X,
denotada por 1 ou E(X), é dada por

p=EX)=> xf(x).

@ A variancia de X, denotada por 2 ou V(X) é

0? = V(X) = E(X — p)? = 3" (x — n)?f(x)

= XPf(x) — p?

@ O desvio padrdo de X é o = Vo2
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@ A variancia pode ser calculada de duas formas:

V(X) = (x = p)f(x) =D xf(x) — 12 :.

X

@ Para ver isso, basta usar propriedades de somatério:
V(X) = D (x—wPf(x) =D xPH(x) = 2p Y xF(x) + 2 > F(X)

X
D OXPf(x) = 2pP 4 pB = XPf(x) — 4P
X X
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Média e Variancia

@ O valor esperado de uma variavel € uma média ponderada
de pelas probabilidades de seus valores.

@ Podemos compara-la ao centro de massa de um objeto
(veja figura).

@ Da mesma forma que o centro de massa € o centro de
equilibrio do objeto a E(X) é o centro da distribuicao de X.
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Média e Variancia

@ A variancia € uma medida de espalhamento dos possiveis
valores de X.

@ Mede quanto os seus valores se afastam do centro
(média).

@ Ela usa o peso f(x) como multiplicador de cada desvio
(X — w)2.

@ E comum termos distribuicdes com mesma média porém
com variancias distintas (veja figura a seguir).
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Média e Variancia

Distribuicdes com mesma média mas variancias distintas.

I u

o] 2 4 6‘ 8 10 o] 2 4 6‘ 8 10

(a) (b)
Figure 3-5 A probability distribution can be viewed as a loading with the mean equal
to the balance point. Parts (a) and (b) illustrate equal means, but Part (a) illustrates a
larger variance.
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Média e Variancia

@ Pode ocorrer ainda distribuicées que diferem muito, mas
tém a mesma média e mesma variancia.

0 2 4{6 8 10 0 2 4‘6 8 10
(a)

(b)

Figure 3-6  The probability distributions illustrated in Parts (a) and (b) differ even
though they have equal means and equal variances.
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Exemplo:

@ Retomando o exemplo do bit que é transmitido através do
canal digital.

@ Seja X o numero de bits com erros nos préximo quatro
transmitidos.

@ Os valores possiveis para X sdo {0,1,2,3,4} e sua
distribuicao é dada por

P(X =0) =0,6561, P(X =1)=0,2916, P(X = 2) = 0,0486,
P(X = 3) = 0,0036, P(X = 4)=0,0001.

@ Logo
E(X)=0(0,6561) + 1(0,2916) + 2(0,0486)+
3(0,0036) + 4(0,0001) =0, 4.
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Média e Variancia

@ Embora X nunca assuma valor 0,4 a média ponderada de

seus valores é 0,4.

@ Para calcularmos a variancia usamos a seguinte tabela.

X x—04 (x — 0.4) fx) fx)(x — 0.4)?
0 —0.4 0.16 0.6561 0.104976
1 0.6 036 0.2916 0.104976
2 1.6 256 0.0486 0.124416
3 2.6 6.76 0.0036 0.024336
4 3.6 12.96 0.0001 0.001296

> f(x)(x;—0,4)?=0,36.

@ A férmula alternativa da variancia leva ao mesmo

resultado.
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Média e Variancia

Exemplo:
@ Dois projetos novos de produtos devem ser comparados
com base no potencial de retorno.
@ E previsto que o retorno do Projeto A seja de US$ 3
milhdes.
@ Ja o retorno do projeto B é mais dificil de se estimar.
@ O setor conclui que o retorno de B é igual a:

e US$ 7 milhdes com probabilidade 0,3
e US$ 2 milhdes com probabilidade 0,7.

@ Qual projeto vocé escolheria?
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Solucao:
@ Seja X o retorno do projeto A e Y o retorno do projeto B.
@ Temos que P(X = 3 milhdes) = 1 logo E(X) = 3 milhdes.
@ O valor esperado de Y € dado por

E(Y)=7(0,3)+2(0,7) = 3,5 milhdes.
@ Como E(Y) > E(X) poderiamos escolher o projeto B.
@ Porém a variabilidade de B é maior:
V(y) = (7 - 3,5)%(0,3) + (2 - 3,5)%(0,7)
= 5,25 milhdes de ddlares?

@ Para termos a variabilidade em ddlares devemos retirar a
raiz
o = 2,29 milhdes de doblares.
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Média e Variancia

Observagoes:

@ Notamos que apesar da E(X) < E(Y) isso ndo garante
que o projeto B é melhor.

@ Ele esta sujeito a maior variabilidade.

@ Se o setor estiver disposto a correr um risco maior em
busca de um projeto que pode dar maior retorno pode
escolher o B.

@ Porém se prefere um investimento mais seguro, com um
possivelmente um retorno menor, o melhor seria escolher
o projeto A.
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Média e Variancia

Valor esperado de um funcao da variavel

Se X é uma variavel aleatéria discreta com funcao de
probabilidade f(x),

E[h(X)] = h(x)f(x).
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Exemplo:

@ Considere novamente o exemplo dos bits que séo
transmitidos através do canal digital.

@ Qual o valor esperado de X2?
@ Usando o resultado anterior:

E(X?) = 0%(0,6561) + 12(0,2916) + 22(0,0486)+

32(0,0036) + 42(0,0001) = 0,52.
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@ Observe que no exemplo anterior
E(X?) # E3(X).
@ Em geral teremos que
E(h(X)) # h(E(X)) -
@ Para o caso especial em que h(x) = ax + b temos que

E(aX+b)=aE(X)+b.

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatorias Discretas e Distribuicao de Probabilidad



	Variáveis Aleatórias Discretas
	Distribuições de Probabilidade e Funções de Probabilidade
	Funções de Distribuição Cumulativa
	Média e Variância de uma Variável Aleatória Discreta

