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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica

Objetivos

Ao final deste capítulo você deve ser capaz de:

Ententer suposições para cada uma das distribuições
discretas apresentadas.

Selecionar a distribuição discreta em situações
específicas.

Calcular probabilidades, médias e variâncias para as
distribuições discretas apresentadas.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

É uma generalização da distribuição geométrica.

A variável aletória é o número de tentativas necessárias
até se obter r sucessos.

A distribuição geométrica é um caso particular para r = 1.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo:

Bits são transmitidos através de um canal digital.

A probabilidade de um bit ser transmitido com erro é 0,1.

Considere que as transmissões são independentes.

Seja X o número de bits transmitidos até o quarto erro.

X tem uma distribuição binomial negativa com r = 4.

Qual a probabilidade de X = 10?
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo: (solução)

Se X = 10 temos que
ocorrem 3 falhas nas 9 primeiras tentativas;
e a décima tentativa é uma falha.

Probabilidade de 3 falhas nas 9 primeiras rodadas
(

9
3

)

(0,1)3(0,9)6

é uma Binomial(n=9; p=0,1).
Probabilidade que a décima tentativa é uma falha

(0,1) .

Como as tentativas são independentes, a probabilidade
desses dois eventos é o produto das probabilidades

(

9
3

)

(0,1)3(0,9)6(0,1) =
(

9
3

)

(0,1)4(0,9)6
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Em geral temos o seguinte resultado.

Distribuição Binomial Negativa

Considere uma série de tentativas Bernoulli.

Seja X o número de tentativas até r sucessos.

X é uma variável Binomial Negativa com parâmetros

0 < p < 1 e r = 1,2,3, ...

e

f (x) = P(X = x) =

(

x − 1
r − 1

)

(1 − p)x−r pr

para x = r , r + 1, r + 2, . . . .

Observação: X pode assumir valores de r até ∞.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

A figura abaixo mostra ilustrações de distribuições
binomiais.

Marcos Oliveira Prates Variáveis Aleatórias Discretas e Distribuição de Probabilidades



Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Vimos que a distribuição geométrica possui falta de
memória:

a cada tentativa é se o processo fosse recomeçado.

Seja X o número tentativas para se obter r sucessos.
Seja:

X1 o número de tentativas até o primeiro sucesso;
X2 o número de tentativas até o segundo sucesso;
e assim por diante
Xr o número de tentativas até o r-ésimo sucesso;

O número total de tentativas para se obter r sucessos é

X = X1 + X2 + · · ·+ Xr .

Marcos Oliveira Prates Variáveis Aleatórias Discretas e Distribuição de Probabilidades



Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

1 Pela falta de memória da geométrica.

2 As variáveis X1, . . . ,Xr tem a mesma distribuição
geométrica de parâmetro p.

3 Uma variável Binomial Negativa pode ser vista como a
soma de variáveis com distribuição Geométrica.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Média e Variância

Podemos calcular a média e a variância usando o fato que
a Binomial Negativa é a soma de geométricas.

Sabemos que se Xi tem distribuição geométrica

E(Xi) =
1
p

e Var(Xi) =
(1 − p)

p2 .

Então

E(X ) = E

(

r
∑

i=1

Xi

)

=
r
∑

i=1

E(Xi) =
r

p

Var(X ) = Var

(

r
∑

i=1

Xi

)

=
r
∑

i=1

Var (Xi) =
r(1 − p)

p2 .
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Temos então o seguinte resultado geral.

Média e Variância

Se X for uma variável aleatória binomial negativa com
parâmetros p e r

E(X ) =
r

p
e V (X ) =

r(1 − p)

p2 .
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
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Diferença entre a Binomial e a Binomial Negativa

Uma Binomial é a contagem do número de sucessos em n

tentativas.

O número de sucessos é aleatório.

O número de tentativas é fixo.

Uma Binomial Negativa é a contagem do número de
tentativas até r sucessos.

O número de sucessos é fixo.

O número de tentativas é aleatório.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo:

Um site contém três servidores idênticos.

Somente um servidor é usado para operar o site.

Os demais são sobressalentes e podem ser ativados caso
o sistema principal falhe.

A probabilidade de uma falha em qualquer servidor é
0,0005.

Suponha que cada solicitação é uma tentativa
independente.

Qual o tempo médio para falha de todos servidores?
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo: (solução)

Seja X o número de solicitações até que os 3 servidores
falhem.
Seja

X1 o número de solicitações antes da falha do primeiro
servidor;
X2 o número de solicitações antes da falha do segundo
X3 o número de solicitações antes da falha do terceiro.

Temos então que

X = X1 + X2 + X3

e X tem distribuição Binomial Negativa com p = 0,0005 e
r = 3.
Logo

E(X ) =
3

0,0005
= 6000 .

Espera-se 6000 solicitações antes que todos servidores
falhem.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo:

Considere ainda a situação anterior.

Qual a probabilidade de que os 3 servidores falhem em
até 5 solicitações?

P(X ≤ 5) = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5)

= (0,0005)3+

(

3
2

)

(0,0005)3(0,9995)+
(

4
2

)

(0,0005)3(0,9995)2

= 1,249 × 10−9 .
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo: (desafio)

Considere tentativas independentes.

Elas resultam em sucesso com probabilidade p e fracasso
com probabilidade 1 − p.

Qual a probabilidade de r sucessos ocorrerem antes de m

falhas?
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo: (solução)

Seja X o número de tentativas até r sucessos.
Para que r sucessos ocorram antes de m falhas podemos
ter:

r sucessos nas primeiras r rodadas;
r sucessos e 1 falha nas primeiras r + 1 rodadas;
r sucessos e 2 falhas nas primeiras r + 2 rodadas;

...

r sucessos e m − 1 falhas nas primeiras r + (m − 1)
rodadas.

Se eu tiver r sucessos e m falhas:
a última rodada é sucesso,
então r sucessos ocorreram depois de m falhas.

A probabilidade requerida é

P(r ≤ X ≤ r + (m − 1)) =
r+(m−1)
∑

i=r

(

i − 1
r − 1

)

pr (1 − p)i−r .
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Distribuição Hipergeométrica
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo:

Considere que 850 peças são fabricadas em um dia.

50 peças não satisfazem os requerimentos do
consumidores.

Duas peças são selecionadas ao acaso sem reposição.

Defina

A = { a primeira peça é não conforme }

B = { a segunda peça é não conforme } .

Já vimos que

P(B|A) =
49
849

e P(A) =
50
850

.

Se a primeira peça é não conforme ⇒ é menos provável
que a segunda também não seja.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Esse experimento é diferente dos experimentos baseados
na Binomial.

As tentativas aqui não são independentes.

Cada vez que eu retiro uma peça, mudo o conjunto do
qual vou retirar a próxima.
Se a peça fosse reposta:

as tentativas seriam independentes;
e a probabilidade da peça ser não-conforme seria
constante.

Nesse caso o número de peças não conformes teria
distribuição Binomial.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Suponha que as peças não são repostas.

Seja X o número de peças não-conformes na amostra.
Temos então que

P(X = 0) = P(ambas são conformes) =
(

800
850

)(

799
849

)

= 0, 886

P(X = 1) = P(a primeira é conforme e a segunda não)

+P(a primeira é não-conforme e a segunda é) =
(

800
850

)(

50
849

)

+

(

50
850

)(

800
849

)

= 0, 111

P(X = 2) = P(ambas são não-conformes) =
(

50
850

)(

49
849

)

= 0, 003
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Podemos calcular as probabilidades desse jeito ⇒ usando
probabilidades condicionais.

Mas podemos usar regras de contagem e obter essas
probabilidades de uma forma mais simples.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo:

Considere novamente o exemplo anterior.

Temos 850 peças e 50 são não-conformes.

Se quisermos calcular probabilidade de X = 1.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

De quantas maneiras podemos escolher uma amostra de
tamanho 2 que tem uma peça não conforme?

escolhemos uma dentre as 50 peças não conformes
(50

1

)

escolhemos uma dentre as 800 conformes
(800

1

)

.

Temos então
(

800
1

)(

50
1

)

maneiras possíveis.
De quantas maneiras podemos selecionar uma amostra
de tamanho 2 sem reposição?

(

850
2

)

Logo

P(X = 1) =

(800
1

)(50
1

)

(850
2

)
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Isso nos leva a seguinte distribuição de probabilidade.

Distribuições Hipergeométricas

Considere uma série de N objetos que contém
K objetos classificados como sucesso;
N − K objetos classificados como falha.

Uma amostra com n objetos é selecionada sem reposição.

Temos a restrição de que

K ≤ N e n ≤ N.

Seja X o número de sucessos na amostra.

X tem distribuição hipergeométrica e

f (x) =

(

K
x

)(

N−K
n−x

)

(

N
n

)
.
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Observações:

X não pode assumir quaisquer valores.

Está sujeito a algumas restrições.

Isso ocorre pois
(

a

b

)

> 0

somente se b ≤ a.

Temos que

x ≤ K , x ≤ n, N − K ≥ n − x .

Isso implica que

max{0,n + K − N} ≤ x ≤ min{n,K} .
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo:

Temos 300 peças de tubos.

100 delas são fornecidas por um fornecedor local.

200 são fornecidas por um fornecedor vizinho.

Quatro peças são selecionadas ao acaso sem reposição.

Qual a probabilidade de que todas venham do fornecedor
local?
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo: (solução)

Seja X o número de peças na amostra do fornecedor local.

X tem distribuição hipergeométrica com

N = 300, K = 100 e n = 4 .

Temos então que

P(X = 4) =

(100
4

)(200
0

)

(300
4

)
= 0,0119 .
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Distribuição Hipergeométrica
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Exemplo:

Se quisermos calcular a probabilidade de 2 ou mais peças
virem do fornecedor local.

Temos que

P(X ≥ 2) = P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4)

(fazer no quadro)

Se quisermos a probabilidade de pelo menos uma peça vir
do fornecedor local.

P(X ≥ 1) = 1 − P(X = 0)

(fazer no quadro)
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Distribuição Binomial Negativa

Distribuição Hipergeométrica
Média e Variância

Exemplo:

Um varejista compra produtos em lotes.

Cada objeto do lote pode ser aceitável ou defeituoso.

Suponha que um lote tem 25 objetos.

6 deles são defeituosos.

Selecionamos uma amostra sem reposição de 10 objetos.

Qual a probabilidade de não encontrarmos nenhum objeto
defeituoso?
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Distribuição Hipergeométrica
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Exemplo: (solução)

Seja X o número de objetos defeituosos na amostra.

X tem distribuição hipergeométrica de parâmetros

N = 25, K = 6, e n = 10.

Logo

P(X = 0) =

(6
0

)(19
10

)

(25
10

)
= 0,28.
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Distribuição Hipergeométrica
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Média e Variância

Não serão demonstradas aqui.

Como as observações são dependentes não é muito
simples.

Média e Variância

Se X tem distribuição hipergeométrica com parâmetros N, K e
n, então

E(X ) = np e Var(X ) = np(1 − p)

(

N − n

N − 1

)

onde p = K/N.

p pode ser interpretada como proporção de sucessos nos
N objetos.
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Distribuição Hipergeométrica
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Exemplo:

Considere o exemplo dos fornecedores apresentado
anteriormente.

X o número de peças na amostra do fornecedor local.

X tem distribuição hipergeométrica com

N = 300, K = 100 e n = 4 .

Logo

p =
K

N
=

100
300

=
1
3
.

Então

E(X ) = 4
(

100
300

)

= 1,33

e

Var(X ) = 4
(

1
3

)(

2
3

)[

(300 − 4)
299

]

= 0,88 .
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Distribuição Hipergeométrica
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Vimos que a E(X ) é similar a de uma variável binomial.

A Var(X ) também é semelhante, difere apenas pelo termo

N − n

N − 1
.

Esse termo é chamado fator de correção para

populações finitas.

Quando n é muito menor N esse termo fica próximo de
um.

Nesse caso a Hipergeométrica fica muito próxima da
Binomial.
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Distribuição Hipergeométrica
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Suponha que estamos amostrando sem reposição de uma
população muito grande.

A retirada de um elemento não afeta muito a população.

Portanto é como se estivéssemos amostrando com
reposição.

Se a amostragem é com reposição X tem distribuição
Binomial.

Se é feita sem reposição X tem distribuição
Hipergeométrica.

Logo o fator de correção

N − n

N − 1

aparece quando estamos amostrando de uma população
finita sem reposição.
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Distribuição Hipergeométrica
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Exemplo:

Uma listagem das contas de consumidores possui 1000
nomes.

700 deles compraram no mínimo um produto.

50 consumidores são amostrados sem reposição.

Qual a probabilidade de que mais de 45 consumidores
tenham comprado pelo menos um produto?
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Distribuição Hipergeométrica
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Exemplo: (solução)

A amostra é sem reposição.
Porém o tamanho da amostra 50 é muito pequeno
comparado ao número de consumidores 1000.
A probabilidade de selecionarmos um consumidor que
tenha comprado pelo menos um produto permanece
aproximadamente constante.
Defina

A = {o primeiro consumidor não comprou nenhum produto}

B = {o segundo consumidor não comprou nenhum produto}

Então

P(A) =
700

1000
= 0,7 e P(B|A) =

699
999

= 0,6997 .

Como P(A) ≈ P(B|A) as tentativas são aproximadamente
independentes.
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Distribuição Hipergeométrica
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Exemplo: (solução)

Seja X o número de consumidores que compraram pelo
menos um produto.
X tem distribuição hipergeométrica com parâmetros

N = 1000, n = 50, e K = 700.

Então p = K/N = 700/1000 = 0,7.
Como o tamanho da amostra é pequeno comparado com
a população podemos aproximar essa distribuição por
uma Binomial.
Isso resulta em

P(X > 45) =
50
∑

x=46

(

50
x

)

0,7x(1 − 0,7)50−x = 0,00017 .

Se calcularmos esse resultado usando a hipergeométrica
obtemos 0,00013.
Porém ela requer um programa computacional.
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