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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Objetivos

Ao final deste capítulo você deve ser capaz de:

Determinar probabilidades a partir de funções densidades
de probabilidade.

Determinar probabilidades a partir de funções cumulativas.

Determinar funções de distribuição cumulativa a partir de
funções densidade de probabilidade e o contrário.

Calcular médias e variâncias de variáveis aleatórias
contínuas.

Marcos Oliveira Prates Variáveis Aleatórias Contínuas e Distribuição de Probabil idades



Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Média e Variância

É análoga à distribuição uniforme discreta.

Distribuição Contínua Uniforme

X é uma variável aleatória contínua com distribuição uniforme.
A função densidade de probabilidade de X é

f (x) =
1

(b − a)
, a ≤ x ≤ b .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Média e Variância

A média de uma variável aleatória contínua é dada por

E(X ) =

∫ b

a

x
b − a

dx =
0, 5x2

b − a

∣

∣

∣

∣

b

a
=

(b + a)

2
.

A variância de X é

Var(X ) =

∫ b

a

(

x − (a+b)
2

)2

b − a
dx =

(

x − a+b
2

)3

3(b − a)

∣

∣

∣

∣

∣

b

a

=
(b − a)2

12
.

(fazer no quadro)
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Média e Variância

Média e Variância

Se X é uma variável contínua uniforme no inter valo [a, b]

E(X ) =
(a + b)

2
e Var(X ) =

(b − a)2

12
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Média e Variância

Exemplo:

Seja X a corrente medida em um fio de cobre.

X é medida em miliampéres.

A variável assume valores no intervalo [0, 20mA].

X tem distribuição contínua uniforme

f (x) = 0, 05 para 0 ≤ x ≤ 20 .

Qual a probabilidade da corrente estar entre 5 e 10
miliampéres?
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Média e Variância

Exemplo: (solução)

A probabilidade requerida é

P(5 < X < 10) =

∫ 10

5
f (x)dx = 5(0, 05) = 0, 25 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Média e Variância

Exemplo: (continuação)

Podemos calcular o valor esperado e a variância da
corrente.

E(X ) =
(a + b)

2
=

(20 + 0)

2
= 10 mA

Var(X ) =
(b − a)2

12
=

(20 − 0)2

12
= 33, 33 mA2

.

Logo o desvio padrão é

σ =
√

Var(X ) =
√

33, 33 = 5, 77 mA .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Média e Variância

Podemos obter a função de distribuição cumulativa.
Basta fazer a integração.
Se a < x < b

F (x) =

∫ x

a

1
b − a

du =
x

b − a
−

a
b − a

.

A função de distribuição cumulativa de uma variável
uniforme é

F (x) =











0 se x < a
(x−a)
(b−a) se a ≤ x < b

1 se x ≥ b.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Distribuição Normal
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo:

Um engenheiro está medindo a força remoção de
conectores.

Ele seleciona vários conectores e calcula a média deles.

Considere que cada medida é uma réplica de um
experimento aleatório independente.

A distribuição normal pode ser usada para tirarmos
conclusões sobre a distribuição dessa média.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

A distribuição normal é muito importante.

Ela aproxima a distribuição de várias outras variáveis
aleatórias.

Suponha que o erro no comprimento de uma peça seja a
soma de vários erros infinitesimais:

pulso na temperatura, vibração, desgaste.

Considere que os erros são independentes e têm a
mesma probabilidade de serem positivos ou negativos.

Pode-se mostrar que o erro terá uma distribuição normal
aproximada.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Considere o lançamento de um dado.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Lançamos os dados várias vezes e calculamos a média.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Marcos Oliveira Prates Variáveis Aleatórias Contínuas e Distribuição de Probabil idades



Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Distribuição Normal

Seja X uma variável aleatória com distribuição normal.

Os parâmetros dessa distribuição são µ e σ2.

A função de densidade de probabilidade de X é

f (x) =
1

√
2πσ

e
−(x−µ)2

2σ2 −∞ < x < ∞

em que −∞ < µ < ∞ e σ > 0.

Temos também que

E(X ) = µ e Var(X ) = σ
2

.

A notação é
X ∼ N(µ, σ

2) .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Algumas propriedades da função de densidade da normal

f (x) é simétrica em relação a µ.

f (x) → 0 quanto x → +∞ ou x → −∞.

f (x) atinge seu máximo quando x = µ.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo:

Seja X a corrente em um fio de cobre.

Suponha que X siga uma distribuição Normal com média
10 mA e variância 4.

Qual a probabilidade de X exceder 13 mA?
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo: (solução)
A probabilidade requerida é

P(X > 13) .

Essa probabilidade é mostrada na área da figura abaixo.
Não há uma expressão exata para a integral de uma
densidade normal.
Essa probabilidade pode ser encontrada numericamente
ou usando uma tabela (veremos adiante).
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Alguns resultados sobre a distribuição normal:

P(µ − σ < X < µ + σ) = 0, 6827

P(µ − 2σ < X < µ + 2σ) = 0, 9545

P(µ − 3σ < X < µ + 3σ) = 0, 9973
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Pela simetria da distribuição

P(X > µ) = P(X < µ) = 0, 5 .

Atribui uma probabilidade positiva para cada intervalo da
reta.

A função densidade diminui quando x se move para longe
da média.

A probabilidade de uma medida cair longe da média é
pequena.

Depois de 3 desvios padrões a probabilidade fica bem
pequena.

Pode ser mostrado que
∫

∞

−∞

1
√

2πσ
e

−(x−µ)2

2σ2 = 1 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Variável Aleatória Normal Padrão

Uma variável aleatória normal com

µ = 0 σ
2 = 1 .

é chamada variável aleatória normal padrão .

Essa variável é denotada por Z .

A função de distribuição cumulativa de uma normal padrão
é denotada por

Φ(z) = P(Z ≤ z) .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

A tabela a seguir mostra probabilidades cumulativas de
uma variável aleatória normal padrão (apêndice do livro).
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo:

Considere Z uma variável aleatória normal padrão.

A tabela anterior mostra as probabilidades

Φ(z) = P(Z ≤ z).

Se quiser encontrar
P(Z ≤ 1, 5) .

P(Z ≤ 1, 5) = 0, 93319 .

Se quiser encontrar
P(Z ≥ 1, 53) .

P(Z ≤ 1, 53) = 0, 93699 .

P(Z > 1, 53) = 1 − P(Z ≤ 1, 53) = 1 − 0, 93699 = 0, 06301 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo:
Veja alguns exemplos de cálculos de probabilidades para
normal padrão.

P(Z > 1, 26) = 1 − P(Z ≤ 1, 26) = 1 − 0, 89616

P(Z < −0, 86) = P(Z > 0, 86) = 1 − P(Z ≤ 0, 86)

= 1 − 0, 805106 = 0, 19490

Marcos Oliveira Prates Variáveis Aleatórias Contínuas e Distribuição de Probabil idades



Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

P(Z > −1, 37) = P(Z < 1, 37) = 0, 91465

P(−1, 25 < Z < 0, 37) = P(Z < 0, 37) − P(Z < −1, 25)

= 0, 64431 − 0, 10565 = 0, 53866
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

P(Z ≤ −4, 6)

não pode ser encontrada na tabela

P(Z ≤ −4, 6) < P(Z ≤ −3, 99) = 0, 00003

então
P(Z ≤ −4, 6) ≈ 0 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Podemos encontrar o valor z tal que

P(Z > z) = 0, 05 ou P(Z ≤ z) = 0, 95 .

Da tabela temos que

P(Z ≤ 1, 65) = 0, 95053 logo z = 1, 65 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Podemos encontrar o valor de z tal que

P(−z < Z < z) = 0, 99

logo

P(Z > z) + P(Z < −z) = 0, 01 ⇒ P(Z > z) = 0, 005 ⇒

P(Z < z) = 0, 995 .

Pela tabela temos que

P(Z < 2, 58) = 0, 995 .

Portanto
z = 2, 58 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Os exemplos anteriores mostram como calcular
probabilidades para uma normal padrão (média 0 e
variância 1).

Se usássemos a mesma abordagem para uma normal
arbitrária precisaríamos de várias tabelas.

Porém todas as distribuições normais estão relacionadas.

Precisamos usar primeiro uma transformação e depois
usar a tabela.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Padronizando uma variável normal

Seja X uma variável aleatória normal com

E(X ) = µ Var(X ) = σ
2

.

Considere a variável aleatória Z

Z =
X − µ

σ
.

Z tem distribuição normal com

E(Z ) = 0 Var(Z ) = 1 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

A criação de uma variável por essa transformação é
conhecida como padronização .

A variável Z representa a distância de X até sua média em
termos de desvio padrão.

Usamos essa ferramenta para calcular probabilidades em
distribuições normais arbitrárias.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo:

As medidas da corrente em um pedaço de fio seguem
uma distribuição normal.

A média da corrente é 10 mA e a variância 4 mA2 .

Qual a probabilidade da corrente exceder 13 mA?
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo: (solução)
Seja X a corrente em mA.
A probabilidade requerida é

P(X > 13) .

Padronizando X temos que

Z =
(X − 10)

2

Logo

P(X > 13) = P
(

X − 10
2

>
13 − 10

2

)

= P(Z > 1, 5) = 0, 06681.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Padronizando para calcular uma probabilidade

Seja X uma variável aleatória com média µ e variância σ2.

Então

P(X ≤ x) = P
(

X − µ

σ
≤

x − µ

σ

)

= P(Z ≤ z)

onde Z é uma variável normal padrão e

z =
x − µ

σ

é o valor de z obtido pela padronização de x .

A probabilidade é obtida usando a tabela.
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo:

Considere o exemplo da corrente.

Qual a probabilidade de a corrente estar entre 9 e 11 mA?

(fazer no quadro)
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo: (solução)

Seja X a corrente que passa pelo fio.

P(9 < X < 11) = P
(

9 − 10
2

<
X − 10

2
<

11 − 10
2

)

= P(−0, 5 < Z < 0, 5) = P(Z < 0, 5) − P(Z < −0, 5)

= 0, 69146 − 0, 30854 = 0, 38292 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo:

A detecção de um sinal digital possui um ruído.

A tensão desse ruído segue distribuição normal com
média 0V e desvio padrão 0,45V.

O sistema considera que o sinal será transmitido quando a
tensão não exceder 0,9.

Qual a probabilidade de o sistema considerar que o sinal
foi transmitido?

Determine os limites simétricos em torno do zero que
incluem 99% das leituras de tensão.

Suponha que a média mude para 1,8 V. Qual a
probabilidade de o sistema não detectar o sinal?

(Fazer no quadro)
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo: (solução)

Seja N a tensão do sinal transmitido.

A probabilidade requerida é

P(N ≤ 0, 9) = P
(

N
0, 45

≤
0, 9
0, 45

)

= P(Z ≤ 2) = 0, 97725

Vamos agora determinar o intervalo

P(−x < N < x) = P
(

−
x

0, 45
<

N
0, 45

<
x

0, 45

)

= P
(

−
x

0, 45
< Z <

x
0, 45

)

= 0, 99 .

Da tabela temos que

P(−2, 58 < Z < 2, 58) = 0, 99 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo: (solução)

Logo

x
0, 45

= 2, 58 ⇒ x = (0, 45)(2, 58) = 1, 16 .

O intervalo é [−1, 16; 1, 16].

Se a média muda para 1,8, a probabilidade do sinal não
ser detectado é

P(N > 0, 9) = P
(

N − 1, 8
0, 45

>
0, 9 − 1, 8

0, 45

)

= P(Z > −2) = 1 − 0, 02275 .
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo:

O diâmetro de um eixo de um dispositivo segue uma
distribuição normal.

A média do diâmetro é 0,2508 polegadas e seu desvio
padrão é 0,0005 polegadas.

Os eixos devem estar entre 0,2500-0,0015 e
0,2500+0,0015.

Qual a proporção dos eixos segue as especificações?

(Fazer no quadro)
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Distribuição Contínua Uniforme
Distribuição Normal

Exemplo: (solução)

Seja X o diâmetro do eixo dispositivo.

A probabilidade requerida é

P(0, 2500 − 0, 0015 < X < 0, 2500 + 0, 0015)

= P(0, 2485 < X < 0, 2515)

= P
(

0, 2485 − 0, 2508
0, 0005

< Z <
0, 2515 − 0, 2508

0, 0005

)

= P(−4, 6 < Z < 1, 4) = P(Z < 1, 4) − P(Z < −4, 6)

= 0, 91924 − 0, 0000 = 0, 91924
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