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Q Distribuicdo Continua Uniforme
@ Média e Variancia

e Distribuicdo Normal
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Ao final deste capitulo vocé deve ser capaz de:

@ Determinar probabilidades a partir de fun¢cfes densidades
de probabilidade.

@ Determinar probabilidades a partir de fun¢des cumulativas.

@ Determinar funcdes de distribuicdo cumulativa a partir de
fungBes densidade de probabilidade e o contrério.

@ Calcular médias e variancias de variaveis aleatérias
continuas.
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Distribui¢cdo Continua Uniforme

Média e Variancia

@ E analoga a distribuicéo uniforme discreta.

Distribuigcdo Continua Uniforme

X é uma variavel aleatdria continua com distribuicdo uniforme.
A funcéo densidade de probabilidade de X é

a b x

Figure 4-8 Continuous uniform
probability density function.
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Distribui¢cdo Continua Uniforme

Média e Variancia

@ A média de uma variavel aleatéria continua é dada por

b 2P
E(X):/ X dx—0’5X
a

(b+a)
T

b—-a  b-a

a
@ Avarianciade X é

_ (atb))? 3b
WY o ke B
a b—a 3(b—a) . 12

(fazer no quadro)
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Distribui¢cdo Continua Uniforme

Média e Variancia

Média e Variancia
Se X é uma variavel continua uniforme no inter valo [a, b]

E(X) = (""Lzb) e Var(X)

_(b—a)?
12

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatérias Continuas e Distribui¢do de Probabil idac



Distribui¢cdo Continua Uniforme

Média e Variancia

Exemplo:
@ Seja X a corrente medida em um fio de cobre.
@ X é medida em miliampéres.
@ A variavel assume valores no intervalo [0, 20mA].
@ X tem distribuicdo continua uniforme

f(x)=0,05 para 0<x<20.

@ Qual a probabilidade da corrente estar entre 5 e 10
miliampéres?
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Distribui¢cdo Continua Uniforme

Média e Variancia

Exemplo: (solucéo)
@ A probabilidade requerida é

10
P(5 < X < 10) :/ f(x)dx = 5(0,05) = 0, 25 .
5

ftx)

0.05

0 5 10 15 20 x
Figure 4-9 Probability for Example 4-9.
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Distribui¢cdo Continua Uniforme

Média e Variancia

Exemplo: (continuagao)
@ Podemos calcular o valor esperado e a variancia da

corrente.
Ex)_ (BFb)_(2040) 0
2 2
var() = @27 _(20-0° _ 55 55 a2
12 12 77 '

@ Logo o desvio padrao é

o =+/Var(X) = /33,33=5,77 mA.
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Distribui¢cdo Continua Uniforme Média e Variancia

@ Podemos obter a funcéo de distribuicdo cumulativa.

@ Basta fazer a integracao.

@ Sea<x<hb
X a

1
F(x)= du = — .
) /a b—a ) b-a b-a
@ A funcao de distribuicdo cumulativa de uma variavel

uniforme é
0 se X<a

x=3) g6 a<x<b
1 se X > b.

f
0 20 x

Cumulative distribution

Figure 4-6

function for Example 4-3.
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Distribuigdo Normal

Distribuicédo mal
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Distribuigdo Normal

Exemplo:

@ Um engenheiro esta medindo a forga remocao de
conectores.

@ Ele seleciona varios conectores e calcula a média deles.

@ Considere que cada medida é uma réplica de um
experimento aleatdrio independente.

@ A distribuicdo normal pode ser usada para tirarmos
conclus@es sobre a distribuicdo dessa média.
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Distribuigdo Normal

A distribuicdo normal é muito importante.

Ela aproxima a distribuicdo de varias outras variaveis
aleatérias.

Suponha que o erro no comprimento de uma peca seja a
soma de varios erros infinitesimais:

@ pulso na temperatura, vibracao, desgaste.

Considere que os erros sdo independentes e tém a
mesma probabilidade de serem positivos ou negativos.

Pode-se mostrar que o erro tera uma distribuicdo normal
aproximada.
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Distribuigdo Normal

@ Considere o lancamento de um dado.

probabilidade

Probabllidade (1/6)
o
P

° o

° o

| |
T I

e o

e o e o
I I
\ \

0 1 2 3 4 5 6 7
Valores

Langamento de um dado
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Distribuigdo Normal

@ Lancamos os dados varias vezes e calculamos a média.

Média de dois dados
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Distribuigdo Normal
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Distribuigdo Normal

Probabilidade (1/36)
w

0 ‘ T ‘ T ‘ T
0 1 2 3 4 5 6 7

Média de 2 dado s

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatdrias Continuas e Distribuicdo de Probabil id



Distribuigdo Normal

30
25 ./_\

. /N

Probab ilid ade {1/216)
o

Médiade 3 dados
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Distribuigdo Normal

Pro babilidade (1/1296)
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Distribuigdo Normal
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Distribuigdo Normal

Probabilidade (1/1679616)
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Distribuigdo Normal

Distribuicdo Normal

@ Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo normal.
@ Os parametros dessa distribuicdo sdo p e o2.
@ A funcéo de densidade de probabilidade de X é

1 —(x—p)?
e 20°? —00 < X <00

f(x) =

2no

emque —co < p<ooeog>0.
@ Temos também que

E(X)=p e Var(X)=o2.

@ A notacdo é
X ~N(u,0%).
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Distribuigdo Normal

Algumas propriedades da funcdo de densidade da normal

@ f(x) é simétrica em relagdo a .

@ f(x) — 0 quanto x — 400 OU X — —o0.
@ f(x) atinge seu maximo quando x = .

flx) c2=1

=5 =15 x

Figure 4-10 Normal probability density functions for
selected values of the parameters w and o?.
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Distribuigdo Normal

Exemplo:
@ Seja X a corrente em um fio de cobre.

@ Suponha que X siga uma distribuicdo Normal com média
10 mA e variancia 4.

@ Qual a probabilidade de X exceder 13 mA?
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Distribuigdo Normal

Exemplo: (solucéo)
@ A probabilidade requerida é

P(X > 13).

@ Essa probabilidade é mostrada na area da figura abaixo.

@ N&o ha uma expressao exata para a integral de uma
densidade normal.

@ Essa probabilidade pode ser encontrada numericamente
ou usando uma tabela (veremos adiante).

fix)

10 13 %

Figure 4-11 Probability that X > 13 for a normal ran-
dom variable with @ = 10 and o” = 4.
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Distribuigdo Normal

@ Alguns resultados sobre a distribuicdo normal:
P(u—0o <X < pu+o0)=0,6827

P(u—20 <X < p+ 20) = 0,9545

P(p—30c <X <p+30)=0,9973

[(x)

p-30c u-20 p-o In pt+o p+20 p+30c x
‘ |l— 68% —| ‘
| 95% |
| 99.7% |

Figure 4-12  Probabilities associated with a normal
distribution.
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Distribuigdo Normal

Pela simetria da distribuicdo
P(X >u)=P(X <u)=0,5.

Atribui uma probabilidade positiva para cada intervalo da
reta.

A funcao densidade diminui quando x se move para longe
da média.

A probabilidade de uma medida cair longe da média é
pequena.

Depois de 3 desvios padrdes a probabilidade fica bem
pequena.

Pode ser mostrado que

1 —x=w?
/ e 252 —= 1 .
—0 V270
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Distribuigdo Normal

Variavel Aleatéria Normal Padrao

@ Uma variavel aleatoria normal com
p=0 o°=1.

€ chamada variavel aleatoria normal padrao
@ Essa variavel é denotada por Z.

@ A funcéo de distribuigdo cumulativa de uma normal padréo
é denotada por
®(z)=P(Z <2z).
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Distribuigdo Normal

@ A tabela a seguir mostra probabilidades cumulativas de
uma variavel aleatéria normal padrao (apéndice do livro).

Table Il Cumulative Standard Normal Distribution

z —0.09 —0.08 —0.07 —0.06 —0.05 —0.04 —0.03 —0.02 —0.01 —0.00

—3.9 0.000033 0.000034 0.000036 0.000037 0.000039 0.000041 0.000042 0.000044 0.000046 0.000048
—3.8 0.000050 0.000052 0.000054 0.000057 0.000059 0.000062 0.000064 0.000067 0.000069 0.000072
—3.7 0.000075 0.000078 0.000082 0.000085 0.000088 0.000092 0.000096 0.000100 0.000104 0.000108
—3.6 0000112 0.000117 0.000121 0.000126 0.000131 0.000136 0.000142 0.000147 0.000153 0.000159
—3.5 0.000165 0.000172 0.000179 0.000185 0.000193 0.000200 0.000208 0.000216 0.000224 0.000233
—3.4 0000242 0.000251 0.000260 0.000270  0.000280 0.000291 0.000302 0.000313 0.000325 0.000337
—3.3  0.000350 0.000362 0.000376 0.000390 0.000404 0.000419 0.000434 0.000450 0.000467 0.000483
—3.2 0.000501 0.000519 0.000538 0.000557 0.000577 0.000598 0.000619 0.000641 0.000664 0.000687
—3.1 0.000711 0.000736 0.000762 0.000789 0.000816 0.000845 0.000874 0.000904 0.000935 0.000968
—3.0 0.001001 0.001035 0.001070 0.001107 0.001144 0.001183 0.001223 0.001264 0.001306 0.001350
—29 0001395 0.001441 0.001489 0.001538 0.001589 0.001641 0.001695 0.001750 0.001807 0.001866
—28 0001926 0.001988 0.002052 0.002118 0.002186 0.002256 0.002327 0.002401 0.002477 0.002555
—2.7 0.002635 0.002718 0.002803 0.002890 0.002980 0.003072 0.003167 0.003264 0.003364 0.003467
—2.6 0003573 0.003681 0.003793 0.003907 0.004025 0.004145 0.004269 0.004396 0.004527 0.004661
—2.5 0.004799 0.004940 0.005085 0.005234 0.005386 0.005543 0.005703 0.005868 0.006037 0.006210
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Distribuigdo Normal

Exemplo:
@ Considere Z uma variavel aleatéria normal padrao.
@ A tabela anterior mostra as probabilidades
d(z) =P(Z < 2).

@ Se quiser encontrar
P(Z <1,5).

P(Z <1,5)=0,93319.
@ Se quiser encontrar
P(Z >1,53).
P(Z <1,53) = 0,93699 .
P(Z >1,53)=1—-P(Z <1,53) = 1—0,93699 = 0, 06301 .

P(Z <1.5) =®(1.5)

—efiaded araa ‘ 0.00 0.01 0.02 0.03

z
0 | 0.50000 0.50399 0.50398 0.51197

Figure 4-13  Standard

normal probability den- 15 | 093319 093448 003574 0.93699
sity function 0 1.5 z

Marcos Oliveira Prates Variaveis Aleatdrias Continuas e Distribuicdo de Probabil idac



Distribuigdo Normal

Exemplo:
@ Veja alguns exemplos de calculos de probabilidades para
normal padréo.

P(Z >1,26)=1—P(Z <1,26) =1 0,89616

) (5)
/\ L /\ /\
0 1.26 0 1.26

-4.6 -3.99 0

P(Z < —0,86)=P(Z >0,86) =1—P(Z < 0,86)
=1 - 0,805106 = 0,19490
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Distribuigdo Normal

P(Z > —1,37)=P(Z < 1,37) = 0,91465

NG AN

-1.37

P(-1,25<Z <0,37)=P(Z < 0,37) — P(Z < —1,25)
= 0,64431 — 0,10565 = 0, 53866

AN LN

-1.25 0 037 0 0.37 -1.25
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Distribuigdo Normal

ndo pode ser encontrada na tabela
P(Z < —-4,6) <P(Z <-3,99) =0,00003

entao

-4.6 -3.99 0
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Distribuigdo Normal

@ Podemos encontrar o valor z tal que
P(Z>z)=0,05 ou P(Z<z)=0,95.
@ Databela temos que

P(Z <1,65)=0,95053 logo z =1,65.

(6)

0 z=1.65
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Distribuigdo Normal

@ Podemos encontrar o valor de z tal que

P(-z<Z <2z)=0,99
logo
P(Z>z)+P(Z<-2)=0,01=P(Z >2z)=0,005=
P(Z <z)=0,995.

@ Pela tabela temos que
P(Z <2,58)=0,995.

@ Portanto

z=2,58.

—z 0 z=2 58
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Distribuigdo Normal

@ Os exemplos anteriores mostram como calcular
probabilidades para uma normal padrao (média 0 e
variancia 1).

@ Se usassemos a mesma abordagem para uma normal
arbitraria precisariamos de varias tabelas.

@ Porém todas as distribuicdes normais estao relacionadas.

@ Precisamos usar primeiro uma transformacao e depois
usar a tabela.
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Distribuigdo Normal

Padronizando uma variavel normal

@ Seja X uma variavel aleatdria normal com
E(XX)=p Var(X)=o02.

@ Considere a variavel aleatoria Z

X —
G
g

@ Z tem distribuicdo normal com

E(Z)=0 Var(z)=1.
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Distribuigdo Normal

@ A criacdo de uma variavel por essa transformacao é
conhecida como padronizagéo .

@ A variavel Z representa a distancia de X até sua média em
termos de desvio padréo.

@ Usamos essa ferramenta para calcular probabilidades em
distribuicbes normais arbitrarias.
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Distribuigdo Normal

Exemplo:

@ As medidas da corrente em um pedaco de fio seguem
uma distribuicdo normal.

@ A média da corrente é 10 mA e a variancia 4 mA?2 .
@ Qual a probabilidade da corrente exceder 13 mA?
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Distribuigdo Normal

Exemplo: (solucéo)
@ Seja X a corrente em mA.
@ A probabilidade requerida é

P(X >13).
@ Padronizando X temos que
(X —10)

Z =
2

Distribution of Zy\

Distribution of X' X

4 7 91011 13 16 x

-3 -1.5-0500.5 1.5 3 2z
10 13 x

Figure 4-15  Standardizing a normal random variable.

13-10
2

X -1
P(X>13):P< > 0> >:P(Z>1,5):0,06681.
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Distribuigdo Normal

Padronizando para calcular uma probabilidade

@ Seja X uma variavel aleatéria com média . e variancia o2.
@ Entdo

X—,ugx—;z
o o

P(ng):P< ):P(Zgz)

onde Z é uma variavel normal padrdo e

X —
Z = H
g

€ o valor de z obtido pela padronizagéo de x.
@ A probabilidade é obtida usando a tabela.
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Distribuigdo Normal

Exemplo:
@ Considere o0 exemplo da corrente.

@ Qual a probabilidade de a corrente estar entre 9 e 11 mA?
(fazer no quadro)
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Distribuigdo Normal

Exemplo: (solucao)
@ Seja X a corrente que passa pelo fio.

P(9<X<11):P<9_10 X —-10 11—10>

2 ST 2 <73
—P(-0,5<Z <0,5)=P(Z <0,5)— P(Z < —0,5)
— 0,69146 — 0, 30854 = 0, 38292 .
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Distribuigdo Normal

Exemplo:
@ A deteccdo de um sinal digital possui um ruido.

@ A tensdo desse ruido segue distribuicdo normal com
média OV e desvio padréo 0,45V.

@ O sistema considera que o sinal ser& transmitido quando a
tensdo ndo exceder 0,9.

@ Qual a probabilidade de o sistema considerar que o sinal
foi transmitido?

@ Determine os limites simétricos em torno do zero que
incluem 99% das leituras de tensao.

@ Suponha que a média mude para 1,8 V. Qual a
probabilidade de o sistema n&o detectar o sinal?

(Fazer no quadro)
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Distribuigdo Normal

Exemplo: (solucao)
@ Seja N atenséo do sinal transmitido.
@ A probabilidade requerida é
N 0,9

<

0,45 — 0,45

P(N §0,9):P< >:P(Z§2):0,97725

@ Vamos agora determinar o intervalo

X N X
Px <N <x)=P <_o,45 < 0,45 ° o,45>

X X
:P<—0745<Z<0745>:0,99.

@ Da tabela temos que

P(—2,58 < Z < 2,58) = 0,99.
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Distribuigdo Normal

Exemplo: (solucéo)
@ Logo

0.45 — 2,58 = x=(0,45)(2,58)=1,16.

@ O intervalo é [-1,16; 1,16].
@ Se a média muda para 1,8, a probabilidade do sinal ndo
ser detectado é

N-1,8 0,9-1,8
P(N>0,9)_P< oa 04t >

=P(Z > -2)=1-0,02275.
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Distribuigdo Normal

Exemplo:

@ O diametro de um eixo de um dispositivo segue uma
distribuicdo normal.

@ A média do didmetro é 0,2508 polegadas e seu desvio
padréo é 0,0005 polegadas.

@ Os eixos devem estar entre 0,2500-0,0015 e
0,2500+0,0015.

@ Qual a propor¢ao dos eixos segue as especificacdes?
(Fazer no quadro)
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Distribuigdo Normal

Exemplo: (solucao)
@ Seja X o didmetro do eixo dispositivo.
@ A probabilidade requerida é

P(0,2500 — 0,0015 < X < 0,2500 + 0,0015)

= P(0,2485 < X < 0,2515)

_ 5 (0.2485-0.2508 _ _0,2515-0,2508
- 0,0005 0,0005

=P(-4,6<Z<1,4)=P(Z <1,4)—P(Z <-4,6)
—0,91924 — 0,0000 = 0,91924
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