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0 Introducéo

e Intervalo para média com variancia conhecida
e Intervalo de confianca para ;1 com amostra grande

@ Intervalo para média com variancia desconhecida
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Ao final deste capitulo vocé deve ser capaz de:
@ Construir intervalos de confianga para média de uma
populagéo.
@ Esses intervalos serdo construidos usando a distribuicao
normal e a distribuicado t-student.
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Introducao
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Introducao

@ Um parametro é estimado a partir de dados amostrais.

Exemplo: queremos saber a viscosidade média de um
produto.

@ Uma estimativa seria

fi=%=1000.

@ Essa estimativa nao diz o quao préximo /i esta do
verdadeiro valor p.

@ E provavel que a média esteja entre 900 e 1100?

E entre 990 e 10107

@ Precisamos de limites que representam valores plausiveis
de p.

@ Esses limites sdo um intervalo de confianca.

Marcos Oliveira Prates Intervalos Estatisticos para uma tinica Amostra - parte |



Introducao

@ Uma estimativa de intervalo para um parametro:
@ intervalo de confianca.

@ N&o podemos ter certeza de que o intervalo contém o
valor verdadeiro do parametro.

@ Pois utilizamos apenas a informag¢ao de uma amostra.

@ Porém podemos ter alta confianca de que o intervalo
contém o valor verdadeiro.
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Introducao

@ Outros tipos de intervalo:

@ intervalo de tolerancia;
@ intervalo de previsao.
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Introducao

Intervalo de tolerancia

@ Exemplo: considere que os dados de viscosidade de um
produto tém distribuicdo normal.

@ Podemos encontrar limites que delimitam 95% dos valores
de viscosidade.

@ Encontrar limites tais que 95% das observagdes estao
dentro deles.

@ Para o caso da normal esse intervalo é

uw—1,960, 1+ 1,960
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Introducao

Intervalo de previsao

@ Fornece limites para observagoes futuras.

@ Exemplo: queremos encontrar os limites da viscosidade
para uma nova medida.

@ Podemos encontrar limites para o pre¢co de um produto no
proximo més.
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Intervalo para média com variancia conhecida

Intervalo para média com variancia conhecida
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Intervalo para média com variancia conhecida

Vamos considerar temos uma populagao normal.

Supomos que a variancia o2 é conhecida.

Essa ndo € uma suposicao razoavel.

Geralmente ndo sabemos o verdadeiro valor da variancia.

Vamos considerar primeiro esse caso mais simples.

Em seguida trataremos casos mais gerais.
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Intervalo para média com variancia conhecida

@ Suponha que
X17X27"' 7Xn

€ uma amostra de uma distribuicao normal.
@ A média ;. é desconhecida e a variancia 2 é conhecida

@ Sabemos que B
X ~ N(u,0%/n) .

@ Padronizamos o X
_X—p

‘= )un

e
Z ~ N(0,1).
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Intervalo para média com variancia conhecida

@ Uma estimativa do intervalo de confianga para p €

I<p<u.

Onde os extremos / e u séo calculados a partir da amostra.

Diferentes amostras podem produzir valores distintos de /
e u.

Eles sao valores observados de variaveis aleatérias L e U.
Queremos determinar os valores de L e U tal que

PL<pu<U)=1-—-a para 0<a<1.

@ 0 parametro p esta fixo;
@ as variaveis aleatorias sao L e U.
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Intervalo para média com variancia conhecida

@ Existe uma probabilidade 1 — o de selecionarmos uma
amostra tal que:
@ 0 IC conterd o verdadeiro valor do parametro.

@ Depois de observado o valor da amostra
X1 :X1,X2 :Xg,...,Xn = Xn
calculamos / e u e o intervalo resultante é
I<p<u.

@ Os valores / e u sdo denominados:

@ |/ é o limite inferior do intervalo;
@ u é o limite superior do intervalo.

@ Ovalor 1 — a é o coeficiente de confianga do intervalo.
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Intervalo para média com variancia conhecida

@ Como Z tem distribuicdo normal padrao
P<—Z1_l; X_HSZ-I_ >:1—Oé.

onde Zi_g € obtido a partir da tabela do normal padrao de
modo que

P(—Z1_% §Z§ Z1_%) =1—«.

@ Podemo isolar o i e ficamos com

p<x_z1_%% <X+ %%:1_@.
@ Entao
- o - g
L:X_Z1_%ﬁ U:X+Z1_%ﬁ
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Intervalo para média com variancia conhecida

Intervalo para média com variancia conhecida
@ Seja X a média observada de uma amostra aleatéria.
@ Suponha que a amostra tem tamanho n.

@ Ela é proveniente de uma populagédo normal com variancia
conhecida o2.

@ Um intervalo de 100(1 — «)% de confianca para u é

— g — (o
X_Z1_%ﬁ Sps X+Z1—%ﬁ
onde z;_g é tal que
P(Z§z1_%):1—%.
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Intervalo para média com variancia conhecida

Exemplo:

@ Sao feitas medidas de energia de impacto em 10 corpos
de prova.

@ Os valores observados sdo
64,1, 64,7, 64,5, 64,6; 64,5, 64,3; 64,6;

64,8, 64,2; 64,3.

@ Suponha que a energia de impacto é normalmente
distribuida com variancia 1J.

@ Querermos encontrar o IC de 95% de confianga para .
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Intervalo para média com variancia conhecida

Exemplo: (solucao)
@ Temos que

Z1_%:Zo7975:1,96 n=10 o=1 Xx=64,46.

@ O intervalo com 95% de confianga é

— o _ o
X—Z1—%ﬁ §M§X+Z1_%ﬁ
1 1
64,46 — 1,96 —— < ;1 < 64,46+ 1,96——
vio " V10

63,84 < 11 <65,08.

@ Uma faixa de valores altamente plausiveis para p é
[63,84; 65,08]J.
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Intervalo para média com variancia conhecida

Interpretagdo do intervalo de confianga

@ Considere um intervalo com confianca 100(1 — «)%.

@ Se repetissems o experimento um numero infinito de
vezes.

@ Se para cada uma desses experimentos calculdssemos o
intervalo dessa forma.

@ 100(1 — )% deles iriam conter o verdadeiro valor de .

u

Figure 8-1 Repeated
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Intervalo para média com variancia conhecida

Confianca vs Precisao
@ Se quisermos uma confianga de 99% ao invés de 95%.
@ Devemos aumentar o comprimento do intervalo.
@ O comprimento com 95% é

2(1,960/v/n)
enquanto com 99% é
2(2,580/v/n) .

O comprimento do intervalo mede a precisao da
estimativa.

Se quisermos ter muita confianga teremos um intervalo
Mmenos preciso.

A precisdo é inversamente relacionada com o nivel de
confianga.
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Intervalo para média com variancia conhecida

Escolha do tamanho de amostra:
@ Quando estimamos p usando x comentemos um erro

X —pl <z

i
Sie

(veja a figura)
@ Fixado um nivel de confianga 100(1 — «)%.

@ Podemos escolher um tamanho de amostra n dependendo
do erro maximo (margem de erro) que queremos cometer

E =error = \}—u|
s
Figure 8-2  Error in L
estimating p with X. l=%-zqpp0h/n x I u=X+zqpal\n
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Intervalo para média com variancia conhecida

@ Escolhemos ntal que o erro maximo cometido é

E= Z1_%

Sile

com 100(1 — )% de confianga.
@ Isolando o ntemos que

Z1_%0’ 2
- (22%)
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Intervalo para média com variancia conhecida

Exemplo:

@ Considere o exemplo das energias medidas em corpos de
prova.

@ Queremos construir um intervalo com 95% de confianca
para energia média p.

@ O intervalo deve ter comprimento maximo de 1J.

@ Entado o erro de estimacao maximo é 1/2J.

@ Temos entdo que

E=05 oc=1 z_5=196.
@ O tamanho de amostra requerido é
_(F30\L ((L98)(1)\?
n_< 5 >:>n_<T =15,37.

@ O tamanho de amostra minimo & 16.
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Intervalo para média com variancia conhecida

Limites unilaterias de confiangca

@ Podemos fazer

|=—-00 OU U=00.

@ Seja x uma estimativa para .
@ O limite superior com 100(1 — «)% de confianca é

w=< X+ Z1—a0'/\/ﬁ'
@ O limite inferior com 100(1 — )% de confianga é

X — Z1—ao'/\/ﬁ < .
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Intervalo de confianga para . com amostra grande

Intervalo de confianca para 1 com amostra grande
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Intervalo de confianga para . com amostra grande

@ Suponha que temos uma amostra de tamanho grande
(pelo menos 40).

@ Nao vamos mais supor que as variaveis tem distribuicao
normal e nem que a variancia é conhecida.

@ Temos uma amostra

X1,...,Xn

com uma média p e variancia o2 desconhecidas.
® Mesmo nao sabendo a distribuicdo da populagéao
@ o Teorema Central do Limite garante a distribuigio de X se
aproxima de uma normal padréao.

@ O valor de o é estimado por

>i(Xi — X)?
A
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Intervalo de confianga para . com amostra grande

Intervalo para média com amostra grande
@ Queremos estimar p.
@ A estimativa pontual é X.

@ N&o sabemos o valor de ¢°.
@ Se n é grande B
X—p
~S/vn
tem uma distribuicao que se aproxima da normal padrao.
@ O intervalo com 100(1 — «)% de confianca é dado por

S

Zi_oa—— .
12\/5

<p<X+
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Intervalo de confianga para . com amostra grande

Exemplo:
® Uma amostra de 53 peixes é selecionada de um lago da
Flérida.
@ Mediu-se a concentragao de mercurio no tecido muscular.
@ As figuras abaixo mostram o histograma e o grafico de
probabilidade para essa amostra.
® Ambos mostram que a distribuicao ndo € normal.

Percentage
o
<}

Frequency

O N WA ®WO

00 05 10 15 00 05 10

Concentration Concentration
(@) ®)
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Intervalo de confianga para . com amostra grande

Exemplo: (continuacao)
® Queremos um intervalo de confianga para u com 95% de
confianga.

@ n > 40 entdo nao precisamos supor normalidade.
@ Os dados sao

n=53 Xx=0,5250 s=0,3486 Zzg75=1,96.

@ O intervalo para i é

X — 20,975% <p<X+ 20,975\/iﬁ
0,3486 _ 0,3486
X —1,96— <p<X+1,96-
NG /53

0,4311 < 1 < 0,6189.



Intervalo para média com variancia desconhecida

Intervalo para média com variancia desconhecida
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Intervalo para média com variancia desconhecida

@ Vamos agora considerar casos em que:

@ a amostra é pequena;
@ a populagao é normalmente distribuida;
@ a variancia é desconhecida.

@ Muitas populagdes encontradas na pratica sédo bem
aproximadas pela normal.
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Intervalo para média com variancia desconhecida

@ Seja Xi, Xo, ..., X, uma amostra aleatéria de X.

@ X tem distribuicdo normal com média p e variancia o2.
@ 1 e o2 sdo desconhecidos.

@ Seja S o desvio padrao amostral

@ A variavel aleatéria

tem distribuicdo t-student com n — 1 graus de liberdade.
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Intervalo para média com variancia desconhecida

@ O grafico abaixo mostra alguns exemplos de distribuicao t.
@ Sao parecidas com a normal.
@ A distribuicdo t tem mais probabilidade na calda.

a o

x ok =—ler O Lok t
Figure 8-4 Probability density functions of several ¢ Figure 8-5 Percentage points of the ¢
distributions. distribution
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Intervalo para média com variancia desconhecida

Table IV Percentage Poinest,, of the -Distribution

@ A Tabela V do apéndice mostra pontos percentuais da
distribuigéo t.

@ O valor t, ., € o ponto da distribuicdo t com k graus de
liberdade que deixa uma area « acima dele.
@ Exemplo:

P(Ti0 > fo,05;10) = P(T10 > 1,812) = 0,05.

25

1.000
816

765
741
727
718
711
706
703
{700

.10
3.078
1886

0005
636.62
31.598
12.924
8.610
6.869
959
5.408
5.041
4781
587
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Intervalo para média com variancia desconhecida

@ A distribuigéo t é simétrica em torno do zero.

@ Portanto
t1—a,n = _ta,n .
@ Exemplo:
to,95:10 = —lo,05,10 = —1,812.

Figure 8-5 Percentage points of the ¢
distribution.

quando os graus de liberdade crescem a distribuigao t se
aproxima da Normal.
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Intervalo para média com variancia desconhecida

@ Para encontrarmos o IC com 100(1 — «)% vamos proceder
como antes.

@ Sabemos que _
o X-n
S/vn

tem uma distribuicdo t com n — 1 graus de liberdade.

@ Encontramos t,».,_1 tal que
P(_ta/2;n—1 < T < ta/2;n—1) =1 -«

ou seja

X—p
Pl—t, o1 <—F<t,onpq1]=1-—
< a/2,n 1= S/\/ﬁ_ a/z’n 1> [0
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Intervalo para média com variancia desconhecida

@ Isolando o p temos que
P()_(_ a/2;n—1S/\/ﬁ§ K < )_(+ ta/2;n—1s/\/ﬁ) =1-a.
@ O intervalo de confianga para y fica

X — oz/2;n—1s/\/ﬁ <u< X+ ta/g;n_13/\/ﬁ .
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Intervalo para média com variancia desconhecida

Intervalo para média com variancia desconhecida

@ Considere uma amostra

X1,...,Xn

vinda de uma populagdo normal com média . e variancia o2.
@ Os valores ;e 02 sdo desconhecidos.

@ Sejam x e s a média e desvio padrao observados para essa
amostra.

@ Um intervalo com 100(1 — @)% de confianga para p é
X — ta/g;n,13/\/ﬁ <p< X + ta/2;n—13/\/ﬁ

onde t,/2.,—1 € 0 ponto da distribuigdo t com n — 1 graus de
liberdade tal que
P(Tn,1 S ta/2) =1 —05/2.



Intervalo para média com variancia desconhecida

Exemplo:
@ 22 corpos de prova sdo analisados.
@ Sao registradas as cargas no ponto de falha.
@ O gréfico de probabilidade abaixo mostra que a
distribuigao € proxima da normal.

Normal probability plot

Percent
[+)]
o

5 10 15 20 25
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Intervalo para média com variancia desconhecida

Exemplo: (continuacao)
@ Os dados séo

X=13,71 s=3,55 n=22.

@ Queremos um intervalo com 95% de confianga.
@ Os graus de liberdade séao n—1 = 21.
@ Pela tabela

fo,025;21 = 2,080

025 01 005 0025 001 0005
12706
4303

63657 12732
9.925 14089
5841 7453

636.62

4 4604
6

s 2306

9 2.262

10 2228

1| 260 697 2201

12 | 259 695 2179

13 694 2,160

14 692 2.145

1 691 2131

16 690 2120 2921
17 689 2110 2,898
18 688 2101 2878
19 688 2,003 3 2.861
20 | 257 687 2.086 2528 2845

] 686 2.080 2518 83l
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Intervalo para média com variancia desconhecida

Exemplo: (continuacao)
@ O intervalo resultante é

X — ta/2;n—1s/\/ﬁ <p<Xx+ ta/2;n—1s/\/ﬁ

13,71-2,080(3,55)/v22 < 1 < 13,71+2,080(3,55)/v22
12,14 < 4 < 15,28,

@ O intervalo é razoavelmente amplo por causa da
variabilidade dos dados.
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Intervalo para média com variancia desconhecida

ge
conhecido? .
Sim ao
P s P | Y
A populagéo & |A populagéo €
normalmente normalmente
distribuida? distribuida?
Sim 1 Néo Sim T NETS
[
Z—Use
S t— Use
2 ot I ?
dlsr:gfnﬁlag]ao n>307 distribuicao t n>30%
Sim Néo Sim Néo
Z— Use Z— Use
distribuicho ——  Oulros distribuicao oo
normal normal
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