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Teorema Central do Limite

Funcdo Geradora de Momentos

Definicao
Seja X uma v.a. associada a uma populacdo fx(-). O valor esperado de X é
definido como a fungdo geradora de momentos da v.a. X se tal valor esperado

existir para todo t em um intervalo —h < t < h, h > 0. A fungdo geradora de
momentos, denotada por mx(t), é

mx(t) = E(e?) = /OO e™ fx (x)dx (1)

— 00

se X € uma v.a. continua, e
mx(t) = E(eX) =) e™fx(x) (2)

se X é uma v.a. discreta.
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Propriedades

© Se mx(t) existir, entdo mx(t) serd continua e diferencidvel em uma
vizinhanca de 0.

@ Os momentos de ordem r de fx(-) podem ser obtidos da seguinte forma

dr
dtr

mx(0) = E(X") = p. (3)

© Sejam X e Y duas v.a.’s. Se mx(t) = my(t) entdo X e Y tem a mesma
distribuicdo. Em outras palavras, a funcdo geradora de momentos determina
a distribuicdo de uma v.a. X.

@ A FGM da soma de varidveis aleatérias independentes é o produto das FGM
de cada uma delas. mx, x,+..+x,(t) = Mx, (t) X My, (t) ... x mx,(t).
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Exemplo (Distribuicdo exponencial)

Seja X ~ Exp(\), com f(x|A\) = Aexp{—Ax}, parax >0 e\ > 0. Entdo

A
)= —"—, [t| <A\ 4
mx(t) = 2 ] < (@
Exemplo (Distribuicdo gama)
)\ll
Seja X ~ G(a, A), com f(x|a, A) = ﬁxafl exp{—Ax}, parax >0, a>0e¢
a

A > 0. Entao

me() = (12) -+ <2 5)
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Exemplo (Distribuicdo normal)

2
1 1 —
Seja X ~ N(p,0?), com f(x|u,0?) = ﬁexp {—2 (X . /i) } para

—00 < X < 00, —00 < i < 00 eo?>0. Entdo

mx(t) = exp {ut+;(ta)2}, te R (6)

Exemplo (Distribuicdo x(,))

1/2)v/? 1
Seja X ~ X(), com f(x) = Lx”/%1 exp {2x}, parax >0ev > 0.

r(v/2)

Entao

v/2
mx(t) = (1/12/i t> |t <12 (7)
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Fungdo Caracteristica (Transformada de Fourier)

Seja X uma varidvel aleatéria. Entdo a fungdo caracteristica (transformada
de Fourier) de X é uma fun¢do R — C definida por:

ox(t) = E(e™) = /R el™) dFy (x) = E(cos(tX)) + i E(sin(tX)).

Se uma familia finita de varidveis aleatérias Xj - - - X,, sdo independentes e
S, =Xy +---+X,, entdo

n
$S, = H PX;
i=1

Se E[|X|"]<oco para algum n > 1, entdo px temos que:

P4 (0) = * BIX*]

Denise Duarte DEST-UFMG Teorema Central do Limite Inferéncia - EST1 2020/01 6/14



Teorema Central do Limite

Teorema (Teorema Central do Limite)

Seja {X;}i>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente
n

distribuidas, X; com média p e variancia o2 finitas. Definimos S, = E X;, entdo
i=1

Sn—np p
Z, =" = N(0,1).
o\/n — N(0.1)

ou equivalentemente, ~
(X—n) o

N — N(0,1)

quando n — 0.
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Esboco da prova

Primeiramente, vamos supor que X, tem média zero (u = 0), e, portanto
Z, = Gf%. Podemos supor este fato sem perda de generalidade, pois se
u # 0, definimos Y,, = X,, — . Basta mostrarmos que:

vz, = Wsn/aﬁ(t) — e_t2/2, n— oo, Vt € R,

que é a fungdo caracteristica da Normal(0,1).
Observamos que

Ps,/0y/alt) = ©s, (U\tﬁ> = klim (Jﬁ) = <<le (U\tm»n
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Desta forma, utilizando da formula de Taylor, temos que

2
P(t) = 9(0) + @' (0)t + " (0) 5 + ()

onde lim o(t) = 0. Por isso, para cada t fixo,
t—0

Como (0) =1, ¢'(0) = i = 0 e ¢"(0) = i2E[X?] = —E[X?] = —02.
Assim, temos que
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. t .
agora avaliando no ponto o fica

02
) =1 G el )
ou seja, ,
o B oty
(PG )" = (1= 5o +olo =)

2
—t-) — 0, quando n — co. Tomando ¢ = %

como (1 -£)"—e ‘e O(a\/E

segue que

N

(pz,)" = e 7

que é a Fungdo Caracteristica da Normal(0, 1).
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Teorema Central do Limite

@ Considere uma populagdo em que a propor¢io de elementos portadores de
uma determinada caracteristica é p;

@ Tal populacdo pode ser representada pela varidvel aleatéria X tal que

X — 1, o elemento é portador da caracteristica;
~ 1 0, caso contrario.

@ Pode ser mostrado que
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@ Seja X1, Xa,..., X, uma a.a. de X;

@ Defina p como a proporcido de elementos da amostra portadores da
caracteristica de interesse, isto €,

@ Logo, pelo TCL, temos que

p~N (p; p(lp)) (12)
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Exemplo

@ Um distribuidor de sementes determina através de testes que 5% das suas
sementes n3o germinam. Ele vende pacotes com 200 sementes com garantia
de 90% de germinacdo. Qual a probabilidade de um pacote n3o satisfazer a
garantia?
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Solucao

@ seja X a varidvel aleatéria tal que

X — 1, a semente n3o germina;
0, caso contrério.

@ logo, segue que E(X) =0,05e V(X)=0,05 x 0,95 = 0.0475;
@ usando o TCL, a probabilidade desejada é dada por

p—0,05 0,1—0,05
>

0,05x0,95 0,05x0,95
200 200

P(p>0,1)~ P = P(Z > 3,24) = 0,00058843:
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