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Distribuicoes amostrais

Observacado

Todos os resultados apresentados a seguir sdo validos para amostras provenientes
de uma populagdo normal.

Teorema

Seja X a média amostral de uma amostra de tamanho n de X ~ N(u;?). Entdo
X ~ N(u;a?/n).

Prova: Utilizando a fun¢do geradora de momentos, temos

E(e) =E(e 7 t) = E(eX%H)

LB = B

2,2 2,2
c;n5 )n = e('u’t+02rf )

:(ep'ijL

7 ~ 2
que é a fungdo geradora de uma N(u, %-).
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Distribuicao Qui-Quadrado

Definicao

Se X € uma v.a. com densidade

Bl

fe(x) = r((f()/;)Xk/2 le_ixl(oyoc)(x), (1)

entdo X segue uma distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade
(denotaremos X ~ x2), k inteiro.

A distribuicao X%( € um caso particular da distribuicao gama com pardmetros
forma e escala dados respectivamente por a = k/2 e v =1/2.

Propriedades

Q E[X] =42 =k e VIX] = 345 = 2k;

@ My(t)— [%}kﬂ _ {ﬁrﬁ;
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Figura: Distribuicdo x?
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Distribuicao F

Definicao
Suponha que U ~ x2, e V ~ x2, com U 1 V. Entdo

U/m

X= V/n

~ Fin,n, (2)

isto é, X tem distribuicdo F com m e n graus de liberdade. A densidade de X é
dada por

>m/2 m_
w7 0,00 (%). (3)
1
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Figura: Distribuicdo F
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Distribuicao t de Student

Definicao

Suponha que Z ~ N(0;1) e U ~ xi, com Z 1 U. Entido

z
X = —— ~u, (4)

VUJk

isto €, X tem distribuicdo t de Student com k graus de liberdade. A densidade de
X € dada por

() = o) () ©)
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Figura: Distribuicdo t de Student
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Teorema

Se X; ~ N(0;1), i = 1,..., k sdo independentes, entio

n
U= Z (X)? ~ X3
i—1

’

isto é, U tem distribuicio qui-quadrado com n graus de liberdade.

Prova Vamos demonstrar este teorema via a fun¢do geradora de momentos.
Como as varidveis aleatérias Xi,--- , X, sdo independentes, temos que

Muy(t) = B[] =E (e'(Z200))
=F f[et(x")2
i=1
= ; E (ef™)).
IEICR
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e, portanto,

1 1,2
E (et(X")2> :/etxf2 e 2% dx;
V2r

/v e~ (/D120 g

\/1—2

()

em que a Ultima integral é igual a 1, pois se trata justamente de uma
normal com média zero e variancia 1/(1 — 2t). Portanto,

() T2 ()

M- ()
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Distribuicoes amostrais - continuacao

Teorema

Seja Xy, ..., X, uma amostra aleatdria de X; ~ N(0;1). Entdo:
i) X ~ N(0;1/n);
i) X e > " (Xi — X)? sdo independentes.

i) S0~ XY~ 3
i=1
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Demonstracao:
(i) A demonstragdo serd feita somente para o caso n = 2, mas o resultado é
valido para todo n € N (por indu¢do). Quando n = 2, temos que

X1+ X2

Y:
2

de onde concluimos que

Profa. Denise Duarte - DEST-UFMG Distribui¢cSes derivadas da Normal Inferénciz 2020/01



Desse modo, X é uma fungdo de X; + X e > (X; — X)? é uma funcio de
Xy — X e entdo, para provar que X e >_(X; — X)? sdo independentes, é
suficiente mostrar que Y; = X1 + X e Y2 = X, — X; sdo independentes. Ou seja,

queremos mostrar que

My, v,(t1, t2) = My, (t1) My, (t2).
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Temos que

M, ., (1) =E[e5 %) = E[f% %]

—E[e"]E[1%]

1 1
=exp <2t12> exp <2t12)
=exp(tf)

e, de forma andloga,

Mx, —x,(t2) = exp(t3).
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Seja My, v, (t1, t2) = E[e®Y17%2Y2] 3 fungdo geradora de momentos conjunta do
vetor aleatério (Y1, Y2). Temos que

My, Yz(tlv t2) — E[efl(X1+X2)+f2(X2*X1)] _ E[eX1(f2*f1)+X2(t2+f1)].

Como X; e X; sdo independentes, segue que

My, v, (t1, 1) = E(eX(—t))E(Xeltrt))
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Mas X; ~ N(0,1) e Xo ~ N(0,1), entdo

(—11)?  (t1+1)
My, v,(ti, t2) =e 2 e 2

(—11)? (1+)2
=e 2 2

() ()P ()% ()% 2Atit)  2Ant)
—e 2 2 Tttt 3
—etlels,

Logo

Mx, 1 x5, %—x, (1, t2) = Mxq 1, (t1) Mx,—x, (t2)

o que mostra que X1 + X e Xo — X7 sdo independentes.
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(iii) Consideramos o resultado (ii) para o caso em que temos n arbitrario. Além
disso, observamos que

Y=Y (X - X+ X2 =Y (X - X)P+2X Y (X - X) + Y X

eque Y (X, — X)%e nX° sio independentes. Ent3o

Ms- x2(t) = Ms~(x_xy2 ()M z2(t)
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e, portanto,

Ms~ x2(t)
M (x,—xy(t) = /\/In:z(t) (6)

Como X ~ N(0,1/n), isso implica que § f = /nX tem uma distribui¢3o

normal padrdo, segue que nX> tem uma distribuicao qui-quadrado com
um grau de liberdade. Além disso, a funcdo geradora de momentos de

S (X; — X)? é igual a de uma distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus
de liberdade

n—1

" 1 \7 1
sSx—xp(t) = 1— o1 7\t|<§-
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Corolario

Se Xi, ..., X, é uma amostra aleatdria de X ~ N(u; 02), entdo

n X—/,L 2
Uzz('(ﬂ) ~ (7)
i=1
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Observacao

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatdria de X ~ N(u;0?). Entdo decorre
diretamento do teorema anterior que:

X—n
> (0:1/n);

~—

i) X e Z(X,- — X)? sdo independentes.
i1

e (X = X)?
i) % ~ Xp_1-
i=1

Profa. Denise Duarte - DEST-UFMG Distribui¢cSes derivadas da Normal Inferénciz 2020/01



Corolario

Se X1, ..., X, é uma amostra aleatédria de X ~ N(u;0?), entdo

n—1)8?
U:( 0_2) NX%fl'

Prova

Basta notar que U = ~——— =
o

(n—1)s? Z (Xi—X)?
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Observacao

Se X ~ N(p,0?), 0® desconhecido e S?> = T X=Xy

n—1

X-n .
S/vn—1
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