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Objetivos de Aprendizagem

Apos estudo cuidadoso deste capitulo vocé devera ser capaz de:

1. Explicar os conceitos gerais da estimacao de parametros de uma
populacdo ou distribuicdo de probabilidade;

2. Explicar o importante papel da distribuigao normal com uma
distribuicdo amostral,

3.  Compreender o Teorema Central do Limite;

4. Explicar propriedades importantes dos estimadores pontuais,
inclusive tendéncia, variancia e erro quadratico medio;

5. Saber como construir estimadores pontuais pelo metodo do
momentos e pelo método da maxima verossimilhanca;

6.  Saber com calcular e explicar a precisdo com a qual um parametro é
estimado;
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7.1 Introducao

« O campo da inferéncia
estatistica consiste nos
metodos utilizados para /

Populagao

tomar decisoes ou tirar = & ; \1
conclusdes sobre uma

populacao;

Amostra (x,, x, x3, ..., X

s, desvio-padrao

«  Tais métodos utilizam a \\» plesncionsingly

Informacao contida em

da amostra

Uma amOStra da /’ Histograma

populacao para tirar
conclusoes (ver figura);

td|
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7.1 Introducao

« Anferéncia estatistica pode ser dividida em duas

grandes areas:

—  Estimacao de parametros - Exemplo: Um engenheiro esta
interessado na estimacao da resisténcia media a tracao dos
componentes usados em um chassi de automovel e usara dados
de uma amostra para calcular uma estimativa da média
verdadeira;

—  Testes de hipoteses — Exemplo: Um engenheiro conjectura que
duas temperaturas diferentes de reacdo, t,e t,, resultam em
rendimentos diferentes. A hipoétese de interesse, a ser testada,
seria que o rendimento médio usando a temperatura t, € maior
do que o rendimento médio usando a temperatura t,. Note que
ndo ha énfase na estimacéo dos rendimentos.
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7.1 Introducao

* Definicoes:

Definicao

Uma populag¢éo consiste na totalidade das observacdes em
que estamos interessados.

Definicao

Uma amostra é um subconjunto de observacoes selecio-
nadas a partir de uma populacgéo.
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7.1 Introducao

e Definicoes:
Definicao

As variaveis aleatérias (X, X;, ..., X,) sdo uma amostra alea-
toria de tamanho n, se (a) 0s X;’s forem varidveis aleatdrias

independentes e (b) cada X tiver a mesma distribuicio de
probabilidades.

Defini¢ao

Uma estatistica ¢ qualquer fungao das observagdes em uma
amostra aleatoria.

Definic¢ao

Uma estimativa pontual de algum pardmetro 6 da popu-
lacdo é um Unico valor numérico E de uma estatistica © .
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7.1 Introducao

 Exemplo:

Como um exemplo, suponha que a variavel aleatoria X seja
normalmente distribuida com uma média desconhecida . A me-
dia da amostra € um estimador da média desconhecida w da po-
pulacdo. Isto é, i = X . Depois da amostra ter sido selecionada,
o valor numérico X ¢ a estimativa de .. Assim, se x, = 25,x, =
30,x, =29 ex, = 31, entdo a estimativade . €

I=25+30229+31=28,75
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7.1 Introducao

* Problemas de estimacao ocorrem frequentemente
em engenharia;

» Geralmente necessitamos estimar:

— A média p de uma Unica populacéo;

— A variancia ¢ (ou desvio-padrao o) de uma Unica
populacao;

— A proporcao p de itens em uma populacao que pertence a
uma classe de interesse;

— A diferenca nas meédias de duas populagoes, ;- W,;

— A diferenca nas proporc¢oes de duas populacoes, p;- p..
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7.2 Distribuicoes Amostrais e

Teorema do Limite Central

Estimativas razoaveis desses parametros sao:

Para a média populacional, a estimativa € a média aritmética da
amostra, 7y — -
:u — X!

Para a variancia populacional, a estimativa € a variancia da
amostra, PN

Para a proporcao populacional, a estimativa € a proporcao da
amostra, f) —x/n

Para a diferenca de duas médias populacionais, a estimativa € a
diferenca entre as medias de duas amostras aleatorias

Independentes, 7y — f1, = X, — X, ;

Para a diferenca de duas proporcoes populacionais, a estimativa é
a diferenca entre duas proporcdes amostrais, calculadas a partir de
duas amostras aleatdrias independentes, '5 p

1 2
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7.2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central

e O Teorema Central do Limite:

Teorema 7.2: O Teorema Central do Limite

Se X, X;, ..., X, for uma amostra aleatoria de tamanho »,
retirada de uma populag¢@o (finita ou infinita), com média .
e variancia finita 02, e se X for a média da amostra, entfo a
forma limite da distribui¢ao de

o/\/n (1.7)

quando n — 0 ¢ a distribui¢do normal padrao.

Z
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7.2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central

| -
Fig. 7.6 L s T T
Distribuicoes ]
das pontuagoes L oo
médias obtidas | .
guando T Bt ®
arremessamos I|HHH|’\|
dados. i

—

2 3 “ 5 5 x
(e} Dez dados
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7.2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central

 Exemplo:

UFMG-EST-027/031

Uma companhia eletrénica fabrica resistores que tém uma re-
sisténcia média de 100 ) e um desvio-padrio de 10 . A dis-
tribuigdo de resisténcias € normal. Encontre a probabilidade de
uma amostra aleatéria de n = 25 resistores ter uma resisténcia
média menor que 95 ().

Note que a distribui¢iio amostral X de é normal, com média
ux = 100 ) e um desvio-padrio de

=0':10:
Vn V25

Conseqiientemente, a probabilidade desejada corresponde a

area sombreada na Fig. 7.7. Padronizando o ponto X = 95 na
Fig. 7.7, encontramos que

_ 95— 100 _
2

0‘3; <

z —-2.5

e desse modo,

PX <95) = P(Z< =2,5)

= 0,0062
Cap. 7 - Distribuicbes Amostrais ...
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7.2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central

 Exemplo:

Ry

95 100

Fig. 7.7 Probabilidade para o exemplo.

Uma companhia eletronica fabrica resistores que tém uma re-
sisténcia média de 100 ) e um desvio-padrio de 10 ). A dis-
tribuigdo de resisténcias € normal. Encontre a probabilidade de
uma amostra aleatéria de n = 25 resistores ter uma resisténcia
média menor que 95 ().

Note que a distribui¢io amostral X de é normal, com média
pwx = 100 £} e um desvio-padrio de

=0':10:
Van V725

Conseqiientemente, a probabilidade desejada corresponde a

area sombreada na Fig. 7.7. Padronizando o ponto X = 95 na
Fig. 7.7, encontramos que

_ 95— 100 _
. 2

2

Tx

-2,5
e desse modo,

P(X <95) = P(Z< —2,5)
= 0,0062
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7.2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central

« Exemplo IlI:

Suponha que uma variavel aleatdria X tenha uma distribuicio
continua uniforme

112, 4=x=<6
&) = { 0, caso contrario

Encontre a distribui¢do amostral da média de uma amostra ale-
atoria de tamanho n = 40.

A médiaeavaridnciade Xsdop = Seo? = (6 — 4)Y/12 =
1/3. O teorema central do limite indica que a distribui¢io de X é
aproximadamente normal, com média Wy = 5 e variancia oi

a*/n = 1/[3(40)] = 1/120. As dlStI‘lbUl(}OCS de X e X sdo mos-
tradas na Fig. 7.8.
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X

Ry

4 5

Fig. 7.8 As distribuicdes de X
e X , para o exemplo.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.1 Estimadores Nao Tendenciosos
« Definicao:

Definicao

O estimador © é um estimador nio tendencioso para o
parametro 6, se

E©®) =6 (7.1)
Se o estimador for tendencioso, entdo a diferenca
E®) — 6 (7.2)

é chamada de tendéncia do estimador ©.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.1 Estimadores Nao Tendenciosos
 Exemplo:

Suponha que X seja uma variavel aleatoria com média . e va-
riancia 0. Faga X, X, ..., X, ser uma amostra aleatdria de tama-
nho n, de uma populagdo representada por X. Mostre que a
meédia da amostra X e a varidncia da amostra S? sdo estimadores
nao tendenciosos de p e o, respectivamente.

Considere primeiro a média da amostra. Na Eq. 5.28, no Cap.
5, mostramos que E(X) = . Conseqlientemente, a média da amos-
tra X ¢ um estimador ndo tendencioso da média da populacio.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.1 Estimadores Nao Tendenciosos
« Exemplo (continuacao):

Considere agora a variancia da amostra. Temos

2 X; — X)? 1 n
ElS? = = E .2 X; — X)?

n-1
1
n—1

~.

: -

1 28 2
n_l[z E(X?) nE(X)]
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.1 Estimadores Nao Tendenciosos
« Exemplo (final):

A ultima 1gualdade vem da Eq S 25 no Cap. 5. Entretanto, uma
vez que E( X} ) = p2 + o2e E(X?) = p? + 0¥/, temos

E(§5) = — [2 (1% + 0% — n(p? + 02/n)]

i=1
|

- (nl.L + no? — nw? — a?)
n—1
Logo, a variancia da amostra S? ¢ um estimador nao tendencio-
so da variancia o* da populagdo. No entanto, podemos mostrar
que o desvio-padrao da amostra é um estimador tendencioso
do desvio-padrao da populagdo. Para amostras grandes, essa
tendéncia € negligenciavel.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.2 Variancia de um Estimador Pontual

. Como ndo ha um estimador ndo tendencioso unico, ndo podemos
confiar apenas na propriedade de ndo tendenciosidade para
selecionar um estimador (ver figura);

Fig. 7.2 As distribuicdes
amostrais de dois estimadores
n&o tendenciosos @, € O,

Distribuigdo de @,

Distribui¢cao de (:):

. Definicéo:
Definicao

Se considerarmos todos os estimadores ndo tendenciosos

de 6, aquele com a menor varidncia serd chamado de

estimador néo tendencioso de varidncia minima (ENTVM).
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.2 Variancia de um Estimador Pontual (cont.)
. Teorema:

Teorema 7.1

Se X,, X, ..., X, for uma amostra aleatoria de tamanho n,
proveniente de uma distribuigdo normal com média w e
variancia o?, entdo a média da amostra, X, sera o ENTVM

para L.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.3 Erro-Padrao: Reportando uma Estimativa Pontual
. Definicao:

Definicao

O erro-padrio de um estimador © € o seu desvio-padrio,

dado por 6, = ‘\/V((:)) . Se o erro-padrio envolver para-
metros desconhecidos que possam ser estimados, entdo a
substitui¢do daqueles valores em & produzird um erro-
padrao estimado, denotado por G.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.3 Erro-Padrao: Reportando uma Estimativa Pontual (cont.)
. Exemplo:
Suponha que estejamos amostrando a partir de uma distribuicéo
normal com média p. e variancia o°. Agora, a distribui¢do de X €
normal, com média . e varidncia ¢*/i; assim, o erro-padrdo de X ¢

ag

O =
X vn

Se ndo conhecermos o, mas substituirmos o desvio-padrdo S da
amostra na equagao anterior, entdo o erro-padrao estimado de
X sera

A O
==V
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7 3.3 Erro-Padrdo: Reportando uma Estimativa Pontual (cont.)
Exemplo II:
Um artigo no Journal of Heat Transfer (Trans. ASME, Sec.
C, 96, 1974, p. 59) descreveu um novo método de medir a con-
dutividade térmica de ferro Armco. Usando uma temperatura
de 100°F e uma poténcia de 550 W, as 10 medidas seguintes
de condutividade térmica (em BTU/h-ft-°F) foram obtidas:

41,60; 41,48; 42,34; 41,95; 41,86;
42,18; 41,72, 42,26; 41,81; 42,04

Uma estimativa da condutividade térmica média a 100°F e 550
W é a média amostral ou

x = 41,924 Btu/hr-ft-°F
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7 3.3 Erro-Padrdo; Reportando uma Estimativa Pontual (cont.)
Exemplo Il (final):

O erro-padrio da média amostral é 6=0/+/n ¢ sendo o

desconhecido, podemos troca-lo pelo desvio-padrido da
amostra s = 0,284, de modo a obter o erro-padrao estimado

de X como
Ky 0,284
65 = - = 0,0898
Vih V10

Note que o erro-padrio € cerca de 0,2% da média amostral,
implicando que obtivemos uma estimativa relativamente pre-
cisa da condutividade térmica. Se pudermos considerar que a
condutividade térmica seja normalmente distribuida, entdo duas
vezes o erro-padrdo € 26, = 2(0,0898) = 0,1796 e estamos
altamente confiantes de que a condutividade térmica média esta
no intervalo 41,924 * 0,1756 ou entre 41,744 ¢ 42,104.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.4 Erro Quadratico Médio de um Estimador
«  Definicao:

Definicao

O erro quadratico médio de um estimador ® do parame-
tro 6 € definido como

EQM(0) = E© — 0)° (7.4)
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao

Pontual

7.3.4 Erro Quadratico Medio de um Estimador (cont.)
«  Definicédo (cont.):

O erro quadratico medio pode ser reescrito como segue:
EQM(®) = E[0 — E@)) + [6 — EO)
= V((:)) -+ (tendéncia)2

Ou seja, o erro quadratico médio de © ¢ igual & variéncia do
estimador mais o quadrado da tendéncia. Se ® for um estimador
nao tendencioso de 6, o erro quadratico meédio de O seréd igual a
varidncia de ©.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao

Pontual

7.3.4 Erro Quadratico Medio de um Estimador (cont.)
«  Definicao (final):

O erro quadratico médio € um critério importante para com-

parar dois estimadores. Sejam O, e (:)2 dois estimadores do para-

metro 6 e sejam EQM((:)I) e EQM(@)Z) os erros quadraticos

médios de 0, e ©,. Entdo, a eficiéncia relativa de 0, para O, é
definida como

EQM(®,)
EQM(0,)

(7.5)

Se essa eficiéncia relativa for menor que um, concluiremos que
®), é um estimador mais eficiente de 6 do que ®,, pelo fato dele
ter menor erro quadratico médio.
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7.3 Conceitos Gerais de Estimacao
Pontual

7.3.4 Erro Quadratico Medio de um Estimador (cont.)
Observacao:
Algumas vezes, encontramos que estimadores
tendenciosos sdo preferiveis aos estimadores nao
tendenciosos, porque eles ttm menor erro quadratico
médio (ver figura). .»

Fig. 7.3 Estimador tendencioso, (C)1 , Distribui@éo de O,

que tem variancia menor do que o

estimador nao tendencioso, ®, . “\ Ditribuics de ©
istribuicao de U,
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7 4.1 Metodo dos Momentos
Definicao:
A |de|a or tras do metodo dos momentos é igualar os
momentos da populacao, que sao definidos em termos
de valores esperados, E(X), E(X?), etc., a0s
correspondentes momentos da amostra;

«  Exemplo:

Estimadores de Momento da Distribuicdo Normal Suponha que X, X,, ..., X seja uma amostra aleatéria _prove-

niente de uma dlstnbulcao normal com parametros w ¢ 0. Para a dlstrlbulgao normal E(X) = w e E(X?) = 2 + o Igua-
lando EX)a X e E(X?) a E X7 fornece

2 Lo
u=X, uw+o'=-3¥Xx;
n =

A solugdo dessas equagoes fornece os estimadores de momento

Se-n(3x) S(u-xy

= _ i=l

~ ey A0
u=2X, o
n n
Conclusio Pritica: Note que o estimador de momento de o ndo € um estimador nio tendencioso.

UFMG-EST-027/031 Cap. 7 - Distribui¢cdes Amostrais ... 29



7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Metodo da Maxima Verossimilhanca
«  Definicao: T
efinicao

Suponha que X seja uma variavel aleatéria com distribui-
¢do de probabilidades f{x; 6), em que 6 é um Unico para-
metro desconhecido. Fa¢a x,, x,, ..., x, serem os valores ob-

servados na amostra aleatoria de tamanho #. Entdo a fun-
¢ao verossimilhan¢a da amostra é

LO) = f(x;;0) " f(x5;8) - -~ - flx;8) (16)

Note que a funcdo verossimilhanca € agora uma funcio
somente do parametro desconhecido 6. O estimador de
maxima verossimihanca de 0 € o valor de 6 que maximi-
za a fungao verossimilhanca L(8).
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Metodo da Maxima Verossimilhanga (cont.)
«  Comentario:

No caso de uma variavel aleatoria discreta, a interpretagdo da
funcdo verossimilhanga € clara. A fun¢do verossimilhanca da

amostra L(0) € apenas a probabilidade
P(Xl — Xl,Xz — x2""3Xn . x,,)

Ou seja, L(0) € apenas a probabilidade de obter os valores amos-
trais x,, X,, ..., X,- L0go, no caso discreto, o estimador de maxi-
ma verossimilhanga é aquele que maximiza a probabilidade de
ocorréncia dos valores da amostra.

UFMG-EST-027/031 Cap. 7 - Distribuigdes Amostrais ...

31



7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)
«  Exemplo:

Seja X uma variavel aleatoria de Bernoulli. A funcéo de distri-
buigdo de probabilidades ¢

' . px(i — p)l - A= O, 1
foop) = {0 caso contrario

sendo p o pardmetro a ser estimado. A fung¢do verossimilhanca
de uma amostra de tamanho # ¢

Lp)=p*'(1 = p)! ~p™(1 = p)' "2 p™ (1 = p)' 7"

n
=11 p " -p'™

:pfglx" (1 — p)n_fgtxf
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)

«  Exemplo (final):
Observamos que se p maximiza L(p), entdo p também maximi-
za In L(p). Assim,

H

InL(p) = (2 xf) Inp + (ﬂ - i Xs) In(1 — p)
i=1

i=1

Agora,
- {n— 2 x
d!nL(p}nlexf_( i=1 ‘)
dp p i 57
Igualando isso a zero e resolvendo para p resulta

p=(Un)Si_ x,
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)
Exemplo IlI:

Seja X normalmente distribuida, com média p. desconhecida e
varidncia o? conhecida. A funcdo verossimilhanca de uma
amostra aleatéria de tamanho n, isto é, X, X, ..., X, €

n
1 T
L(p) = H e~ Ki— W (20%)
i=10V21
B 1 ~(17120%) 3 (xi—p)?
- (21T0.2)n/2 € =
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)

«  Exemplo Il (final):
Agora

InL(w) = —(n/2) In2mo?) — (207! i x; — W’
i=

e
dln L(p.) 2 -1 N
e (0F) (x; — 1)
ap. 521
Igualando esse ultimo resultado a zero e resolvendo para .,
tem-se
n
21 X,
i= -
e n
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)
Exemplo lII:

Seja X exponencialmente distribuida com parametro A. A fun-
¢do maxima verossimilhanca de uma amostra aleatéria de ta-

manho #, X, X, ..., X, €
LN = [] Ae ™
i=1

—A 2 X
== )\'"g i=1

O logaritmo da verossimilhanca é

InL\) = nln\ — \ D, x;
i=1
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)
«  Exemplo HI (final):

Agora

e igualando esse ultimo resultado a zero, obtemos

AN=n/> X;=1/X
i=1

Assim, o estimador de maxima verossimilhanga de A € arecipro-
ca da média da amostra.
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)
*  Propriedades:

Propriedades do Estimador de Maxima Verossimilhanca

Sob condi¢des muitos gerais € nao restritivas, quando

uma amostra de tamanho » for grande e se ® for um

estimador de maxima verossimilhanca do parametro 6,
entao

(1) © é um estimador aproximadamente nao tendencio-
0 para 0 [E(@) = 0],
(2) avariancia de O ¢ aproximadamente tdo pequena

quanto a variancia que poderia ser obtida com qual-
quer outro estimador, ¢

(3) O tem uma distribuicdo normal aproximada.
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)
. Invariancia:

A Propriedade da Invariancia

Sejam ®1 : @2, o @)k estimadores de maxima verossimilhanga
dos parametros 6,, 0,,..., 6,. Entdo o estimador de maxima
verossimilhanca de qualquer funcao h(G 0 92, ., 0,) desses

parametros ¢ a mesma funcio h®,, 0, ..., @)k) dos
estimadores @1, @2, @k.
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)
«  Exemplo:

No caso da distribui¢cdo normal, os estimadores de maxima veros-
. . A S v A ’z b

similhanca de p e o2 foramp. = X e 6% = ;- X; — X)*/n.

Para obter o estimador de maxima verossimilhanca da funcao

h(w, 02) = Vo2 = ¢, substitua os estimadores fi e 62 na fun-
¢ao h, resultando

ln 1/2
o= Vat= |13 o - %]

i=1

Logo, o estimador de maxima verossimilhanca do desvio-pa-
drdo o nao-¢é o desvio-padrao S da amostra.
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7.4 Meétodos de Estimacao Pontual

7.4.2 Método da Maxima Verossimilhanca (cont.)

«  Comentarios: - o _
o Embora o metodo da maxima verossimilhanca seja uma excelente
técnica, algumas vezes complicacOes aparecem durante 0 seu USo;

o Por exemplo, nem sempre é facil maximizar a funcao
verossimilhanca, pois as equacdes obtidas de

dL(0)/d(6)=0
podem ser dificeis de resolver;

o Além disso, pode ndo ser sempre possivel usar diretamente
metodos de calculo para determinar

max L(0).
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7.5 Sumario

« Estimativas razoaveis para 0s seguintes

parametros populacionais sao:
— Para a média populacional p, a estimativa ¢ a média
aritmética da amostra,
=X,
— Paraavariancia populacional 2, a estimativa é a
variancia da amostra,
G°=¢°
— Para a proporcao populacional p, a estimativa € a
proporcao da amostra,
p=x/n
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