Intervalos Estatisticos para
uma Unica Amostra

ESQUEMA DO CAPITULO 8.4 INTERVALO DE CONFIANGA PARAA
VARIANCIAE PARA O DESVIO-
N PADRAO DE UMA POPULAGAO
8.1 INTRODUCAO NORMAL
8.2 INTERVALO DE CONFIANCA PARA A MEDIA 8.5 INTERVALO DE CONFIANCA PARA A
DE UMA DISTRIBUIGAO NORMAL, PROPORCAO DE UMA POPULACAO,
VARIANCIA CONHECIDA AMOSTRA GRANDE
8.3 INTERVALO DE CONFIANCA PARA A MEDIA 8.6 ROTEIRO PARAA CONSTRUCAO DE
DE UMA DISTRIBUICAO NORMAL, INTERVALOS DE CONFIANCA
VARIANCIA DESCONHECIDA 8.7 INTERVALOS DE CONFIANCA E DE PREVISAO
UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para 1

uma Unica Amostra



Objetivos de Aprendizagem

Apos estudo cuidadoso deste capitulo vocé devera ser capaz de:

1. Construir intervalos de confianca para a média de uma distribuicédo
normal, usando tanto o método da distribuicdo normal, como o da
distribuicao t;

Construir intervalos de confianga para a variancia e o desvio-padrao
de uma distribuicdo normal;

Construir intervalos de confianga para a propor¢ao de uma
populacéao;

Usar um método geral de construgdo de um intervalo aproximado de
confianca para um paréametro;

Construir intervalos de previsao para uma observacao futura;
Construir um intervalo de tolerancia para uma populacio normal;

Explicar os trés tipos de estimativas de intervalo: intervalos de
confianca, intervalos de previsao e intervalos de tolerancia.

Noo b~ w D
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8.1 Introducao

« Exemplo:

*  Queremos saber a viscosidade média de um produto.
« Solucao:

* Uma estimativa seria

- =%=1.000

* Problemas:
«  Essa estimativa ndo diz o quao proximo a estimativa esta do verdadeiro valor y;
-« E provavel que a média esteja entre 900 e 1100?
«  Ou é mais provavel que esteja entre 990 e 1010?

* Precisamos de limites que representam valores plausiveis de y;
» Esses limites sdo um intervalo de confianca.
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8.1 Introducao

 Intervalos de Confianca:

 Estimativa de intervalo para um parametro de uma
populacao;

» Nao podemos estar certos de que o intervalo contem
0 parametro verdadeiro (desconhecido) da populacéo;

« Baseado simplesmente em uma amostra proveniente
da populacdo completa;

« Entretanto, € construido de modo que tenhamos alta

confianca de que ele contém o parametro
desconhecido da populacao.
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8.1 Introducao

 Intervalos de Tolerancia.:
 Qutro tipo de estimativa intervalar;

« Exemplo:

— Consideramos que os dados de viscosidade de um produto
quimico sdo distribuidos normalmente e que gueremos
calcular os limites que delimitam 95% dos valores de
viscosidade, que esta no intervalos (proveniente de uma
distribuicdo normal):

1—1960, 1+1960
« Entretanto, o intervalo de tolerancia so € util se 0s
parametros u e o sdo conhecidos;

» Caso contrario, estimativas pontuais devem ser utilizadas e
um novo mter\_/alo deve ser construido, levando-se em conta
0S erros de estimacao: L— ko, L+ ko
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8.1 Introducao

e Intervalos de Previsao:

» Fornece limites em uma (ou mais) observagao(oes) futura(s)
a partir de uma populacéo;
« Por exemplo:

— Poderia ser usado para delimitar uma Unica medida nova de
viscosidade;

» Para uma amostra grande, o intervalo de previsao para dados
normalmente distribuidos tende ao intervalo de tolerancia.

» Porém, para amostras com tamanhos mais modestos, 0s
Intervalos de previsao e de tolerancia sao diferentes.
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

e  Suponha que
Xiy Xoy oy X,
seja uma amostra aleatoria de uma distribuicdo normal;
« A média u é desconhecida, mas a variancia c? é

conhecida;
«  Sabemos que a media amostra é:
X ~N(u,0?/n);
«  Podemos padroniza-la, resultando em
X - u
~N(02).

a/ f
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

«  Uma estimativa do intervalo de confianca para €:
[<pu<u,

em que | e u sdo calculados a partir da amostra;

«  Assim, diferentes amostras, produzem diferentes | e u;

« Eles sdo valores observados das variaveis aleatorias L e
U;

«  Determinar um intervalo de confianca e determinar
valores de L e U tal que:

P(L<u<U)=1l-g,para0<a<1.
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

Existe uma probabilidade 1-a de selecionarmos uma
amostra cujo:
— IC contera o verdadeiro valor do parametro;
Depois de observado o valor da amostra:
Xy =Xqy Xy = Xoy ey X =X
calculamos | e u e o intervalo resultante é:
[<u<u

Os valores | e u sdo denominados:

— | é o limite inferior do intervalo e
— u e o limite superior do intervalo ;

O valor 1-a € o coeficiente de confianca do intervalo.
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

« Como Ztem distribuigéo normal padrdo, temos que:
ploz <X TH< |i1ea

a/2 —
o/dn”
onde z,, € obtido da tabela da distribuigéo normal

padrdo, de modo que:
P(-z,,<Z<1,,)=1-a.

«  Podemos, entdo, isolar o u e ficamos com:
P()?—ZO[,2 G/\/ﬁ <us<X+z,, G/\m):l—a.

. Entao:
L= a,za/\f e U= X+Z,20/\/_

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Interyalos Estatisticos para
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

« Seja X amedia observada de uma amostra aleatoria, de
tamanho n;

« A amostra é proveniente de uma populacdo com
variancia conhecida o¢?;

« Um intervalo de 100(1-0)% de confianca para p €:

o)
aIZﬁ’

SUSX+1Z

_ o)
X_ZaIZﬁ

em que z, e tal que:
P(z<z,,)=1-a/2.
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicdo Normal, Variancia Conhecida

«  Exemplo:

Transicdo de um Material Metdlico

A norma padrdo ASTM E23 define métodos padrdes de testes para tes-
tar o impacto em barras entalhadas feitas com materiais metalicos. A
técnica Charpy V-notch (CVN) mede a energia de impacto e € freqiien-
temente utilizada para determinar se um material experimenta ou ndo
uma transicao ddctil-fragil com um decréscimo de temperatura. Dez
medidas de energia (J) de impacto nos corpos-de-prova de aco A238.
cortados a 60°C, sdo: 64,1:64,7; 64,5, 64,6; 64,5; 64,3; 64,6; 64,8; 64,2
e 64,3. Considere que a energia de impacto seja normalmente distribu-
ida, com o = 1J. Queremos encontrar um IC de 95% para ., a energia
média de impacto. As grandezas requeridas s30: Z, = Zygs = 1,96,
n=10,0=1eXx = 64,46. O IC resultante de 95% é encontrado a partir
da Equacdo 8-7, como a seguir:

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

Exemplo (cont.):

_ g _ o
b et 2112/2 \/;—l = L = x -+ ZC\./Z W
64.46 — 1,96 1 = n = 6446 + 1,96 1
’ s \/'1_(5 = M= ’ 70 - /10

63.84 < . < 65.08

ou seja, baseado nos dados da amostra, uma faixa de
valores altamente plausiveis para a energia média de
Impacto para 0 aco A238 a 60°C ¢ 63,84] < < 65,08J.
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

* Interpretacao do Intervalo de Confianca:
—  Considere um intervalo com confianca 100(1-a)%;
—  Coleta-se um numero muito grande de amostras de

tamanho n, cada uma;

—  Constroem-se, para cada uma das amostras, um intervalo
de confianca, conforme explicado;

—  Entéo, aproximadamente 100(1-a)% dos intervalos assim
construidos conteriam o verdadeiro valor de .

de um intervalo de confianca ‘
para L.

BT
.1 i j A |
Fig. 8.1 Construgéo repetida ' f { i[ } { ] ]T JI { } J f jl i {

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 15 16
Numero de intervalos
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

. Nivel de Confianca e Precisao de Estimacéao
— A escolha de 95% para o nivel de confianca foi arbitréria;
— Podemos querer um nivel maior de confianca;
— O comprimento do intervalo para 95% é:

21.965/vn)

- Enquanto que para um nivel de 99% fica:

22585/

— O comprimento do intervalo mede a precisao da estimativa,;
— Se quisermos ter muita confianca, teremos menor precisao;
— Precisao e nivel de confianca estdo inversamente relacionados.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Interyalos Estatisticos para
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

. 8.2.2 Escolha do Tamanho da Amostra
— A precisdo do intervalo de confianca é:

22, a/n.

— Isto significa que quando estimamos p usando a média amostral, o
erro (vide figura) € menor ou igual a precisdo, com 100(1-a)% de
confianca;_

— Em situacOes em que o tamanho da amostra pode ser controlado,
podemos escolher n de modo que estejamos 100(1-a)% confiantes
que o erro na estimacéo de p seja menor que um limite especificado

para o erro, E.

E=emro=|% - ul

l=x=zgpalfn X i w=X+z,00/4fR

Fig. 8.2 Erro em estimar p comX.
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uma Unica Amostra



8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicdo Normal, Variancia Conhecida

. 8.2.2 Escolha do Tamanho da Amostra (cont.)

Tamanho da Amostra com Erro Especificado para
a Média, Variancia Conhecida

Se x for usada como uma estimativa de ., podemos estar
100(1 — )% confiantes de que o erro I¥ — wl ndo excederd
um valor especificado E quando o tamanho da amostra for

Zo /20 \2
n=<- f ) (8-8)

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

. 8.2.2 Escolha do Tamanho da Amostra (cont.)

- Exemplo:
Considere o exemplo das energias medidas em corpos de prova.
Queremos construir um intervalo de 95% de confianca para a
energia méedia p, com um comprimento maximo de 1J. Logo, o erro
de estimacéo é 1/2J.

- Solucao:
Temos entdo que:

E=05o0=1ez, =196

O tamanho da amostra requerido é:

zr."'r"{.}- 2 1.9{ 1 :
I (” ) ={( _ f) ] — 15,37
E 0.5

Logo, o tamanho minimo da amostra € 16.
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8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicdo Normal, Variancia Conhecida

. 8.2.3 Limites Unilaterais de Confianca
— E também possivel obter limites unilaterais de confianca para a
média y;

Limites Unilaterais de Confianca para a Média,
Varidancia Conhecida

O limite superior com 100(1 — a)% de confianca para . €

w=<uy=2x-+% Zucr/\/;l (8-9)
e o limite inferior com 100(1 — )% de confianca para . €
X —zo/Vi=1<p (8-10)
UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para

uma Unica Amostra



8.2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Conhecida

. 8.2.5 Intervalo de Confianca para p, Amostra Grande
- Se o tamanho da amostra for grande (n > 40), o teorema central do
limite implica que a média amostral tenha aproximadamente uma
distribuicdo normal, com média p e variancia o?/n.

Intervalo de Confianca para a Média, Amostras Grandes

Quando n é grande, a grandeza

X—p
S/Vn
tem uma distribui¢do normal padrdo aproximada. Conseqtien-
temente,
= s = s
X — Zy2 W S WN=X Tz "% (8-13)

¢ um intervalo de confianca para . para amostras grandes,
com nivel de confianca de aproximadamente 100(1 — a)%.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Interyalos Estatisticos para 20
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

«  Vejamos agora casos em que:
— A amostra é pequena (n < 40);
— A populagao segue uma distribui¢ao normal;
— Avvariancia é desconhecida;
«  Tais casos tém larga apllcabllldade;
«  Muitas situacOes praticas sao bem aproximadas pela
distribuigao normal.

UFMG-EST-027/031 Cap 8 Intervalos Estatlstlcos para 21
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicdo Normal, Variancia Desconhecida

« 8.3.1 Adistribuicao t

Distribuicdo t
Seja X, X,, ..., X, uma amostra aleatdria proveniente de uma
- distribuicdo normal, com média . e varidncia o> desconheci-
das. A varidvel aleatéria
o Ea (8-15)
S/Nn

tem uma distribuicdo 7, com n — 1 graus de liberdade.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Interyalos Estatisticos para
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicdo Normal, Variancia Desconhecida

« 8.3.1 Adistribuicao t (cont.)

A funcao densidade de probabilidade de ¢ é

0 = I[(k+1)/2] 1
\/u_k k/2 [(Xz/k) + 1](k+1)/2
—00 <L x < o0 (8-16)

sendo & 0 numero de graus de liberdade. A média e a variancia
da distribuicdo ¢ sdo zero e k/(k — 2) (para k > 2), respectiva-
mente.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Interyalos Estatisticos para
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

. 8 3.1 A distribuicao t (cont.)
A figura apresenta exemplos da distribuicao t para
diversos graus de liberdade k;
—  Sao0 bastante parecidas com a distribui¢cao normal;

— Addistribuicao t tem caudas mais “pesadas” (maior
densidade de probabilidade nas caudas).

Fig. 8.4 Funcg0es densidade
de probabilidade de varias
distribuicOes t.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

. 8.3.1 A distribuicéo t (cont.)

- A Tabela V (apéndice) fornece pontos percentuais da distribuicao t;

— Sejat,., o valor da variavel aleatoria T com v graus de liberdade,
acima da qual acharemos a area (probabilidade) o;

- llustrando o uso da tabela, note que o valor de t com 10 graus de
liberdade, tendo uma area de 0,05 (5%) para a direita, € ty o5 190 =
1,812, ou seja, P(Ty >ty 5. 19) = P(T1o > 1,812) = 0,05.

/\(u
ta.v

0

Table IV Percentage Points t,, , of the ¢-Distribution

o

40 25 .10 .05 .025 .01 .005 0025 .001 0005
1 325 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 127.32 318.31 636.62
2 .289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 14.089 23.326 31.598
3 277 765 1.638 2353 3.182 4.541 5.841 7.453 10.213 12.924
B 271 741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.173 8.610
5 .267 427 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.893 6.869
6 .265 718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 4317 5.208 5.959
7 263 11 1.415 1.895 2365 2.998 3.499 4.029 4.785 5.408
8 262 706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041
9 .261 703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781
10 .260 700 1.372 1.812 2228 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587

T
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

. 8.3.1 A distribuicéo t (cont.)
— A distribuicéo t é simétrica em torno de zero;
— Logo

tl-(x; v _ta; v

— Consequentemente,
to,05,10 = ~to,05; 10 = -1,812

bl -k = Lo b 0 ['a,le !

Fig. 8.5 Pontos percentuais da distribuicéo t.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Interyalos Estatisticos para
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

. 8.3.2 Intervalo de Confianca t para
- E facil encontrar um intervalos de 100(1-a)% de confianca para a
média de uma distribuicdo normal com variancia desconhecida,
procedendo essencialmente como fizemos na Secéo 8.2;
— Sabemos que a distribuicédo de

_(X—u)
'= S/vn

e t, com n-1 graus de liberdade; S
— Comt,, ,, sendo o ponto superior 1000/2% da distribuicao t, com
n-1 graus &e liberdade, podemos escrever que:

P(~tyons T <t,p04)=1-a,

- ou seja:
(X —n)
P(_ta/Z,nl S S/\/ﬁ Sta/Z,n—l :1—C¥.
UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para 27
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

. 8.3.2 Intervalo de Confianca t para p (cont.)
- Rearranjando a equacio:

(X =)
P(_ta/Z,nl < S/—\/ﬁ < ta/Z,n—l =]1-c.

— Resulta em:
P(X —t,,, 1S/ <u<X+t, S/n)=1-a,

que conduz a seguinte definicao de intervalo bilateral de com
confianca com 100(1-a)% para p.
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicdo Normal, Variancia Desconhecida

. 8.3.2 Intervalo de Confianca t para p (cont.)

Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicdo Normal, Variancia Desconhecida

Se x e s forem a média e o desvio-padrdao de uma amostra alea-
téria proveniente de uma populagdao normal, com variancia des-
conhecida o2, entdo um intervalo de confianca de 100(1 — o) %
para a média p é dado por

X — Laf2.n- I‘S'/\/;l =p=xt ta/2,n—1s/\/7’l (8"18)

sendo ., ,.; 0 ponto superior 100a/2% da distribuigao 7, com
n — 1 graus de liberdade.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma

Distribuicdo Normal, Variancia Desconhecida

. Exemplo:

Um artigo no periédico Materials Engineering (1989, Vol. II, N°. 4, pp.
275-281) descreve os resultados de testes trativos de adesdao em 22
corpos-de-prova de liga U-700. A carga no ponto de falha do corpo-de-
prova € dada a seguir (em megapascal):

19,8
15.4
11.4
19,3

UFMG-EST-027/031

10,1 14.9 T 15.4 154
18.5 7,9 12,7 11,9 11,4
14.1 17.6 16,7 15.8

3.8 13.6 11,9 11.4

Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para
uma Unica Amostra
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

. Exemplo (cont.):
A média da amostra é ¥ = 13,71 e o desvio-padrdo da amostra € s =
3,55. As Figs. 8-6 e 8-7 mostram um diagrama de caixa ¢ um grafico de
probabilidade normal dos dados de testes trativos de adesdo, respecti-
vamente. Esses graficos fornecem um bom suporte para a suposicao de
que a populag@o € normalmente distribuida. Queremos encontrar um IC
de 95% para M- Grafico de probabilidade normal

20,5

18,0 £ s0

1555

Carga na falha
C
B
o

Fig. 8.6 Diagrama de Fig. 8.7 Gréfico de

caixa e linha para os probabilidade normal dos

dados de carga de falha. dados de carga de falha.
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

. Exemplo (cont.):
— Os dados séo:

X=13,71, s=355¢e n=22,

— Os graus de liberdade sdo n-1 = 21;
— O coeficiente de confianga € 1-o. = 0,95;
— Da tabela da distribuicao t, temos o valor de tq 55, ;-

a
v 40 25 10 .05 .025 01 005 0025 001 0005
1 325 1.000 3.078 6314 12.706 31.821 63.657 127.32 318.31 636.62
2 289 816 1.886 2920 4.303 6.965 9.925 14.089 23.326 31.598
3 277 765 1.638 2.353 3.182 4541 5.841 7.453 10.213 12.924
4 271 741 1.533 2132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.173 8.610
5 267 127 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.893 6.869
6 265 718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 4317 5.208 5.959
7 263 11 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.029 4.785 5.408
8 262 .706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041
9 261 703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781
10 .260 700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587
11 260 .697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4.437
12 259 .695 1.356 1.782 2179 2.681 3.055 3.428 3.930 4318
13 259 694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.372 3.852 4.221
14 258 .692 1.345 1.761 2.145 2.624 2977 3.326 3.787 4.140
15 258 691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.286 3.733 4.073
16 258 .690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.252 3.686 4.015
17 257 689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.222 3.646 3.965
18 257 .688 1.330 1.734 2.101 2.552 2878 3.197 3.610 3.922
19 257 .688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3.883
20 257 .687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 3.850
21 257 686 1.323 1721 2.080 2518 2.831 3.135 3.527 3.819
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8.3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicdo Normal, Variancia Desconhecida

. Exemplo (cont.):
Uma vez que n = 22, temos n — 1 = 21 graus de liber-
dade para r; 10g0, #)45, = 2.080. O IC resultante é
X~ topn—1S/VN < W= + typ,-18/Vn
13.71 — 2,080(3.55)/V22 < p < 13,71 + 2,080(3.55)/V22
13,71 — 1,57 = p= 13,71 + 1,57
12,14 = p =< 15,28

O IC é razoavelmente amplo porque ha uma grande variabilidade nas
medidas do teste trativo de adesdo.
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8.4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

Certas situagOes necessitam de intervalos de confianca
para a variancia (ou para o desvio-padrao) da populacao;

«  Quando essa populacao for modelada por uma
distribuicdo normal, os intervalos aqui descritos serao
aplicaveis.

« O seguinte resultado fornece a base para construir esses
Intervalos de confianca:

Distribuicdo x*
Seja X,, X,, ..., X, uma amostra aleatdria proveniente de uma
distribuicdo normal, com média w e variancia o” e seja S* a
variincia da amostra. Entdo a varidvel aleatdria

L .
X° = 5 (8-19)
o)
tem uma distribui¢do qui-quadrado (%?), com n — 1 graus de
liberdade.
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8.4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

« Adistribuicao y2:

A funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatdria €

1 {A /’) - . .
{20 R [(kf2)—1_—x/2
X) = X e x>0 (8-20)

: s flx)
em que k € o nimero de graus de liberdade. A média e a varian-
cia da distribuicao y* sao k e 2 k, respectivamente. Vdrias distri-
buicdes qui-quadrado sdo mostradas na Fig. 8-8.

Fig. 8.8 Funcbes densidade
de probabilidade de varias
distribuicdes 2.
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8.4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

« Intervalo de confianca para a variancia:

Intervalo de Confianca para a Variancia

Se s* for a variancia amostral de uma amostra aleatéria de 7
observagdes provenientes de uma popula¢do normal, com va-
ridncia desconhecida 0, entdo um intervalo de confianca de
100(1 — )% para o? serd
(n — 1) , (= Ds
e R i U § N

g 2
er,’2,n—l Xl—cr/?._.n—l

(8-21)

sendo Y%,—1 € Xi-w2,—) OS PONLOS percentuais superior e in-
ferior 100a/2% da distribui¢io qui-quadrado, com n— 1 graus
de liberdade, respectivamente. Um intervalo de confianca
para o tem limites inferior e superior que s@o as raizes qua-
dradas dos limites correspondentes na Equacdo 8-21.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para
uma Unica Amostra



8.4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

« Intervalo de confianca para a variancia
Exemplo:

Enchimento de Detergente

Uma méquina automdtica de enchimento é usada para encher garrafas
com detergente liquido. Uma amostra aleatéria de 20 garrafas resulta
°m uma variancia amostral de volume de enchimento de s* = 0,0153
onga fluida)®. Se a variancia do volume de enchimento for muito gran-
de, existird uma propor¢ao inaceitdvel de garrafas cujo enchimento nao
‘oi completo ¢ cujo enchimento foi em demasia. Consideraremos que o
volume de enchimento seja distribuido de forma aproximadamente nor-
mal. '
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8.4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

« Intervalo de confianca para a variancia
Exemplo (cont.):

Um intervalo superior de confianca de 95% € encontrado a partir
da Equacdo 8-22 conforme se segue:

= i 2
g D2
X0,95.19

ou

, (19)0,0153 _ )
o= —'W" = 0,0287 (onga fluida)”

£ssa tltima afirmacdo pode ser convertida em um intervalo de confian-
ca para o desvio-padrio o, extraindo a raiz quadrada de ambos os la-
dos, resultando em

o=0,17
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8.5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

. Com fregliéncia, nos deparamos com a necessidade de construir
Intervalos de confianca para a proporcéao de uma populacéao;

. Por exemplo, suponha que de uma amostra de tamanho n tenha
sido retirada de uma grande (talvez infinita) populacdo e que X
(< n) observacOes nessa amostra pertencam a uma classe de
Interesse;

. Entao, .
P=X/n,

e um estimador pontual da proporcdo p da populacdo que
pertence a essa classe de interesse.
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8.5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

. A distribuicao do estimador pontual p € aproximadamente
normal com meédia p e variancia p(1-p)/n, se:
— p ndo estiver muito proximo de O ou de 1 e se
- n for relativamente grande
(tipicamente, precisamos de np e n(1-p) maiores que ou igual a 5);
. Faremos uso da aproximacao normal:

Aproximacdo Normal para uma Proporcdo Binomial
Se n for grande, a distribuicao de
7= X—np - Py
Viplle=p) = pll- p)

serd aproximadamente normal padrio.
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8.5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

. Intervalo de confianca para a proporgao
—  Por raciocinio analogo aos anteriores, chegamos que o intervalo
aproximado de confianca de 100(1-0)% para p é:

Intervalo Aproximado de Confianca para uma
Proporcdo Binomial
Se p é a propor¢ao de observagdes em uma amostra aleatoria
de tamanho n que pertenca a uma classe de interesse, entao
um intervalo aproximado de confianga de 100(1 — a)% para
a propor¢do p da populagdo que pertenca a essa classe €

oL - s vEen
[5 5 Ert,"?.\,'jp(Tp =p=pt Za,"Z\;’_(—ﬁ_ (8-25)

sendo z,,, 0 ponto superior a/2% da distribui¢do normal pa-
drdo.
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8.5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

. Intervalo de confianca para a proporcao (cont.)
- Exemplo:

Mancais de Eixos de Manivela

Em uma amostra aleatéria de 85 mancais de eixos de manivelas de
motores de automdveis, 10 tém um acabamento de superficie que € mais
rugoso do que as especificagdes permitidas. Conseqlientemente, uma
estimativa pontual da propor¢éo de mancais na populagdo que excede &
especificacdo de rugosidade é p = x/n = 10/85 = 0,12. Um intervalo
bilateral de confianga de 95% para p € calculado da Equagio 8-25 como
[p(1 — p) % /p(1 — p)

P~ 2os\ T g =p=p T zo0ms N

A~

ou
{0,12(0.88) 10.12(0.88)
Q:12:= 196\/T =p= 012 1.96\/T
que simplifica para
0,05=p=0,19
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8.5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

o Escolha do Tamanho da Amostra

Tamanho de Amostra para um Erro Especificado em uma
Distribuicdo Binomial

= (Z:f)“p(l —p) (8-26)

. Observacoes:
— Uma estimativa de p é requerida para usar a equacao acima;
— Se uma estimativa anterior for disponivel, ela podera substituir p;
- Caso contrario, uma amostra preliminar (amostra piloto) podera
ser retirada e a proporcéo estimada;
= Outra possibilidade é utilizar o pior caso, p = 0,5 (por qué?):

Zap2 Vo ,
n= (0,25) (8-27)
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8.5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

o Escolha do Tamanho da Amostra
- Exemplo:

Mancais de Eixos de Manivela

Considere a situagéio do Exemplo 8-7. Quio grande dever4 ser a amos-
tra, se quisermos estar 95% confiantes de que o erro em usar p para
estimar p € menor do que 0,05? Usando p = 0,12 como uma estimativa
inicial de p, encontramos, da Equacéo 8-26, que o tamanho requerido
da amostra é

{20,025 ZA_ oy [ 196 £ s .
7 —( & ) p(1 = p) (—0’05> 0,12(0,88) = 163

Se quiséssemos estar no minimo 95% confiantes de que nossa estimati-
va p da propor¢do verdadeira p estivesse dentro de 0,05, independente-
mente do valor de p, entdo usariamos a Equag@o 8-27 para encontrar o
tamanho da amostra

£) 2 2
Zo.025 \~ 1.96\*
= — 0,25) =1 —— ) (0,25) =
n (F)( ) (0505>(v ) = 385

#
-
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8.6 Roteiro para a Construcao de
Intervalos de Confianca

Tabela 8.1 Guia para Construir Intervalos de Confianca e
Fazer Testes de Hipoteses, Caso para Uma Amostra.

Pardmetro a ser
Limitado pelo

Intervalo de Secdo do Secdo do

Confianc¢a ou Testado Intervalo de Teste de

com uma Hipdtese? Simbolo  Outros Parametros? Confianca Hipoteses Comentdrios

Meédia de i) Desvio-padrio 8-2 9-2

distribuicdo normal conhecido o '

Média de distribui¢do e Tamanho de amostra 8-2.5 9-2.5 Amostra de

arbitrdria para amostra grande o suficiente para grande tamanho

de grande tamanho aplicar o teoremado limite ¢ freglientemente
central, sendo o tomada como
essencialmente conhecido n =40

Média de T Desvio-padrao ¢ 8-3 9-3

distribuicdo normal desconhecido e
estimado

Variancia (ou desvio- - Média p. desconhecida 8-4 9-4

padrdo) de ¢ estimada

distribuicdo normal

Proporcao de p Nenhum 8-5 9-5

uma populacdo
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8.7 Intervalos de Tolerancia e de Previsao

. 8.7.1 Intervalo de Previsdo para uma Observacédo Futura

Intervalo de Previsdo

Um intervalo de previsao de 100(1 — «) % para uma obser-
vacdo futura a partir de uma distribuicéio normal é dado por
il

¥ = l(t/ZJz*ls\/l A ;I_ = Xp+1 =

= 1 _
X+ lopy ls\,’ Lor 1 (8-29)

. 8.7.2 Intervalo de Tolerancia para uma Distribuicdo Normal

Intervalo de Tolerancia

Um intervalo de tolerancia para capturar no minimo y% dos
valores em uma distribui¢do normal, com nivel de confianca
de 100(1 — &)%, é

X:=-ks; X +ks
sendo k um fator do intervalo de tolerancia encontrado na Ta-
bela XII do Apéndice. Valores sdo dados paray = 90%, 95%
€ 99% e para 90%, 95% e 99% de confianga.

UFMG-EST-027/031 Cap. 8 - Intervalos Estatisticos para
uma Unica Amostra



8.7 Tabela com Resumo dos Procedimentos
de Inferéncia para uma Unica Amostra

Resumo dos Procedimentos para Intervalo de Confianca para Uma Amostra

Estimativa Intervalo Bilateral de
Caso Tipo de Problema Pontual Confianca de 100(1 — a)%
1. Média ., com variincia o conhecida 2 X = Zam o/Vn < p=x+ za,zo/\/r_z
2 Média p de uma distribui¢ao normal com -~ - -
il . X X— t sV =spusXx+t _15/Vn
variancia o desconhecida W=l M B2y m==
R 08 0 g 2 (n - 1)52 2 (n — 1)S2
3 Variancia o* de uma distribui¢ao normal s S =0T =—0——
Xar2,n—1 X1—ar2,n—1

4. Propor¢ao ou pardmetro de uma
distribui¢dao binomial p

SN

. pd — p) . 6l = p)
D — Zan E_n‘LSPSP"‘Za/z p_;_p_
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Coeficiente de confianca

Distribuicao qui-
guadrado

Distribuicdo t

Erro de Estimacao

Intervalo bilateral de
confianga

Intervalo de confianca

Intervalo de confianca
para a variancia de
uma distribuicao
normal

Intervalo de confianca
para amostra grande

Intervalo de confianga
para uma proporc¢ao
da populacgao

Intervalo de previsao

Intervalo de toleréncia

Intervalos de confianca
para a média de uma

distribuicéo normal

Limites unilaterais de
confiancga

Nivel de confianca

Precisdo de estimacgao
de parametros
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