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Objetivos de Aprendizagem

ApOs estudo cuidadoso deste capitulo vocé devera ser capaz de:

1. Utilizar a regressao linear para construir modelos empiricos para dados em
engenharia e ciéncia;
2. Entender como o0 métodos dos minimos quadrados € utilizado para estimar

0s parametros em um modelo de regressao linear;

3. Analisar os residuos para determinar se 0 modelo de regressao € uma ajuste
adequado aos dados ou para ver se alguma hipoétese basica foi violada,

4. Testar hipoteses estatisticas e construir intervalos de confiancga para 0s
parametros dos modelos de regressao;

5. Utilizar o modelo de regressao para fazer predi¢oes de observagoes futuras
e construir um intervalo de predicao apropriado para a observacao futura;

6. Aplicar o modelo de correlagéo;
7. Utilizar transformacdes simples para obter um modelo de regressao linear.
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11.1 Modelos Empiricos

«  Muitos problemas em engenharia e ciéncia envolvem a
exploracao da natureza da relacdo entre duas ou mais
variaveis.

- Aanalise de regressao € uma técnica estatistica que €
bastante util para tais tipos de problemas.

«  Por exemplo, em um processo quimico, suponha que o
rendimento do produto esteja relacionado a temperatura
de operacao do processo.

« A analise de regressdo pode ser utilizada para construir
um modelo para prever o rendimento em um dado nivel
de temperatura ou tambem pode ser utilizada para
otimizacao de processos, tal como encontrar o nivel de
temperatura que maximiza o rendimento.
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11.1 Modelos Empiricos

Tabela. 11.1 Niveis Nimero da Nivel de Hidrocarboneto Pureza

Observacao x (%) ¥ (%)
de OxIigénio e de : 0199 —_—
- 2
Hidrocarbonetos. : ie e
4 1,29 93,74
5 1,46 96,73
6 1,36 94.45
7 0,87 87,59
8 1,23 91,77
9 1:55 99,42
10 1,40 93,65
11 1,19 93,54
12 1,15 92,52
13 0,98 90,56
14 1,01 89,54
15 1,11 89,85
16 1,20 90,39
17 1,26 93,25
18 1,32 93,41
19 1,43 94,98
20 0,95 87.33
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11.1 Modelos Empiricos

102 | ] T T | I T T T T T E
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Fig. 11.1 Diagrama de & .ol :
. ~ T 93+ =
dispersao da pureza de § " |
oxigénio versus nivel & T« . -
de hidrocarbonetos da - g :
Tab 101 g}'_r PR R S TS R IR |
0,87 1,07 1,27 1,47 1,67
Nivel de hidrocarboneto (%)
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11.1 Modelos Empiricos

« Baseado no diagrama de dispersao, € provavelmente
razoavel assumir que a média da variavel aleatoria Y esteja
relacionada a x pela seguinte relacao linear

ECY]X) =y = Bo + BiX,
em que a inclinacéo e a intersecao da linha sdo chamados
coeficientes de regressao.

« O modelo de regressao linear simples (porgue possui
apenas uma variavel independente ou regressor) € dado
por

Y =Bo+ Px te,
sendo € o0 termo de erro aleatorio.
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11.1 Modelos Empiricos

» Pensaremos no modelo de regressao como um
modelo empirico.

» Suponha que a média e a variancia de € sejam O e
o2, respectivamente. Entao

E(Y|X) = E(By+ Byx +¢)
= By + Pyx + E(e)

= Bo + P1X.

A variancia de Y, dado x, é
VIY[X) = V(By+Byx+e)

= V(By + Bx) + V() =0 + o2
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11.1 Modelos Empiricos

« O modelo verdadeiro de regressao é uma linha de valores
médios
My = Bo + B1X,
em que a inclinacao 3, pode ser interpretada como a
mudanca na média de Y, para um mudanca unitaria em x.

« Também, a variabilidade de Y, em um valor particular de
X, € determinada pela variancia do erro, 2.

« Isso implica que ha uma distribuicdo de valores de Y em
cada X e que a variancia dessa distribuicdo € a mesma em
cada Xx.
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11.1 Modelos Empiricos

T4 .
(Pureza do
OXigénio) |
i ‘\ Linha verdadeira
Bo+B 29— —————— —— — — — — de regressao
l tylx =Bo+ Bix
| =75+ 1bx
Bo+pB;(1,00) - —————— |
| |
l |
l |
I l
1 1
x=1,00 x=1,25 x (Nivelde

hidrocarboneto)
Fig. 11.2 A distribuicao de Y para um certo valor de x, para os dados
da pureza do oxigénio-hidrocarboneto.
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11.1 Modelos Empiricos

« Abusos da Regressao
Lembre-se que:

— uma forte assouac;ao observada entre as variaveis nao
Implica necessariamente gue existe relacao causal entre
aguelas variaveis;

— 0 planejamento de experimentos € a tunica forma de
determinar relagGes causais;

— relagOes de regressao sao validas somente para valores
do regressor dentro da faixa dos dados originais;

— em outras palavras, modelos de regressao nao sao
necessariamente validos para finalidade de
extrapolacao.
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11.2 Regressao Linear Simples

O caso de regressao linear simples considera um
unico regressor (ou preditor) x e uma variavel
dependente (ou variavel resposta) Y.

O valor esperado de Y para cada valor x e
ECY[X) = Bg + BiX.

Consideramos que cada observacao, Y, possa ser

descrita pelo modelo

Y =Pg + PiX t g,
em que g e O erro aleatorio com média zero e
variancia c?.
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11.2 Regressao Linear Simples

« Suponha que tenhamos n pares de observacoes (X, Y4), -
(X,, Y,,), como visto na Fig. 11.3.

4 4
Val
obseravgéiss ) /"?
Fig. 11.3 Desvios " Linha estimada
dos dados em relaco Jeiedressao
ao modelo estimado
de regressao.
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11.2 Regressao Linear Simples

« O metodo dos minimos quadrados é utilizado para estimar
0S parametros 3, e B,, pela minimizagéo da soma dos
quadrados dos desvios verticais na Fig. 11.3.

Y
Valores
observados (y) ~ 3

T

Fig. 11.3 Desvios > e sinac
dos dados em relacdo 1/1/]//[ de regresséo
-

o~

ao modelo estimado
de regressao.
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11.2 Regressao Linear Simples

 Utilizando a equacao
Y =B+ PiX +e
as n observacdes na amostra podem ser expressas
como
Vi =By + BrX;+ &, i=1, ...
« A soma dos quadrados dos desvios das

observacoes em relacéo a linha de regressao e
dada por

L = 241" 6% = 2" (Vi - Bo - BoXi)?
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11.2 Regressao Linear Simples

* Os estimadores de minimos quadrados de 3, e B,
guais sejam g, e 3,,devem satisfazer a

aL L o, Fa)
B ;= 22 0= BB =0
D ﬂD" E'] [= 1
oL -
Bl . = 22 0= Bo— Bixdx =0
1 BD, By =1
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11.2 Regressao Linear Simples

 Simplificando essas duas equacoes, resulta em
"30'*@12%: 2)’1‘.

i=1 i=1

Bo Elx; + By 2 xF =D yix,
i= i=1 i=1
Essas equacoes sdo denominadas de equacoes dos
minimos quadrados. As solucOes para as equacoes
normais resulta nos estimadores de minimos

quadrados 3, e 4.
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11.2 Regressao Linear Simples

 Definicao:

As estimativas de minimos quadrados da interse¢do
e da inclinagdo no modelo de regresséo linear simples
sdo

Bo=5— B (10.7)

emque 5 = (IUmZic1y; e % = (UIZi=1 x,
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11.2 Regressao Linear Simples

« A linha estimada de regressao ou linha ajustada de regressao &
consequentemente

)7 — 180 + /le-
Note que cada par de observacéo satisfaz a relacéo
Yi =6+ Bx+e, 1=1...n,
sendo que
& =Y, -V
e chamado de residuo. O residuo descreve o erro no ajuste do modelo

para a i-esima observacao y;. Mais adiante, usaremos os residuos para
fornecer informacéo sobre a adequacao do modelo ajustado.
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11.2 Regressao Linear Simples

« Em termos de notacéo, e conveniente dar simbolos especiais aos
numerador e ao denominador da Eg. (10.8). Tendo os dados (X4, Y;), -,

(X, ¥n), faca

SRR WS (ij

Z(Y. Y)(% —X) = Zn:xyl (ijnt.zt‘y'j_
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11.2 Regressao Linear Simples

« Exemplo
11.1:

UFMG-EST-027

Ajustaremos um modelo de regressao linear simples aos dados
de pureza de oxigénio na Tabela 11.1. As seguintes quantida-
des podem ser computadas:

20 20
n=20 > x=2392 D y = 184321

i=1 i=1

x=120 y=92,16

20 20 20
> y? = 17004453 > x?=2929 > xy; = 2.214,66

i=1 i=1 i=1

( §) )2

20 et Ky 2

s R A A _ 2392 _ 63
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11.2 Regressao Linear Simples

« Exemplo 20 20
11.1 (cont.): 20 (121 xi) (l,gl Yi
xy — 2 XiYi — 20

(23,92)(1.843,21)

= 10,1
20 0,18

= 2.214,66 —

Logo, as estimativas de minimos quadrados da inclinagdo e da
interse¢ao sao

s Sy 10,18
Xy ;
— o — 4
B S~ 068 14,97
c
Bo =7 — BT = 92,16 — (14,97)120 = 74,20
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11.2 Regressao Linear Simples

« Exemplo O modelo ajustado da regressdo linear simples ¢

11.1 (cont.): = 74,20 + 14,97x

Esse modelo € plotado na Fig. 11.4, juntamente com os dados
da amostra. Temos considerado duas casas decimais no cal-
culo desses coeficientes de regressao.

102 T T T T T T T T

O
%]
| [T A

Fig. 11.4 Diagrama de dispersao da
pureza do oxigénio, Yy, versus o
nivel de hidrocarbonetos, x, e 0
modelo de regressao y =74,20+14,97x .

(o] O
w [0)]
T T T T T T

Pureza de oxigénio, y (%)

O
o
L T

L)
87 ! L B TE— 1 A L 1 1 L n L 1 L s L
0,87 1,07 1,27 1,47 1,67
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11.2 Regressao Linear Simples

«  Exemplo Tabela 11.2 Saida do Minitab® para 0s
11.1 (final): dados de pureza do oxigénio.
Programas computacionais sao Andlise deRegressio
largamente empregados nos
modelos de regressao. B S

A Tabela 11.2 mostra parte de v =743 + 149
uma saida do Minitab® para TN

Coeficiente Desvio-padrao T P
esse problema. Constante 74,283 1593 46,62 0,000
x 14,947 1317 1135 0,000

Nas proximas secoes, daremos
explicacOes para as outras S = 1,087 R*=877% R’ (ajustado) = 87,1%
informagdes disponibilizadas
nessa saida do computador.

Analise de Variancia

Fonte DF SQ MQ F P
Regressdo 1 152,13 152,13 128,86 0,000
Erro 18 21,25 1,18
Total 19 173,38
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11.3 Propriedades dos Estimadores de
Minimos Quadrados

* Propriedades da inclinacao:

E(,Bl) — 181
2
~ o
\Y (181) — S
- Propriedades do intercepto:
E(,Bo) — :Bo’
; 1 X°
V =0’ =+ .
(ﬂo) o {n Sxx:|
UFMG-EST-027 Cap. 11 - Regressao Linear Simples e

Correlacéao



11.3 Propriedades dos Estimadores de
Minimos Quadrados

« A soma dos erros quadréticos e

Ze —Z(y. 9,)°

Pode ser mostrado que 0 valor esperado da soma dos erros
quadraticos €

E(SQg) = (n - 2)a2
 Por conseguinte, um estimador ndo-tendencioso de ¢? é

6° = SQc , (10.17)
n—-2
em que 0 SQg pode ser facilmente calculado como

SQe =3Q; _:élsxy’ com SQ; = Z(yu - y)z
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11.3 Propriedades dos Estimadores de
Minimos Quadrados

» Definicao:

Em uma regressao linear simples, o erro-padrao estima-
do da inclinacio é

o A2
se(By) = ,/g—

XX

e 0 erro-padrio estimado da intersec¢ao é

se(Bo) = \/ 6-2[1 + ﬁ]
e

XX

em que o~ ¢ calculada a partir da Eq. 10.17.
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t

* Suponha que desejamos testar a hipotese de a
Inclinagao ser igual a uma constante, como B, ,.

As hipoteses apropriadas sao
Ho: B1 = B1yo

Hi: By # By

« Uma estatistica apropriada seria

_ 181 _181,0 .

T
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t
A estatistica de teste poderia tambem ser escrita

como
,Bl _,Bl,o

T, ===,
se(f,)
* Rejeitariamos a hipotese nula se

‘tO‘ > t05/2,n—2 .

UFMG-EST-027 Cap. 11 - Regressao Linear Simples e
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t

 Similarmente, podemos testar a hipotese sobre a
Intersecao ser igual a uma constante, digamos, B .
Para testar

Ho: Bo = Boo

Hl BO # B0,0
usaremos a estatistica

N

. ,30 _,Bo,o _ /60 _ﬂo,o

°_JA{1 22}_ se(f,)
—+
n S,
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t
* Rejeitariamos a hipotese nula se

‘tO‘ > ta/2,n—2 .
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t

« Um caso especial importante das hipoteses da
Inclinacao e

Ho: B =0

H,:B,#0

l.
Estas hipoteses se relacionam a significancia da
regressao.

» Falhar em rejeitar H, € equivalente a concluir que
nao ha relagao linear entre x e Y, situacao ilustrada
na Fig. 11.5.
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t

¥ ¥

x x
L) (bl

Fig. 11.5 A hipdtese H,: 3, = 0 ndo é rejeitada.
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t

Ll (B

Fig. 11.6 A hipdtese H,: 3, = 0 e rejeitada.
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t

« Exemplo
11.2:

UFMG-EST-027

Testaremos a significancia da regressao usando o modelo para os
dados de pureza do oxigénio do Exemplo 11.1. As hipoteses sao

Hy: By =0
H:B; #0
e usaremos a = 0,01. Do Exemplo 11.1, temos
B, = 1497 n =20, S, =068, & =117

logo, a estatistica ¢ na Eq. 10.20 se torna

B _ B 1497
° NGBS, se(B)  V1.17/0.68

Jaque o valor de referéncia de € £, 5., = 2,88, 0 valor da esta-
tistica de teste estd bem inserido na regido critica, implicando que
H,: B, = 0 deve serrejeitada. O valor P para esse teste ¢ P = 1,13
X 1077, Ele foi obtido manualmente com uma calculadora.

= 11,41

Cap. 11 - Regressao Linear Simples e
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.1. Uso de Testes t Tabela 11.2 Saida do Minitab® para 0s

dados de pureza do oxigénio.
« Exemplo

Analise de Regressao

1 1 . 2 (fl n a ) : A equacgao de regressado €

O resultado anterior -7+ 1
eStava dIS Oonlvel na Preditor  Coeficiente Desvio-padrao T P

1{ 1Nt ® Constante 74,283 1,593 46,62 0,000
saida do Minitab®, :
reprOdUZIda na S = 1,087 R?* = 87,7% R? (ajustado) = 87,1%
Tabe I a 1 1 ' 2 Anadlise de Variancia

Fonte DF SQ MQ F P
Regressio 1 152,13 152,13 128,86 0,000
Erro 18 21,25 1,18
Total 19 173,38
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.2. Abordagem de Analise de Variancia para
Testar Significancia de Regressao

* A equacao basica da analise de variancia € dada
a sequir

2 i — ¥ = 2 (5 —7)° + E (i — 9% (10.25)
 Simbolicamente

SOr = S0r + S0 (10.26)
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.2. Abordagem de Analise de Variancia para
Testar Significancia de Regressao

- Se a hipotese nula, Hy: B; = 0, for verdadeira, a
estatistica

SOp/l _ _ MOg (10.28)

Fo = Souln—2) — MO;

segue uma distribuicao F, ., e rejeitamos H, se
acontece que fy > f,. 1. 0.
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.2. Abordagem de Analise de Variancia para Testar Significancia
de Regressao

« As quantidades MQg = SQg/1 e MQg = SQ¢/(n-2) sdo denominadas
medias quadraticas.

O procedimento de teste € geralmente arranjado em uma tabela de
analise de variancia

Tabela 11.3 Analise de  Fonte de Soma Graus de Média
Variancia para Testar a Variacdo  Quadratica* Liberdade Quadratica* F,
SlgnIfIC?.nCIa da Regressdo SO, = B,S,, 1 MO,  MQO/MO;
Regressao. Erro SQ;=50;,— B,S, n-—2 MO,

Total SO, n—:1

Note que MQ, = G2
*Em inglés, soma quadratica e média quadratica sdo abreviadas por SS e MS,
respectivamente. (N.T.)
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11.4 Testes de Hipoteses na
Regressao Linear Simples

11.4.2. Abordagem de Analise de Variancia para

Testar Significancia de Regressao

° Exem p I 0 Usaremos a abordagem de analise de varidncia para testar a

11.3:

UFMG-EST-027

significadncia da regressdo usando os dados de pureza do
oxigénio do Exemplo 11.1. Lembre-se de que SQ, = 173,37,
B, = 14,97, §,, = 10,18 e n = 20. A soma quadratica devido a
regressdo €

SO = B.S,, = (14,97)10,18 = 152,39

e a soma quadratica devido ao erro é

SOz = SOr — SO&
= 173,37 — 152,39
= 20,98

A analise de variancia para testar ,: B, = 0 esta resumida
na Tabela 11.2. A estatistica de teste f, = MQO/MQ, = 152,39/
1,17 = 130,25, para a qual encontramos o valor P como sendo
P=1,13 X 107%; logo, concluimos que B, nio € zero.

Cap. 11 - Regressao Linear Simples e
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11.5 Intervalos de Confianca

11.5.1. Intervalos de Confianca para a Inclinacao

e Intersecao

Ni~rAan- Sob a suposicdo de que as observagdes sejam normal e
o
Defini QaO " independentemente distribuidas, um intervalo de confian-
cade 100(1 — a)% para a inclina¢do 3, na regresséo linear
simples €

B - =B e
1 al/2, 2 Sxx 1 1 al2,n—2 Sx_x (10.31)

Similarmente, um intervalo de confianc¢a de 100(1 — )%
para a interse¢ao [3, na regressao linear simples €

A —
Bo= laa b \/02[-1- + x_]
S

<Bo=Po + taj2.n—2 \/&2[1 + i—]

7 o
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11.5 Intervalos de Confianca

11.5.1. Intervalos de Confianca para a Inclinacao

e Intersecao

« Exemplo
11.4:

UFMG-EST-027

Encontraremos um intervalo de confianga de 95% para a incli-
nacao da linha de re gressﬁo usando os dados no Exemplo 11.1.

Lembre-se de que B, =14,97.5 = =0,68¢e 6> =1, 17 (ver

H XX

Tabela 10.2). Entdo, da Eq. 10.31, encontramos

. 52 A 52

Bi — t02518 /5~ =B1=B1 *+ 1002518 \/ —
Sex Srx

ou

1,17 a7
1497 -3, LA
97 = 2,101 | /e = By = 14,97 + 2,101 T

Isso simplifica para
1221 =B, = 17,73
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11.5 Intervalos de Confianca

11.5.2. Intervalos de Confianga para a Resposta
Media
 Definicao:
Um intervalo de confianc¢a de 100(1 — «)% em torno da res-
posta média no valor de x = x,, como Hy, ¢ dado por

e
ﬁ'Yixo — lappn—2 \/&2[-1- + (xo %) ]
n S

TR
= Myix, = Byix, T farzn—2 \/6-2[1 + Lt ] (10.33)
n S o

sendo fyix, = Bo + BiXocalculado a partir do modelo
ajustado de regressao.
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11.5 Intervalos de Confianca

11.5.2. Intervalos de Confianca para a Resposta

Meédia

e Exem |O Para os dados do Exemplo 11.1, construiremos um intervalo de

11.5:
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confianga de 95% em torno da resposta média. O modelo ajus-
tado € [y, = 74,20 + 14,97x, e o intervalo de confianga de 95%
para Uy, €encontrado da Eq. 10.33 como

2
Pylx, = 2,101 \/1,17[ g = Le2l) ]

07 068

Suponha que estejamos interessados em prever a pureza mé-
dia do oxigénio quando x, = 1,00%. Entdo

fyi, = 74,20 + 14,97(1,00) = 89,17
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11.5 Intervalos de Confianca

11.5.2. Intervalos de Confianca para a Resposta

Média
« Exemplo
11.5 (cont.):
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e o intervalo de confianga de 95% ¢

1 (1,00 — 1,20)%
89,17 + 2,101 \/
[ l’17[20 * 0,68 ]]

89.17 =975

ou

Por conseguinte, o intervalo de confianga de 95% para py, oo €

Cap. 11 - Regressao Linear Simples e 44
Correlacéao



11.5 Intervalos de Confianca

11.5.2. Intervalos de Confianca para a Resposta

Média
« Exemplo
11.5 (cont.):
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Repetindo esses calculos para varios valores de x,, podemos
obter limites de confianca para cada valor correspondente de
Uy, - AFig. 11.7 apresenta o diagrama de dispersd@o com o mode-
lo ajustado e os correspondentes limites de confianga de 95%,
plotados como linhas inferior e superior. O nivel de confianca
de 95% se aplica apenas ao intervalo obtido de um valor de x e

ndo ao conjunto inteiro de valores de x. Note que a largura do

intervalo de confianga para [ty aumenta a medida que |xO = )?I
aumenta.
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11.5 Intervalos de Confianca

11.5.2. Intervalos de Conflan(;a para a Resposta
Média 102_‘ : . : —

99 -
Fig. 11.7 Diagrama de
dispersao dos dados de
pureza de oxigénio do
Ex. 10.1, com a linha
ajustada de regressao e
os limites de confianca
de 95% para piyy,-

93

Pureza de oxiaénio. v (%)

I

87
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11.6 Previsao de Novas
Observacoes

« Uma aplicacido importante de um modelo de
regressao é prever novas (ou futuras) observacoes
Y, correspondentes a um valor especificado do
regressor X.

¢ Se xo for o valor de interesse do regressor, entao
,Bo +ﬂ1

sera a estimativa de um novo (ou futuro) valor da
resposta Y,,.
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11.6 Previsao de Novas
Observacoes

 Definicao:

Um intervalo de previsio de 100(1 — o)% para uma ob-
servacdo futura y,, em um certo valor x,, ¢ dado por

=
Yo " lapu-2 \/&2[1 -+ 1 i (X0 — X) ]

n Dy

A T e
5 0
=Vo=Yo t Lyp, > \/0 [1 + = + 5 ] (10.35)

O valor y, € calculado a partir do modelo de regressdo
¥ — Do tBix,.
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11.6 Previsao de Novas
Observacoes

« Exemplo
11.6:
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Para ilustrar a construcdo de um intervalo de previsdo, supo-
nha que usemos os dados no Exemplo 11.1 para encontrar um
intervalo de previsdo de 95% para a proxima observagdo da
pureza de oxigénio em x, = 1,00%. Usando a Eq. 10.35 ¢ lem-
brando, do Exemplo 10.6, que 3, = 89,17, encontramos que o
intervalo de previsao é

2
89,17 z,lol\/l,”[l L1, (100 — 1,20) ]

20 0,68

2
=< yo = 89,17 + 2,101\/1,17[1 " 210 e (1,000—681,20) ]
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11.6 Previsao de Novas
Observacoes

o Exemplo que simplifica para
11.6 (cont): 86,78 = y, =< 91,56

Repetindo os calculos anteriores para diferentes valores
de x,, podemos obter os intervalos de previsdo de 95%, mos-
trados graficamente na Fig. 11.8, através das linhas superior
e inferior em torno do modelo ajustado de regressdo. Obser-
ve que esse grafico mostra também os limites de confianca
de 95% para U, calculado no Exemplo 11.5. Ele ilustra que
os limites de previsao sao sempre mais largos que os limites de
confianca.
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11.6 Previsao de Novas

Observacoes
« Exemplo (cont): w7
Fig. 11.8 Diagrama de
dispersao dos dados de < "
pureza de oxigeniodo Ex. 5
11.1, com a linha gjustada &
de regressao e os limites de % 93
previsdo (linhas mais g |
externas) de 95% e os 90
limites de confianca de 95% '
para MY|XO' & 087 1,o7l 127 1,47' — 1,67
Nivel de hidrocarboneto (%)
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11.7 Calculo da Adequacao do
Modelo de Regressao

Ajustar um modelo de regressao requer varias
SUposIcOes:
1. Os erros sao variaveis aleatorias nao correlacionadas
com media zero;
2. Os erros tém variancia constante; e
3. Os erros sdo normalmente distribuidos.

Os analistas devem sempre duvidar da validade
dessas suposicoes e conduzir analises para
examinar a adequacao do modelo que se esta
testando.
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11.7 Calculo da Adequacao do
Modelo de Regressao

11.7.1 Analise Residual
«  Osresiduos de um modelo de regressao sao
&=Y-ynl=12,.
em gue y; € uma observa(;ao real e y; € o valor ajustado
corresponde, proveniente do modelo de regressao;

« A analise dos residuos é frequentemente util na
verificacdo da suposicao de que 0s erros sejam
distribuidos de forma aproximadamente normal, com
variancia constante, assim como na determlnagao da
utilidade dos termos adicionais no modelo.
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11.7 Calculo da Adequacao do
Modelo de Regressao

11.7.1 Analise Residual ~_

= - ¥ -
a 0 —
- L] ™

Fig. 11.9 Padroes de )
comportamento para

graficos de residuos,

(a) satisfatorio, (b)

funil, (c) arco duplo, °————
(d) n&o linear.
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11.7 Calculo da Adequacao do
Modelo de Regressao

11.7.1 Analise Residual

«  Exemplo
11.7:

UFMG-EST-027

O modelo de regressao para os dados de pureza de oxigénio
no Exemplo 11.1¢ 3 = 74,20 + 14,97x. A Tabela 11.5 apre-
senta os valores observados e previstos de y, para cada valor
de x proveniente desse conjunto de dados, juntamente com o
residuo correspondente. Esses valores foram calculados usan-
do o Minitab e mostram o nimero tipico de casas decimais
na saida do computador. Um grafico de probabilidade normal
dos residuos é mostrado na Fig. 11.10. Visto que os residuos
caem aproximadamente ao longo de uma linha reta na figura,
concluimos que ndo ha um sério desvio da normalidade. Os
residuos sdo também plotados contra os valores previstos 3
na Fig. 11.11 e contra os niveis de hidrocarbonetos x, na Fig.
11.12. Esses graficos ndo indicam qualquer inadequacgio sé-
ria do modelo.
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11.7 Calculo da Adequacao do

Modelo de Regressao

11 7 1 Anéllse ReS|dua| Nivel de Pureza de Valor Residuo,
Y Hidrocarboneto,x Oxigénio, y Previsto, y e=y—
«  Exemplo
11.7 nt ) 1 0,99 90,01 89,069009  0,940991
.7 (cont.): 2 1,02 89,05  89.518136 —0468136
3 1,15 91,43 91,464353  —0,034353
4 1,29 93,74  93,560279  0,179721
5 1,46 96,73 96,105332  0,624668
6 1,36 94,45 94,608242  —0,158242
7 0,87 87,59 87,272501  —0,317499
8 1,23 91,77 92,662025  —0,892025
9 1,55 99,42  97,452713 1,967287
10 1,40 93,65 95207078  —1,557078
11 1,19 93,54  92,063189  1,476811
12 1,15 92,52 91,614062  0,905938
Tabela 11.5 Dados de 13 0,98 90,56 88919300  1,640700
D de Oxiaénio d 14 1,01 89,54 89,368427  0,171573
reza de Oxiaénio do 15 1,11 89,85 90,865517  —1,015517
u Val 9 16 1,20 90,39  92,212898  —1,822898
_ _ res 17 1,26 93,25 93,111152  0,138848
Ex. 11 1’ alo 18 1,32 93,41 94,009406  —0,599406
I i 19 1,43 94,98 95,656205  —0,676205
Previsto e Residuos. 20 0,95 87,33 88,470173  —1,140173
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11.7 Calculo da Adequacao do
Modelo de Regressao

11.7.1 Analise Residual

° Exemp|0 99:91||||||i11|1|1]||||
11.7 (cont.): L 99t —
g 95
£
o 80
o
£
5 50
- 7 = Y
Fig. 11.10 Grafico g 20
de probabilidade g s
normal dos residuos, < || )
EX'11'7' 0 T YT T Y Y S Y T N O Ty
-1,9 -0,9 0,1 1,1 2,1
Residuos
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11.7 Calculo da Adequacao do

Modelo de Regressao

11.7.1 Analise Residual

«  Exemplo
11.7 (cont.):

Residuos

&
&on

I I

Fig. 11.11 Gréfico dos

residuos versus pureza
prevista do oxigénio, y,
Ex. 11.7.
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Correlacéao

89

91 93 95
Valores previstos, §
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11.7 Calculo da Adequacao do
Modelo de Regressao

11.7.2 Coeficiente de Determinacéao (R?)
« A guantidade

R? — SQR _1_ SQE _ S>2<Y

SQT SQT SXX SYY
e chamada de coeficiente de determinacao, sendo
frequentemente usada para julgar a adequacao de um
modelo de regressao.

. Da analise de variancia
0<R2<1.

«  Frequentemente, referimo-nos a R* como a quantidade
de variabilidade nos dados explicada (ou considerada)
pelo modelo de regressao.
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11.7 Calculo da Adequacao do
Modelo de Regressao

11.7.2 Coeficiente de Determinacéao (R?)
«  Para o modelo de regressao da pureza do oxigénio,

temos
R* = SQr/SQ¢
= 152,39/173,37
=0,8790
«  Portanto, o modelo explica 87,90% da variabilidade dos
dados.
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11.8 Correlacao

«  Definicao:
O coeficiente de correlacao é definido como
P = Oxy/0xOy,
sendo oy e oy as variancias de X e Y, respectivamente, e
Oy, & covariancia entre X e Y, definido como

oxy = E(XY) - typty.
O estimador de p € o coeficiente de correlacao da

amostra . _
ZYi (Xi o X)
i=1 — SXY

o=y Eo -y e

R =
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11.8 Correlacao

«  Definicao:
Note que

S 1/2

2 YY

—| R,
A-(3]

Assim, podemos escrever também
Rz N2 Sxx _ ﬁlSXY _ SQR —1— SQE _ 8)2(Y

TS S SQ T SQr SySy
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 E frequentemente (til testar as hipoteses
Hy:p=0
Hi:p#0
« A estatistica apropriada de teste para essas
hipoteses é

T__RVn—Z
o 1-Rr?

« Rejeita-se H, se
[tol > to: 2

UFMG-EST-027 Cap. 11 - Regressao Linear Simples e
Correlacéo

63



« O procedimento de teste para as hipoteses
o P = Po
15 p # po
em gue p, # 0 € um pouco mais complicado.
* Neste caso, a estatistica de teste apropriada €
Z, = (arctgh R —arctgh p,)(n-3)™.

« Rejeita-se H, se
|ZO| > Z05/2'
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11.8 Correlacao

e  EXxemplo: No Cap. 1 (Segdo 1.4), é descrita uma aplicagdo de analise de

UFMG-EST-027

regressdao em que um engenheiro, em uma planta de montagem
de semicondutores, esta implementando a relagio entre a resis-
téncia ao puxamento de um fio colado e dois fatores: compri-
mento do fio e altura do molde. Nesse exemplo, consideraremos
somente um dos fatores: o comprimento do fio. Uma amostra
aleatoria de 25 unidades € selecionada e testada, sendo a resis-
téncia ao puxamento do fio e o comprimento do fio observados
para cada unidade. Os dados sdo mostrados na Tabela 1.2.
Consideramos que a resisténcia ao puxamento e 0 comprimento
do fio sejam distribuidos normal e conjuntamente.
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11.8 Correlacao

(cont.):
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Exemplo

Usando os dados na Tabela 1.2; pociemos calcular

SQr = 6105,9447 §,, = 698,5600 e S,, = 2027,7132

O modelo de regressao é
y = 5,1145 + 2,9027x

O coeficiente de correlagdo da amostra entre X e ¥ da amostra é
calculado pela Eq. 10.50 como

po O 2027,7132 0081
[SSyy]'"2  [(698,560)(6105,9447)]%

Note que »* = (0,9818)* = 0,9640 ou que, aproximadamente,
96,40% da variabilidade na resisténcia ao puxamento € explica-

da pela relagdo linear com o comprimento do fio.
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11.8 Correlacao

« Exemplo
(cont.):
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Agora suponha que desejemos testar a hipotese

H0:p=0
H1:p¢0

com a = 0,05. Podemos calcular a estatistica ¢ pela Eq. 10.53
cCOmo

t _r\/n—2= 0,9818Vv23 _ 2482
" VI—-2 V1I-0940

€ uma vez que f; o5, = 2,069, rejeitamos H,, e concluimos que
o coeficiente de correlagdo é p # 0.
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11.8 Correlacao

 Exemplo

(final):
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Finalmente, podemo_s construir um intervalo aproximado
de confianga de 95% para p a partir da Eq. 10.57. Uma vez
que arctgh » = arctgh 0,9818 = 2,3452, a Eq. 10.57 se torna

1,96 1,96
teh (2,3452 — ——) =p=<t h(2,3452 + —)
N V) TPTE V22
que se reduz a
0,9585 = p = 0,9921
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11.9 Transformacoes

. Ocasionalmente, um diagrama de dispersao exibira uma relacéo
aparentemente nao linear entre Y e x e, em algumas dessas
situacdes, uma funcéo néo linear pode ser expressa como uma linha
reta, usando uma transformacao adequada.

. Tais modelos sdo denominados intrinsecamente lineares.
. Por exemplo, a funcéo
Y = Byxefrxe
e intrinsecamente linear, uma vez que pode ser transformada em
uma linha reta por uma transformacao logaritmica
InY =1InB,+ Px+Ine.

Esta transformacao requer que os termos transformados do erro Ine,
sejam normal e independentemente distribuidos com média O e
variancia 2.
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