Texts in Statistical Science

Randomization,
Bootstrap and
Monte Carlo
Methods in
Biology

Third Edition

Meétodos Bootstrap

Bryan F. J. Manly
*(‘ha‘pman & Hall/CRC

 Manly, B. F. J. Randomization, Bootstrap and Monte Carlo Methods in
Biology. 32 ed., Chapman & Hall/CR Press, Boca Raton, 2007.

ESQUEMA DO CAPITULO

3.1 REAMOSTRAGEM COM REPOSICAO
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« Essencialmente, a ideia do bootstrap é utilizar,
na auséencia de qualquer outra informacao, a
distribuicao de uma amostra aleatoria de
tamanho n de uma populacao de interesse,
como guia da distribuicao desta populacao;

« Em outras palavras, uma

nopulacao infinita

gue consiste nos n valores da amostra obtida,

cada um com igual proba

nilidade 1/n de

ocorréncia, e utilizada para modelar a
populacao real desconhecida.
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3.1 Reamostragem com Reposica
(cont.) i

O termo boostrap foi introduzido por
Efron (1979), para denotar uma tecnica
gue € supostamante analoga a alguem
saindo de um atoleiro puxando a si
mesmo pelos cabelos (Raspe, Rudolf
Erich. As Aventuras do Barao de
Munchausen);

« Este termo segue 0 mesmo espirito de
Tukey (1958), que denotou jacknife o
esquema de reamostragem que ele criou
anteriormente.
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3.1 Reamostragem com Reposicali

(cont.)
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A Figura tlustra o bootstrap:
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ESQUEMA DO CAPITULO

3.2 LIMITES DEC ONFIANCA BOOTSTRAP
PADRAO
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3.2 Limites de Confianga Bootstr: ;‘%E?j,i:
Padrao e

- E o método mais simples para obtengéo de limites
de confianca via bootstrap;

« O principio é que se o estimador de interesse g é
normalmente distribuido, com media 6 e desvio
padrdo o, entdo ha uma probabilidade 1-a que a
afirmacao abaixo seja verdadeira:

0—-12,,0< 0<0+ Z ,,0,
em que z_,, € o percentil (1-0/2) da distribuicao
normal padrao;
« Equivalentemente,
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3.2 Limites de Conflanca Bootstr s

Padré&o (cont.)

* O limite de confianca bootstrap padrao utiliza
reamostragens com reposicao, para estimacao
do desvio padrao do estimador, denominado
desvio padrao bootstrap;

» (Genericamente, um intervalo de confianca
bootstrap padrao de (1-a)100% é dado por:

estimativa *+ z_,,x(desvio padrao bootstrap)

 Por exemplo, utilizando-se z,,, = 1,96, tem-se
um intervalo de confianca bootstrap de 95%.
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3.2 Limites de Confianga Bootstr i
Padrao (cont.) -

- Os requisitos para que estes limites de confianca
funcionem sao:

1. O estimador @ tem uma distribuicdo aproximadamente
normal,

2. O estimador 9 e nao viciado, ou seja, seu valor medio € 6,
para repetidas amostras da populagao de interesse;

3. A reamostragem bootstrap fornece uma boa aproximacao
para o desvio padrao o.
« O requisito 2 pode ser evitado, pela correcédo do vicio
durante o bootstrap:

vicio =6, -0,
Hcorrigido — 9 - VIICiO — 20 - 08
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Padrao (cont.)

Exemplo 3.2.1:

 Para a estimacéo do desvio padrao populacional, suponha que
seja extraida uma amostra aleatoria de tamanho 20 de uma certa
populacao:
3,96; 0,69; 0,10, 1,84, 3,93; 1,25; 0,18; 1,13; 0,27; 0,50; 0,67,
0,01; 0,61; 0,82; 1,70; 0,39; 0,11; 1,20; 1,21, 0,72

« Suponha que vocé decida utilizar o seguinte estimador para o
desvio padrdo (que é sabidamente viciado):

&:\/[Zn:(xi %)’ /20}

i=1

« Calcular os limites de confianca bootstrap padrao de 95%.
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Padrao (cont.)
Exemplo 3.2.1 (cont.):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 6 17 18 19 20 desvio padrao

amostra original 356 069 0,10 1,84 393 125 0,18 1,13 0,27 0,50 067 001 061 082 1,70 039 0,11 1,20 1,21 0,72 1,033
amostras bootstrap

1 0,10 1,20 0,10 1,21 1,13 0,18 069 0,72 1,20 0,10 0,72 1,20 0,39 001 001 011 184 1,70 1,13 1,84 0,633

2 039 039 08 1,13 393 125 0,18 0,11 0,18 0,67 1,25 0,72 0,10 3,93 0,01 067 1,84 1,13 1,70 1,84 1,120

3 050 1,20 1,84 0,69 3,56 018 0,11 356 0,39 1,25 0,27 1,20 393 1,25 0,72 050 0,01 3,56 0,50 0,61 1,300

4 011 1,70 0,67 0,27 001 067 010 082 069 393 1,84 050 1,21 039 1,20 061 1,21 3,56 1,21 0,01 1,070

5 039 069 082 1,13 001 125 0,18 1,25 0,8 3,5 0,72 1,13 069 0,39 069 393 1,8 1,21 3,93 0,82 1,170

996 3,56 1,13 082 001 001 1,84 0,27 1,70 0,27 393 067 1,13 069 1,13 0,10 3,56 1,84 0,27 0,82 0,69 1,200

997 1,8 069 067 393 018 1,70 067 0,72 0,11 0,27 050 069 1,84 1,21 393 0,10 082 0,50 0,72 3,56 1,220

998 082 1,8 0,10 067 3,5 067 1,70 0,72 1,21 1,20 393 1,25 0,8 0,11 0,11 067 0,61 0,18 0,39 3,93 1,220

999 1,20 001 393 1,21 050 0,18 001 072 061 O01 35 069 072 1,25 001 0,27 1,84 1,70 0,18 0,39 1,110

1000 050 1,70 13,70 0,8 o061 120 061 0,72 393 35 069 356 08 050 018 1,84 0,20 3,93 0,67 0,27 1,300

Estimativa bootstrap (média das estimativas) 0,978

Desvio padrdo bootstrap (desvio padrdo das estimativas) 0,241

Estimativa do vicio (estimativa bootstrap - estimativa amostra) -0,055

Estimativa corrigida (estimativa amostra - estimativa vicio) 1,087

L4 Limite inferior do 1C(95%) 0,614

Limite superior do IC(95%) 1,561
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3.3 LIMITES DE CONFIANCA PERCENTILICOS
SIMPLES
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples

 Varias das abordagens para construcao de intervalos
de confianca sido baseadas em tentativas de
aproximar os percentis da distribuicao de um
estimador pelos percentis gerados por bootstrap;

« Nessa linha, Efron (1979) desenvolveu um método
simples para calculo dos limites de confianca;

« Assim, os limites de confianca de (1-0)100% para
um determinado parametro sdo meramente aqueles
(1-a)100% valores centrais, das estimativas obtidas
via bootstrap na amostra original.
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples (cont.)

Suponha que o problema seja encontrar o intervalo de
confianca de (1-a)100% para um parametro 6, para o
qual & conhecida uma estimativa g, baseada em uma
amostra aleatoria x4, X,, ..., X, de uma populacédo de
Interesse;

Suponha que exista uma fungdo crescente monotona, tal
que os valores transformados f (¢) sejam normalmente
distribuidos com média em f(0) e desvio padrao igual a
1;

Nesse caso, a afirmagdo a seguir € verdadeira, com
probabilidade 1-a:

f (0) o Z0(/2 < f (é) < f (9) + Z0{/2
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples (cont.)

« Rearranjando os termos, segue que
f (é) Z,, < f(O)<f (é) T2
que ¢ o intervalo de confianca de (1-a)100% para
f(O)

« Se a funcao de transformacéo f € conhecida, entéao
os limites do intervalo podem ser transformados via
funcéo inversa f de forma a se obter um intervalo
de confianga para 6 com o mesmo nivel de
confianca (1-a)100%;

» O problema é que a fungao f nem sempre €
conhecida.
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples (cont.)

 Entretanto, a distribuicao
do estimador
transformado f (¢;) pode
ser gerada via

Density Function f(x)
s

reamostragem bootstrap | \

dos dados originais, com a N L

acuracia desejada; N N
« Tal distribuicdo deve ser ek T e

i lar 2 Figura: A distribui¢ao normal do
similar aquela apresentada estimador transformado, para o

na Figura. intervalo de confianca percentilico
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples (cont.)

» A premissa basica do metodo € que a distribuigao das
reamostras bootstrap minetiza a distribuigao de
Interesse;

« Assim, a distribuicdo do erro em @,
&=0-0, _
deveria ser aproximada pela distribuicéo do erro obtido
pela reamostragem bootstrap,

Eg = «9 —0,
* Dessa forma a dlstrlbuu;ao bootstrap de ez pode ser
gerada para encontrar os dois erros g, e g, tais que:

Prob(gL <0, —9<5H):1—a
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples (cont.)

e Definindo-se
ngé —éegH :é’ -0

em ueH e 0 valor que é excedido com probabilidade 1-
al2 na dlstrlbuu;ao bootstrap e
em ueé’ e 0 valor que e excedido com probabilidade
al2 na dlstrlbuu;ao bootstrap;

« tém-se os seguintes limites de confianca percentilicos do
tipo #1. ) i

Prob(f, <0 <6,)=1-a
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples (cont.)

» Por outro lado, assumindo-se que a distribui¢ao bootstrap dos
erros € uma boa aproximacao para a distribuigao real dos erros,
pode ser afirmado que

Prob(gL <é—0<5H):1—a
tal que
Prob(é—gH <9<é—8L):1—a

« tém-se entdo os limites de confianca percentilicos do tipo #2,

Prob(20 -6, <0<20-6,)=1-«a
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples (cont.)

Exemplo 3.3.1 (cont.):

» Dadas as 20 observagoes de uma amostra aleatoria a
seguir, determinar um intervalo de confianga
percentilico de 95% para o desvio padrao,

3,96; 0,69; 0,10; 1,84, 3,93; 1,25, 0,18; 1,13; 0,27;
0,50; 0,67, 0,01, 0,61, 0,82; 1,70, 0,39, 0,11, 1,20;
1,21; 0,72

* a partir do seguinte estimador viciado para o desvio
padrao:

&:\/{i(xi —i)zlzo} ~1,03

i=1
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3.3 Limites de Confianca
Percentilicos Simples (cont.)

Exemplo 3.3.1
(cont.):

Os limites de confianca
percentilicos do tipo #1
Sao tals que a sequinte £
eguacao e satisfeita:

Prob(é’L <6’<éH)=1—a

» 0 que fornece o seguinte e ——
resultado, conforme

Ilustrado na Figura: L S
) ) Figura: Histograma de estimativas para
6 =0,47¢e 6, =139 o, obtidas via 1.000 amostras bootstrap
- H e 0s percentis a/2 e 1- a/2
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3.4 Observacoes Finais

 Neste capitulo, sdo apresentados alguns
metodos basicos para construcao de intervalos
de confianca;

« Muita pesquisa tem sido desenvolvida
recentemente na area de boostrap, que inclui o
desenvolvimento de novos métodos para:

— 0 calculo dos limites de confianca para diversos
parametros populacionais, bem como

— testes de significancia.
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