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4.1 Geracao de Numeros Aleatorios

« Os métodos Monte Carlo baseiam-se na ideia de amostragem aleatoria, ou
seja, na geracao de numeros aleatorios;

« O R fornece varias funcbes para geracdo de numero aleatorios, por exemplo:
> rnorm(n, mean=0, sd=1)
que gera n valores com distribuicao normal, com média = 0 e desvio
padrdao =1
> rexp(n, rate=1)

que gera numeros de uma distribuicao exponencial com n valores, com
taxaA =1 (rate=1);

« Vejahelp("distributions™), para conhecer outras formas de gerar
dados aleatdrios com diferentes distribuicoes

« Hatambém a funcdo samp1e, para realizar amostras aleatorias:
> sample(x, size=10, replace=FALSE)

em que X € o conjunto de dados do qual as amostras serao retiradas,
size é o tamanho de amostra e replace define se a amostra é feita
com (TRUE) ou sem reposicao (FALSE).
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4.1 Geracao de Numeros Aleatorios

Ex.4.1.1:

«  Teste as funcBes de geracdo de nimeros aleatdrios, via geracdo de amostras normal e exponencialmente

distribuidas, de diversos tamanhos. Lembre-se que a definicdo de uma semente torna os seus resultados
reprodutiveis.

> set.seed(13579)

> runif(n=6, min=0, max=1) # 6 numeros >uniformemente distribuidos
[1] 0.1084682 0.8792179 0.1051331 0.9017989 0.3994473 0.3237079

> rnorm(n=6, mean=0, sd=1) # 6 numeros normalmente distribuidos
[1] -1.5266466 1.0971147 2.4887442 0.7794803 0.1883750 -1.0264459

> rexp(n=6, rate=1) # 6 numeros exponencialmente distribuidos
[1] 1.2879562 1.8696892 0.5443629 0.5804735 0.3625169 1.1793890

> sample(c(1,2,3,4,5,6),s1ze=6,replace=TRUE) # 6 lancamentos de dados
[11 222524
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4.2 Estimacao Monte Carlo

« Os metodos de estimacdo Monte Carlo
foram desenvolvidos no final dos anos
1940, apos a Segunda Guerra Mundial;

« Entretanto, a idela nao era nova:

—em 1777, o Conde de Buffon utilizou
amostragem aleatdria para o famoso
experimento que ficou conhecido como o
Problema da Agulha de Buffon.
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/|////

O Problema da Agulha de Buffon:

e ¢ um meétodo para estimar o valor de n (George Louis
Leclerc, c. 1733);

* lanc¢a-se uma agulha de tamanho £ em uma mesa com
linhas espacgadas pela distancia d (>0);

* a probabilidade P(agulha cruzar a linha) = 2{/(nd);
* p=proporcao de vezes que a linha € cruzada;
 portanto, pode-se estimar w por 2L/(pd).
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4.2 Estimacao Monte Carlo (con

O Problema da Agulha de Buffon parece ingenuo, mas
apresenta importantes caracteristicas de simulagoes:

experimento para estimar algo dificil de calcular
exatamente (pelo menos, em 1733);

aleatoriedade, o que torna a estimativa nao exata;
estimativa do erro de estimacao;

replicacao (quanto mais, melhor) para reduzir o erro;

amostragem sequencial para controle do erro —
continue lancando até que o erro seja suficientemente
pequeno;

reducao de variancia (Buffon Cross).
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4.2 Estimacao Monte Carlo (conti

4.2.1 Estimador Monte Carlo S|mples

Considere o problema de estimar 6 = I, g(x)dx. Se Xy,....X;
e uma amostra aleatoria Uniforme(0,1 entao

converge para E[g(X)], com probabilidade 1, pela Lei Forte
dos Grandes NUmeros.

Portanto, um estimador simples para J, g(x)dx é 9, (X).
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4.2 Estimacao Monte Carlo (contss

4.2.1 Estimador I\/Ionte Carlo simples (cont.)

Para estimar 0 = I g(x)dx, faz-se a transformacao linear,
y = (x-a)/(b-a) e dy (1/(b—a))dx.

Por exemplo,

6=["g(x)dx=] g[y(b-a)+a](b-a)dy

e (b—a) vezes o valor esperado de g(Y), em que Y tem
distribuicao uniforme em (0,1).

A integral é, portanto, (b—a) vezes o valor esperado de g(.)
em (0,1).
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4.2 Estimacao Monte Carlo (cont

4.2.1 Estimador Monte Carlo simples

Ex. 4.2.1.:
Calcule uma estimativa Monte Carlo para

1

—X
0 = j e "dx

0
e compare com o valor exato, 0 =1 — ¢l
Solucao:
O problema pode ser resolvido com as seguintes linhas de cédigo em R:
m <- 1000

X <- runif(m)

theta.chapeu <- mean(exp(-x))
print(theta.chapeu)
print(l-exp(-1))

[1] 0.6328156
[1] 0.6321206
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4.2 Estimacao Monte Carlo (con

4.2.1 Estimador Monte Carlo simples
Ex. 4.2.2.:

Use a abordagem Monte Carlo para estimar a funcéo de distribuicdo acumulada da
Normal fda:

x 1
O(x)=| —
Soluc&o: LO\/Z

O problema pode ser dividido em 2 casos, x > 0 € X < 0, € uso da simetria da
densidade da normal. Assim, o problema é estimar:

0= jxe“z’zdt, x>0

e 120t

Isso pode ser feito, gerando-se numeros aleatérios Uniforme(0,x), ou, de forma
mais simples, pela mudanca de variaveis, t = xy e dt = xdy:

0 = jol xe ) 72dy
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4.2 Estimacao Monte Carlo (conti

4.2.1 Estimador Monte Carlo simples
Ex.4.2.2.:

Solucéo (cont.):

Tem-se, assim

0=9,(u)= %Z::xe(“'x)z’z.

I— ~N
em que a varidvel aleatdria u tem distribuicdg Uniforme(0,1). A média amostral & converge para 6,
comm — oo. Se X > 0, a estimativa é 0.5+68/~27z , Caso contrario, calcule ®(x) = 1 — ®(x). Veja
codigo em R:

x<-seq(0.1,1.0,Tength=10)

rep<-10000

u<-runif(rep)

fda<-numeric(10)

for (i in 1:10) {
g<-x[i]*exp(-(u*x[1])A2/2)
fda[i]<-0.5+mean(g)/sqrt(2*pi)}

print(x)

print(fda)
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4.3 Testes Monte Carlo

Em um teste Monte Carlo:

— asignificancia de uma estatistica de teste observada € determinada
por comparacdo com amostras desta estatistica obtidas de amostras
aleatorias sob algum modelo assumido;

« Se 0 modelo assumido implica que todas as ordenacdes dos
dados sdo igualmente provaveis, entdo isso conduz a um teste
de permutacao, que pode ser visto como caso particular dos
testes Monte Carlo;

- Similarmente, o bootstrap também pode ser visto com um teste
Monte Carlo aplicado de uma maneira particular;

« Entretanto, ha testes Monte Carlo que ndo podem ser vistos
como testes de permutacao ou bootstrap.
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4.3 Testes Monte Carlo (cont.)

Exemplo 4.3.1 — Teste de Aleatoriedade Espacial:

e Suponha quea Figura mostre as posi¢oes de 24 plantas
em uma area de 2 x 2 m?. A questdo a ser considerada € |...
se as plantas estdo em posi¢des aleatorias. Para ser mais |.., .
especifico, a hipotese nula € que cada uma das plantas
seja igualmente provavel de ocorrer em qualquer lugar [
dentro da area, independente das demais plantas. e ¢ .

Varias estatisticas de teste que poderiam ser utilizadas | .
para sumarizar os dados. A primeira que sera ° e
empregada ¢ a g, que ¢ a distancia média entre uma
planta e sua vizinha mais proxima. Como ha 24 plantas, _ —
havera 24 distncias contribuindo para o célculo da Figura: Posicao de
média. A segunda € a g,, a distancia média entre as 24 plantas
plantas ¢ sua segunda vizinha mais proxima, que sera

também a média de 24 valores. E assim por diante.

T T T 1
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00
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4.3 Testes Monte Carlo (cont.)

Exemplo 4.3.1 — Teste de Aleatoriedade Espacial (cont.):

« A Tabela mostra os valores das estatisticas g, até g,,. Para
determinacéo da significancia, 999 dados aleatorios foram gerados, de
tal forma que 24 pontos fossem alocados em posicdes aleatorias. O
nivel de significancia para os g; s é estimado como sendo a proporgao
de vezes que se obtem valores simulados mais extremos que 0s
observados na amostra original. A segunda e a terceira linhas mostram
essas estimativas.

- Pode ser observado que as distancias entre as plantas a partir dos seus
3° vizinhos mais proximos e superiores sS40 menores que o razoavel de
se esperar sob completa aleatoriedade (significancia < 0,05).

Tabela: Estatisticas do vizinho mais proximo para as 24 plantas

g: g, gs g4 gs Je g7 Js g9 910
Observado 0,203 0,292 0,345 0,408 0,499 0,565 0,611 0,651 0,716 0,761
Média 0,223 0,345 0,444 0,529 0,608 0,680 0,749 0,814 0,878 0,939

Significancia 0,226 0,065 0,011 0,003 0,019 0,017 0,012 0,009 0,014 0,012
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4.3 Testes Monte Carlo (cont.)

Exemplo 4.3.1 — Teste de Aleatoriedade Espacial (cont.):

«  Uma implementa¢do em R da fung¢do g, que recebe as coordenadas cartesianas X e y das
lantas e retorna as distancias médias do 1° até o i-ésimo vizinho mais proximo, € apresentada
N 9
a seguir:

gi<-function(x,y,i) {
n<-length(x)
dist<-matrix(data=0,nrow=n,ncol=n)
for (7 in 1:(n-1)) {
for (k in (3+1):n) {
dist[j,kl<-sqrt((x[j]-x[kI)A2+(y[j]1-y[k]I)A2)
dist[k,jl<-dist[j,k] }
dist[j,]l<-sort(dist[j,]) }
dist[n,]<-sort(dist[n,])
gi<-numeric(i)
for (3 in 1:1) {
gil[jl<-mean(dist[, (G+1)1) 1}
return(gi)}
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4.3 Testes Monte Carlo (cont.)

Exemplo 4.3.1 — Teste de Aleatoriedade Espacial (cont.):
« As coordenadas cartesianas x e y das 24 plantas séo:

X<=
c(1.88,1.90,1.67,1.73,1.73,1.58,1.63,1.52,1.38,1.28,1.
14,1.17,1.22,1.06,1.07,1.08,1.01,1.00,0.92,0.69,0.36,0
.28,0.02,0.08)

y<-
c(0.47,0.92,0.43,0.68,0.77,0.63,0.77,0.71,0.77,1.41,0.
09,0.31,0.61,0.11,0.26,0.83,1.92,0.77,0.26,0.71,1.11,0
.94,0.92,1.53)

 Asdistancias medias, do 1° ao 10° vizinhos mais proximos, podem ser
calculadas pelo trecho de codigo em R a seqguir:

# calcular distancias médias para os dados
gi.dados<-gi1(x,y,1=10)
gi.dados
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4.3 Testes Monte Carlo (cont.)

Exemplo 4.3.1 — Teste de Aleatoriedade « Os valores medios e a significancia podem ser
Espacial (cont.): calculados pelo seguinte trecho de cédigo em R:
* Asimulacido Monte Carlo pode ser feita em

R como se segue: # calcular valores médios

medias<-numeric(i)
for (j in 1:1) {

# simulacao Monte Carlo medias[j]l<-mean(gi.matrix[,j])}

1<-10 medias
rep<-999 # calcular significancia
gi.matrix<- signif<-numeric(i)
matrix(data=0,nrow=rep,ncol=1) ng_é%_}?_%=1% {
igni <-
Set-s?e¢(13?79) for (k %n l:rep) {
for (3 in 2:rep) { if (gi.dados[j]>gi.matrix[k,j1)
# gerar amostras { . P
xsim<-runif(24,min=0,max=2) signif[jl<-signif[jl+1 }
ys1m<—run1f(24,m1n=0,max=2) signif[jl<-signif[j]1/(rep+1)
# calcular gi }

gi.matrix[j,]<-gi(xsim,ysim,i) signif

}
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4.4 Observacoes Finais

* Um teste de Monte Carlo ¢ aquele em que uma
estatistica de teste observada, que foi calculada
a partir de um conjunto de dados, ¢ avaliada
por compara¢do com uma distribuigao obtida
pela geracdo de um conjunto alternativo de
dados, por algum modelo assumido;

* Com esta defini¢ao, fica claro que testes que
envolvem aleatorizacao (como os testes de
permutacao) € testes bootstrap sao casos
especiais de testes Monte Carlo.
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