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11.1 Conceitos Fundamentais

«  Suponha-se que estejamos considerando um componente
o qual é submetido a alguma espécie de esforco.

«  Suponha-se que, para qualguer um desses componentes,
um estado que denotaremos como falha possa ser
definido.

«  Se esse componente for posto sob esforco em um
Instante t = 0, e observado até que falhe, a duracao ate
falhar ou duracao da vida, T, pode ser considerada
como uma variavel aleatoria continua com alguma fdp f.

« O emprego de um modelo probabilistico, com T
considerada como uma variavel aleatoria, parece
constituir-se no unico tratamento realista do assunto.
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11.1 Conceitos Fundamentais

. Definicao:
A confiabilidade de um componente (ou sistema) na época t, R(t), €
definida como
R(t) = P(T > 1),
em que T é a duracdo da vida do componente. R € denominada
funcao de confiabilidade.
. Comentario:

A definicao simplesmente afirma que a confiabilidade de um
componente € igual a probabilidade de que o componente ndo venha
a falhar durante o intervalo [0, t].

Em termos de fdp de T, f, teremos
R(t) = 4 f(s)ds.

Em termos da fd de T, F, teremos
Rt)=1-P(T<t)=1-F(t).
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11.1 Conceitos Fundamentais

. Definicao:
A taxa de falhas (instantanea) Z (algumas vezes denominada funcao de
risco) associada a variavel aleatoria T € dada por

- O 0

1-F(t) R(t)
definida para F(t) < 1.
. Comentario:

A fim de interpretar Z(t), considere-se a probabilidade condicionada
P=Pt<T<t+AtfT>t).
Temos entdo
Pt<T <t+At t+At
p_ Pl ):L

f (x)dx/P(T >t) = Atf (£)/ R(t),

P(T >t
comt<g<t g At. ,2\ ultima expressao é aproximadamente igual a AtZ(t),
explicando nao formalmente que AtZ(t) representa a proporcao de pecas
que falhardo entre t e t + At, dentre as que ainda funcionavam na época t.
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11.1 Conceitos Fundamentais

. Teorema:

Se T, a duracdo até falhar, for uma variavel aleatoria continua, com
fdp fese F(0) =0, em que F & a fd de T, entdo f podera ser expressa
em termos da taxa de falhas Z, da seguinte maneira

_ j;Z(s)ds

f(t)=Z(t)e

. Demonstracao:
Visto que R(t) = 1 - F(t), teremos R'(t) = -F'(t) = -f(t). Dai

Z(t) _ f(t) — Rl(t)
R(t) R()
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11.1 Conceitos Fundamentais

. Demonstracao (final):
Integrando ambos os lados de O a t

[ Z(s)ds_—j ‘R (S) ds = —In R(t) +In R(0) = —In R(t),

desde In R(0) =0, que vale se, e somente se, R(0) = 1 (satisfeita,
pois F(0) =0, isto &, a probabllldade de falha inicial é Zero).

Consequentemente
R(t) — e—jct)Z(S)dS
Portanto

tt)=F (t)—d—[1 R(t)] =Z (t)e »*O*.

Assim, mostramos que a taxa de falhas Z determina univocamente f.
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11.1 Conceitos Fundamentais

- Existe uma interessante relagao entre a funcao de
confiabilidade e a duracdo média ate falhar, E(T).

e Teoremall:
Se E(T) for finita, entdo

E(T) = jooo R(t)dt.

« Demonstracao (deixada como exercicio):
Pode ser obtida da integracao por partes de:

_‘:O R(t)dt = _[OOO D;OO f (S)dS}dt, fazendo fo f(s)ds=uedt=dv.
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11.1 Conceitos Fundamentais

. Os conceitos de confiabilidade e de taxa de falhas estédo entre as
mais importantes ferramentas necessarias para um estudo profundo
dos modelos de falhas. Estudaremos principalmente as seguintes
questoes:

a)  Que leis de falhas subjacentes sera razoavel admitir?

b)  Suponha-se que temos dois componentes, C1 e C2, com leis de falhas
conhecidas. Suponha-se que esse componentes estejam associados em série

— C] C2 -

ou em paralelo G

C,

para constituir um sistema.
Qual seré a lei de falhas (ou confiabilidade) do sistema?
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11.2 A Lel de Falhas Normal

. Existem muitos tipos de componentes cujo comportamento das
falhas pode ser representado pela distribuicéao normal. Isto €,se T
for a duracéo da vida de uma peca, sua fdp sera dada por

L L e [t
T = ZﬂanpL 2[ o }j

. Sua funcdo de confiabilidade pode ser expressa em termos da
funcao de distribuicao acumulada normal, tabulada, ®, da seguinte
maneira

R(t)=P(T >t) =1-P(T <t)

—1— \/%G J'twexp[—%[x?TﬂTde :1—d)(t_7ﬂ).
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11.2 A Lel de Falhas Normal

. Exemplo:

Suponha-se que a duracdo da vida de um componente seja distribuida
normalmente, com desvio-padrdo igual a 10 h. Se 0 componente tiver uma
confiabilidade de 0,99 para um periodo de operacdo de 100 h, qual sera sua
duracéo de vida esperada?

. Solucao:
A equacéo anterior se torna
R(t) =0,99 = 1 — ®[(100-u)/10].
Das tabuas da distribuicdo normal, temos
0,99 =1-d[-2,33].
Logo, (100-w)/10 = -2,33, e, portanto, u = 123,3 h.
. Comentario:

A lei de falhas normal representa um modelo apropriado para componentes
nos quais ha efeito de desgaste. Ela ndo se inclui, contudo, entre as mais
importantes leis de falhas encontradas.
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11.3 A Lel de Falhas Exponencial

. Teorema:

Seja T, a duragdo ate falhar, uma variavel aleatoria continua, que
tome todos os valores nao-negativos. Entao, T tera uma distribuigao
exponencial se, e somente se, tiver uma taxa de falhas constante.

o Comentario:

A hipétese de falhas constante pode tambem significar que, depois
que a peca estiver em uso, sua probabilidade de falhar nao se tenha
alterado. Dizendo de maneira menos rigorosa, nao existe efeito de
desgaste quando o modelo exponencial ¢ estipulado.

Se T, a duracdo até falhar, for distribuida exponencialmente (com
parametro o), teremos

f(t) = oe, t > 0,
R(t) = [*f(x)dx = e,
Z(t) = f()/R(t) = ae et = g
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11.4 A Lel de Falhas Exponencial e
a Distribuicao de Poisson

Existe uma conexao muito intima entre a lei de falhas exponencial e
um processo de Poisson.

Suponha-se que a falha ocorra em virtude do aparecimento de certas
perturbacoes aleatorias.

Seja X, igual ao numero de tais perturbacoes ocorridas durante um
mterv_atlo de tempo t, e admita-se que X,, t >0 constitua um processo
de Poisson, com parametro at.

Suponha que a falha durante [0,t] seja causada se, e somente se, ao
menos uma dessas perturbacoes ocorrer. Entédo

FO)=P(T<t)=1-P(T >1).
Ora, T >t se, e somente se, ndo ocorrer nenhuma perturbacéo
durante [0,t]. Isso acontecera se, e somente se, X, = 0. Por isso
F(t)=1-P(X;=0) =1-e*,
que representa a fd de uma lei de falhas exponencial.
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11.5 A Lel de Falhas de Weibull

. Vamos modificar a nogao de taxa de falhas constante. Suponha-se
que a taxa de falhas Z, associada a T, a duragao da vida de uma
peca, tenha a seguinte forma

Z(t) = (ap)ti-,
em que o e B sdo constantes positivas.

Podemos entao obter a seguinte expressao para a fdp de T, da
equacao que relaciona f(t) e Z(t)

[‘z(s)d 4y
f(t)=Z(t)e Jyze _ ()t e t>0,a, B>0.
JU)
Diz-se que a respectiva variavel aleatoria |
tem distribuicdo Weibull (ver figura). p=3

oi4 0%,8 li2
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11.5 A Lel de Falhas de Weibull

o Comentario:

A distribuicdo exponencial € um caso particular da distribuicao de
Weibull, ja que se fizermos § = 1 entdo obteremos uma taxa de
falhas constante, Z(t) = a.

Outro exemplo, se B = 2, Z sera uma funcao linear de t, Z(t) = (2u)t.

Desse modo, Z sera uma funcdo crescente, decrescente ou constante
de t, dependendo do valor de 3, como indicado na figura.

Z(1) Z(1) Z(r)
A $ &

~ . & {

&= 2t

Z & constante Z & crescente Z é decrescente
UFMG-ESTO032 Cap. 11 - Aplicacgbes a Teoria da 14

Confiabilidade



11.6 Confiabilidade de Sistemas

. Agora, nos dedicaremos a segunda questao proposta na Sec. 11.1,
qual seja avaliar a confiabilidade de um sistema, conhecida a
confiabilidade de seus componentes.

. Suponha-se que dois componentes estejam montados em serie:

i Ci Cs —

Isto significa que, a fim de que o sistema funcione, ambos 0s
componentes deverao funcionar.

. Teorema I:

Se n componentes, que funcionem independentemente, forem
montados em série, e se 0 i-6simo componente tiver confiabilidade
Ri(t), entdo a confiabilidade do sistema completo, R(t), sera dada
por

R(t) = Ry(D)-..R,(b).
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11.6 Confiabilidade de Sistemas

. Teorema ll:

Se dois componentes, que funcionem independentemente e tenha
leis de falhas exponenciais, com parametros a, € a,, forem montados
em série, a lei de falhas do sistema resultante sera tambem
exponenmal com parametro igual a o, + as.

Evidentemente, este teorema pode ser generalizado para n
componentes exponenciais em serie, resultando em um sistema
exponencial com parametro igual a o, + a, +... + a,,.
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11.6 Confiabilidade de Sistemas

. Outro sistema importante € o sistema em paralelo, no qual os
componentes sao ligados de tal maneira que o sistema deixa de
funcionar somente se todos os componentes falharem.

Suponha apenas dois componentes incluidos, assim, temos

| Ct
{ .
C'.E
. Teorema IlI:

Se n componentes, que funcionem independentemente, estiverem
operando em paralelo, e se 0 i-ésimo componente tiver
confiabilidade R;(t), entdo a confiabilidade do sistema, R(t), sera
dada por

R()=1-[1—R,®)]...[1 - R.@O]
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11.6 Confiabilidade de Sistemas

. Observacao:

A operacao em serie €, frequentemente, obrigatoria (isto €, alguns
componentes devem funcionar a fim de que o sistema funuone)

Por outro lado, empregamos muitas vezes uma operagao em
paralelo de modo a aumentar a confiabilidade do sistema.

Na figura, vemos as curvas de confiabilidade para a unidade isolada,
com R(t) = e, e para as trés unidades iguais, em paralelo,
R(t)=1—(1—€ O“)3 coma=0,01. @

0,999

0,9- R(1)=1— (1 — 0011y}

1 1
1| T

} } +—=1 (horas)
10 50 100 200 300 400
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