Espacos Amostrais Finitos

ESQUEMA DO CAPITULO

1.1 ESPACO AMOSTRAL FINITO 1.3 METODOS DE ENUMERACAO
1.2 RESULTADOS IGUALMENTE VEROSSIMEIS
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2.1 Espaco Amostral Finito

« O espaco amostral S é formado por um
numero finito de elementos;

e S pode ser escrito sob a forma:
- S={ay ay ..., qJ;
« Exemplos:

— Sao finitos os espacos Sy, S,, S3, Sy, St S,
S,,, anteriormente descritos Cap. 1.
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2.1 Espaco Amostral Finito

« Caracterizacao da probabilidade P(A), para
A ={a;},

ou seja, um resultado simples, ou evento simples
ou evento elementar:

— A cada evento simples a; associa-se um numero p;
que satisfaca as segumtes propriedades

a) p;=0,i=1,2,..Kk;
b) p1+p2+"-+pk:1'

Obs: Essas condicoes devem ser (e sdo!) coerentes com aquelas
postuladas para as probabilidades dos eventos em geral
(definicdo axiomatica da probabilidade).
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« Caracterizacao da probabilidade P(A), para
eventos constituidos por r resultados, 1 <r <Kk, a

saber
A ={aj, ap, ..., &k,
em que Jy, J, ..., J, representam qualquer um dos
r indices, de 1 a k:
- PAA)=pptpPipt -+ Py

Obs: Essas € uma conclusao direta da Propriedade 4
da definicdo axiomatica da probabilidade.
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2.1 Espaco Amostral Finito

« Exemplo:

— Suponha gque somente trés resultados sejam possiveis
em um experimento, a saber a,, a, e a;. Além disso,
suponha-se que a, seja duas vezes mais provavel de
ocorrer que a,, o qual por sua vez € duas vezes mais
provavel de ocorrer que a,.

Portanto, p, = 2p, e p, = 2p;. Jaque p; + p, + p; =1,
teremos 4p,; + 2p; + p; = 1, 0 que finalmente da
p;=1/7,p,=2/7ep,=4l7.
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2.2 Resultados Igualmente
Verossimeis

«  Hipotese mais frequente para espacos amostrais finitos:
—  Eventos elementares sédo igualmente verossimeis (igualmente
provaveis);
—  E uma hipétese errada, entretanto, para muitas situacoes
experimentais;
«  Setodos os k resultados possiveis a,, a,, ..., a, forem
Igualmente verossimeis, segue-se que:
—  p;=P(a) = 1/,
pois a condicdo p, + p, +... + p, = 1 torna-se kp; = 1 para todo i;
«  Além disso, para qualguer evento A formado por r
resultados, teremos:
—  P(A) =rlk
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2.2 Resultados Igualmente
Verossimeis

« O método anteriormente descrito para avaliar P(A) é
frequentemente enunciado da seguinte maneira:

numero de casos favoraveis a A pelos quais ¢ pode ocorrer
numero total de casos pelos quais & pode ocorrer ’

_P(A)=

«  Exemplo:

— Um dados equilibrado e lancado (todos os resultados se supdem
igualmente verossimeis).

O evento A ocorrera se, e somente se, um numero maior que 4
aparecer, isto €, A = {5, 6}. Conseqguentemente,

P(A) = 1/6 + 1/6 = 2/6 = 1/3.
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2.2 Resultados Igualmente
Verossimeis

. Exemplo:

— Um moeda equilibrada € atirada duas vezes. Seja A o evento {aparece uma
cara}. Na avaliagdo de P(A), a analise (errada!) do problema poderia ser a
seguinte:

O espago amostral € S = {0, 1, 2}, em que cada resultado representa o nimero
de caras que ocorrer. Portanto, sob a hipétese (errada!) de eventos igualmente
verossimeis seria encontrada

P(A) = 1/3.
— Na verdade, o espaco amostral (de eventos igualmente verossimeis) é
S’ = {HH, HT, TH, TT},
em que H (head) representa cara e T (tail), coroa. Assim, a solugédo correta do
problema proposto é

P(A) = numeros de casos favoraveis / nimero de casos possiveis = 2/4 = 1/2,

— Obs.: Poderiamos obviamente utilizar corretamente o espago amostral S se
lembrarmos que os resultados O e 2 sao igualmente verossimeis, enquanto o
resultado 1 é duas vezes mais provavel, pois pode ocorrer de duas formas, HT e
TH.
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2.2 Resultados Igualmente
Verossimeis

»  Definicoes:

a)

b)

Escolher ao acaso um objeto, dentre N objetos a,, a, , ..., @y,
significa que cada objeto tem a mesma probabilidade de ser
escolhido, isto &,

P(a)=1/N,i=1,2, .., N;
Escolher ao acaso dois objetos, dentre N objetos, significa que

cada par de objetos (deixada a ordem a parte) tem a mesma
probabilidade de ser escolhido que qualquer outro par;

Obs.: Esta formulacéo levanta a questdo de quantos pares K
diferentes existem, a ser resolvida mais adiante;

Escolher ao acaso n objetos (n < N) dentre N objetos significa
que cada énupla, a saber a,,, a,,, ..., &y, € tdo provavel de ser
escolhida quanto qualquer outra énupla.
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2.3 Métodos de Enumeracao

Exemplo:

Uma partida de cem pecas € composta de 20 pecas
defeituosas e 80 pecas perfeitas. Dez dessas pegas sao
escolhidas ao acaso, sem reposicao de qualquer peca
escolhida antes que a seguinte seja escolhida. Qual é a
probabilidade de que exatamente metades das pecas
escolhidas seja defeituosa?

Solucao: Precisamos ter condicoes de responder ()
quantos resultados (1, I,, ..., 139) €Xistem no espago
amostral S, emque ;€0 tlpo defeituosa ou perfeita) de
peca na i-esima extrac;ao e (b) dentre estes quanto tém a
caracteristica de que exatamente a metade das pecas seja
defeituosa?
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2.3 Meétodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

A. Regra da Multiplicacao: Se o procedimento 1 puder ser
executado de n, maneiras distintas e o procedimento 2,
de n, maneiras dlstlntas entao o procedimento formado
por 1 seguido de 2 podera ser executado de n; x n,
maneiras distintas.

n2

Ha

Hy

"3

/\/\/\A

L

L
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2.3 Métodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

A. Regra da Multiplicacao - Exemplo: Uma peca
manufaturada deve passar por trés estacoes de
controle. Em cada estacao, a peca e inspecionada
para determinada caracteristica e marcada
adeguadamente. Na primeira estacao, trés
classificacOes sao possivels, enquanto nas duas
ultimas, quatro classificaces sao possiveis. De
guantas maneiras a peca pode ser marcada?

Solucao: Existem 3 x 4 x 4 = 48 maneliras.
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2.3 Meétodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracéao

B. Regrada Adicao: Se o procedimento 1 puder ser
executado de n, maneiras distintas e o procedimento 2,
de n, maneiras distintas, e 0s dois procedimentos nao
puderem ocorrer simultaneamente, entdo o numero de
maneiras pelas quais poderemos realizar ou 1 ou 2 sera
n, + n, maneiras distintas.

P

" 1
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2.3 Métodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

B. Regrada Adicao - Exemplo: Uma viagem esta
sendo planejada e deve-se escolher entre o
transporte por onibus ou por trem. Se existem
trés rodovias possiveis e duas ferrovias, guantos
caminhos disponiveis ha para a viagem?

Solucao: Existem 3 + 2 =5 caminhos
disponiveis.
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2.3 Meétodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracéao

C. Permutacdo e Arranjos:

a) Setemos n objetos diferentes, podemos dispor (permutar) estes
n objetos de P, maneiras, igual a
P,=nl
emquen!=nx(n—-1)x(n-2) x ... x 1 é denominado fatorial
de n.

b) Se temos n objetos diferentes para escolher r destes objetos, 0 <
r <n, e permutar os r escolhidos, podemos dispor (arranjar)
estes objetos de A, maneiras, igual a

A, =nl/(n-r)l.

n
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2.3 Métodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

D.  Combinacoes:
a)  Setemos n objetos diferentes, podemos dispor .sem considerar a ordem
(combln?r), r destes objetos de C maneiras, igual a
n

-
Obs.: Um simbolo empregado este nimero, que surge em muitas passagens €

n
nt
ri(n-r)! — (rj

Em probabilidade, (") somente fica definido para n inteiro positivo e r um
inteiro tal que 0 < r <n. Contudo, ele pode ser definido de modo mais
geral, para qualquer ndmero real n e para qualquer inteiro ndo negativo r, na

forma seguinte:

[nj _ n(n-1)(n-2)..(n-r+1)
r - r!
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2.3 Meétodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

D. Combinacoes:

—  Os numeros (",) séo frequentemente denominados
coeficientes binomiais, pois aparecem como
coeficientes no desenvolvimento da expressao
binomial:

(a + b)" = 2 o(")akb™,
—  Propriedades:
a) (") =m0
b) (") =)+ ()
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2.3 Meétodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

D. Combinacoes - Exemplo: Dentre oito pessoas,
guantas comissoes (a ordem nao importa)
distintas de trés membros podem ser escolhidas?

Solucéo: (8;) = 56 comissoes distintas.
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2.3 Métodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

D. Combinacodes - Exemplo: Um grupo de oito
nessoas e formado por cinco homens e trés
mulheres. Quantas comissoes de trés pessoas
podem ser constituidas, que incluam exatamente
dois homens?

Solucao: Devemos escolher inicialmente dois
homens (entre os cinco) e depois escolher um
mulher (dentre as trés possiveis), o que resulta
em

(5,)x(3;) = 30 comissdes distintas.
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2.3 Métodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

D.

Combinacoes - Exemplo: Quantos subconjuntos (ou partes) ha de
um conjunto constituido de n elementos?

Solucao 1: Associando-se a cada elemento o valor um ou zero,
conforme este elemento esteja ou nao no subconjunto, podemos
usar a Regra da Multiplicacao que nos diz que existem 2 x 2 x ... x 2
= 2" subconjuntos;

Solucéo 2: Para obter subconjuntos podemos escolher um conjunto
vazio, ou um conjunto constituido exatamente por um elemento ou
um conjunto constituido exatamente por dois elementos e assim
sucessivamente, o que pelo da Regra da Adicao fornece

("o) + (") + (") + ... + (")) maneiras,
que é exatamente o desenvolvimento de (1 + 1)" = 2".
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2.3 Métodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

D.  Combinacdes - Exemplo: De uma partida formada por 20 pecas
defeituosas e 80 pecas perfeitas, escolhemos ao acaso 10 (sem
reposicao). Qual a probabilidade de achar exatamente 5 pecas
defeituosas?

Solucao: Se utilizarmos a definicéo
numero de casos favoraveis a A pelos quais ¢ pode ocorrer

numero total de casos pelos quais & pode ocorrer

temos (1%9,,) formas de escolher 10 pecas ao acaso, (*5) formas de
escolher exatamente 5 pecas defeituosas entre as 20 possiveis e (2%)
formas de escolher exatamente 5 pecas perfeitas entre as 80

possiveis, o que fornece (ZOJ(SO]

P(A) =

SN 3)

o)
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2.3 Meétodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracéao

D. Combinacdes - Exemplo: A generalizacao do exemplo
anterior consiste em considerar N pecas, r, das quais
pertencente a classe A e r,, a classe B (comr; +r, = N).
A probabilidade de que as n pecas escolhidas sejam
exatamente s, da classe A e (n-s,) da classe B sera dada

por ,
|

S

P
)
N .
g

(a expressao acima e denominada probabilidade
hipergeometrica)

UFMG-ESTO007

Cap. 2 - Espacos Amostrais Finitos 22



2.3 Meétodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

D.  Combinacdes - Exemplo: Dois objetos séo escolhidos ao acaso,
dentre quatro, denominados a, b, ¢ e d. Qual a probabilidade de
ocorréncia do evento A={o objeto c é escolhido}, sem reposicao e
com reposicao?

Solucéo (sem reposicao): sem reposicao o espaco amostral podera
ser representado por S = {(a, b); (a, c); (b, ¢); (b, d); (c, d); (a, d)},
que possui (*,) = 6 resultados possiveis e igualmente provaveis.
(Cada um dos resultados indica quais objetos escolhidos e ndo a
ordem.) Logo:

P(A) =3/6 = 1/2.
Solucédo (com reposicao): com reposicao o espaco amostral podera
ser representado por S’ = {(a, a); (a, b); (a, ¢); (a, d); ... (d, d)}, que
conta com 42 = 16 resultados possiveis e igualmente provavels
(Cada resultado indica os objetos e a ordem.) Logo:
P(A) = 7/16.
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2.3 Meétodos de Enumeracao

Técnicas Sistematicas de Enumeracao

E. Permutacao com Alguns Elementos Repetidos:
a) Setemos n objetos, tais que n, sejam de uma primeira
espécie, n, de uma segunda especie, ..., n, de uma k-
esima espécie,comn, +n, + ... +n,=n,entdo o
numero de permutacdes possiveis destes n objetos e
dado por

n!/(n!'n,l...nJM.
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