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10.1 Introducao

. Transformacoes matematicas:

Em lugar de executar certas contas diretamente com os
numeros x € y, pode ser mais simples transforma-los por
meio de alguma fung¢ao, fazer as contas e depois
transforma-los novamente, em um esquema conforme
ilustrado na figura.
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10.2 A Funcao Geratriz de
Momentos

Definicao:

Seja X uma variavel aleatoria discreta, com distribuicdo de
probabilidade p(x;,) =P(X =x,),i =1, 2 , too . A funcdo My,
denominada fungao geratrig de momentos de X ¢ definida por

M (t)— e p( l.).
i=1
Se X for uma variavel aleatoria continua com fdp f, definiremos a
fun¢ao geratriz de momentos por

M, (¢)= f: e” f(x)dx.

. Comentarios:

a)  Em qualquer dos casos, o discreto ou o continuo, My(?) ¢ apenas o
valor esperado de e*. Por i 1ss0, podemos combinar as expressoes
acima e escrever ”

M, (1) =E(e").
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10.2 A Funcao Geratriz de
Momentos

b)

d)

Comentarios (cont.):

M, (?) € o valor que a funcdo My toma para a variavel (real) 7. A
notacao, que indica a dependéncia de X, ¢ empregada porque nos
poderemos desejar considerar duas variaveis aleatorias, X e Y, €
depois investigarmos a fun¢ao geratriz de momentos de cada uma
delas, a saber My e M.

E normalmente empregada a abreviatura fgm para designa-la.

A fgm ¢ escrita como uma série infinita ou 1ntegral (1mpropr1a)
conforme a varidvel aleatoria seja discreta ou continua. Essa série
(ou integral) poderda nem sempre existir (isto €, convergir para um
valor finito) para todos os valores de ¢. Consequentemente, podera
acontecer que a fgm nao seja definida para todos os valores de ¢. No
entanto, nao nos preocuparemos com esta dificuldade potencial e
admitiremos que ela sempre exista (note que a fgm existe sempre
parat=0ec¢igualal).

UFMG-ESTO007 Cap. 10 - A Funcao Geratriz de 4

Momentos



10.2 A Funcao Geratriz de
Momentos

. Comentarios (final):

¢)  Existe uma outra funcao, estreitamente relacionada com a fgm, a
qual ¢ frequentemente empregada em seu lugar.

Ela € denominada funcdo caracteristica, denotada por Cy e definida
por .

Cx () =E(e"),
em que i ¢ a unidade imaginaria, [ = J-1.
Por motivos tedricos, existe enorme vantagem em empregar-se
Cy(?) em lugar de M(7)
[Por esta razdo: Cy(7) sempre existe, para todos os valores de ¢].

Contudo, a fim de evitarmos calculos com nimeros complexos,
restringiremos nossa exposi¢ao a fun¢ao geratriz de momentos.

f)  Adiaremos até a Sec. 10.4 a justificativa para denominar M, de
fun¢ao geratriz de momentos.
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10.3 Exemplos de Funcoes
Geratrizes de Momentos

«  Exemplo:

Suponha-se que X seja uniformemente distribuida sobre
o intervalo [a, b]. Logo, a fgm serd dada por

M, (¢)= Jj : e"dx = : [ebt —e‘”}, t #0.

(b—a) (b—a)t

 Exemplo II:

Suponha-se que X seja binomialmente distribuida, com
parametros n € p. Nesse caso

M, (1) = ie*@p"a -p)" =lpe'+(1-p)]".
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10.4 Propriedades da Funcao
Geratrizes de Momentos

Teorema:
M (0) = E(X").
Ou seja, a derivada n-ésima de My (¢), avaliada no ponto ¢ =0,
fornece E(X").
Comentarios:

Os numeros E(X"), n =1, 2, ..., sio denominados os momentos de
ordem n da variavel aleatoria X, em relacao a zero. A partir do
conhecimento da fun¢do My, os momentos podem ser gerados. Dai,
o nome “fun¢do geratriz de momentos”.

Em particular
V(X) = E(X?) - [E(X)]* = M"(0) — [M'(0)]*.
Pode parecer surpreendente, mas em muito problemas ¢ mais facil

obter a fgm da variavel aleatoria X e depois deriva-la, para obter os
seus momentos.
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10.4 Propriedades da Funcao
Geratrizes de Momentos

Exemplo:

Suponha-se que X tenha uma distribuicao binomial com
parametros n € p. Consequentemente (de exemplo
anterior)

My(?) = [pe' + q]".
Por 1sso,

My'(5) = n(pe! + gyIpe’

My"(t) = nple'(n-1)(pe’ + q)"*pe' + (pe' + g)"'eT].
Logo,

E(X) = My'(0) = p,
0 que concorda com resultado anterior.
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10.4 Propriedades da Funcao
Geratrizes de Momentos

«  Exemplo (final):
Também,
E(X?) =My"(0) = np[(n-1)p + 1].
Dai,
V(X) = My"(0) — [M'(0)]* = np(1-p),
também de acordo com resultado anterior.
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10.4 Propriedades da Funcao
Geratrizes de Momentos

. Teorema 11:

Suponha-se que a variavel aleatoria X tenha uma fgm
M. Seja Y = aX + B. Entdo, My, a fgm da variavel
aleatoria Y, sera dada por
M (¢) = eP My (az).
Explicacao:
Para achar a fgm de Y = aX + B3, calcule-se a fgm de X
para af (em vez de ¢) e multiplique-se por e

. Demonstracao:
My () = E(eY?) = E[el@X * P)I] = ePE(e%X) = b My (aif).

UFMG-ESTO007 Cap. 10 - A Funcao Geratriz de 10
Momentos



10.4 Propriedades da Funcao
Geratrizes de Momentos

Teorema I11:

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias com fgm My (?) €
M, (?), respectivamente. Se My (?) = My/(?) para todos os
valores de ¢, entdo X ¢ Y terdo a mesma distribuicao de
probabilidade.

Comentario:

A demonstracido deste teorema ¢ bastante dificil para ser
dada aqui, mas o importante ¢ que compreenda
exatamente o que ele significa, ou seja, a fgm determina
univocamente a distribuicao de probabilidade da variavel
aleatoria.
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10.4 Propriedades da Funcao
Geratrizes de Momentos

« Exemplo:

Suponhamos que X tenha uma distribui¢do N(u, o?). Seja
Y = aX + B. Entao, Y sera também distribuida
normalmente, com N(au+p, 02c?).

De fato, de teorema anteriormente visto, teremos que a
fgm de Y sera

My(£) = eb My (of).

Também, de exemplo anterior, teremos que:
(o)t

(r)t+
My (t ) =€ ?
Portanto, 5 y PR e
M, (t)=e"M(at)=e"| e * |=e .

UFMG-ESTO007 Cap. 10 - A Fungio Geratriz de 12
Momentos



10.4 Propriedades da Funcao
Geratrizes de Momentos

e TeoremalV:

Suponha-se que X ¢ Y sejam variaveis aleatorias
independentes. Facamos Z = X + Y. Sejam

M (?), My (?) € M,(¢) as fgm das variaveis
aleatorias X, Y e Z, respectivamente. Entao

My (1) = Mx(?) x My(?).

e Demonstracao:
Mz(t) — E(eZt) — E[e(X +Y)t] — E(QXH Yt)
= E(e*) x E(e¥") = My(¢) x My(?).
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10.4 Propriedades da Funcao
Geratrizes de Momentos

. Comentario:

Este teorema pode ser generalizado assim. Se X,..., X,
forem variaveis aleatorias independentes, com fgm
My (9), i = 1,..., n, entdo M,(?), a fgm de

Z=X,+..+X,

sera dada por

M) = My (#) % ... x My (0).
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10.5 Propriedades Reprodutivas

. Definicao:
Se duas (ou mais) variaveis aleatorias tiverem uma determinada
distribuicao, forem somadas ¢ a varidvel aleatdria resultante desta
soma tiver uma distribuicao do mesmo tipo que aquela das parcelas,
dizemos que elas obedecem a propriedade reprodutiva (ou aditiva).

. Exemplo:

Suponha-se que X ¢ Y sejam variaveis aleatorias independentes,
com distribui¢des N(u,, 6%,) e N(w,, 62,), respectivamente. Fagamos
7 = X + Y. Consequentemente,

My(1) = Mx(?) x My(?)
= exp(, ¢ + 62,2/2) x exp(,t + 6%,2/2)
= exp[(1,+ W)t + (67 + 6%,)/2],
que representa a fgm de uma varidvel aleatoria normalmente
distribuida, com valor esperado |1, + |, e varidncia 67, + 6°,.
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10.5 Propriedades Reprodutivas

« Teorema (Propriedade aditiva da distribuicao
normal):

Sejam X, ..., X, n variaveis aleatorias independentes
com distribui¢ao N(u; 62),i=1, ..., n.
Facamos Z = X, +...+ X . Entdo, Z tera distribuicao

N( 2"l 221"0%)-

. Demonstracao:
Deixada como exercicio.
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10.5 Propriedades Reprodutivas

. Teorema 1lI:

Sejam X,,..., X, variaveis aleatorias independentes com
distribuicao de Poisson, com parametro a,;, i = 1,..., n.
Entdo Z = X, +...+ X tera distribui¢do de Poisson com
parametro

o=0; T..T 0,
. Demonstracao:

Considera-se, inicialmente o caso de n = 2, ¢ completa-
se por indu¢cao matematica

My(#) =My, (1) x My, (9)
— e(xl(et-l) X e(lz(ef-l)
= ela] + o) (ef-1),
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10.5 Propriedades Reprodutivas

. Teorema I11:

Suponha-se que a dlstrlbulc;ao de X.sejay?, ,i=1,..,k,
em que 0s X; sejam variaveis aleatorias 1ndependentes

Entao, Z = X +...+ X, tera distribuicao y?, , em que n =
nyt+..tn.

. Demonstracao:

Demonstra-se, pelo produto das fgm da distribui¢ao chi-
quadrado

My () =(1-26)"2i=1,...,k,
o que fornece
Mz(t) — (1 _ 21)-(111 + ... +nk)/2.
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10.5 Propriedades Reprodutivas

J TeoremalV:

Suponha-se que X,,..., X, sejam variaveis aleatorias
independentes, cada uma com distribuicao N(O,1).
Entdo, S = X?, +...+ X?, tera distribuigao y?,.

«  Comentarios:
a) Para T=1S, quando n =2, T segue uma distribuicdo
conhecida como distribuicdo de Rayleigh.

b) ParaT=~S, quando n =3, T segue uma distribui¢io
conhecida como distribuicao de Maxwell.
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10.5 Propriedades Reprodutivas

. Teorema V:

Seja Z =X, +...+ X, em que os X, sdo r variaveis aleatorias
independentes, identicamente distribuidas, cada uma tendo
distribui¢cdo exponencial, com o mesmo parametro o. Entdo Z tera
uma distribui¢do gama, com parametros o € r.

. Comentarios:

a) O teorema nao serd verdadeiro se os parametros das varias
distribui¢cdes exponenciais forem diferentes, o que fica evidente
quando consideramos a fgm da soma das varidveis aleatorias.

b) O seguinte corolario do teorema apresenta considerdavel importancia
em algumas aplicagOes estatisticas. A variavel aleatoria W = 207
tem distribuicdo ¥?,,.. Assim, podemos calcular determinadas
probabilidades associadas a Z pelo uso de tdbuas da distribuigdo
qui-quadrado, se a e » forem dados. Por exemplo

P(Z <3)=P(20Z <203) =P(W < 6a).
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10.6 Sequencias de Variaveis

Aleatorias
. Suponha-se que temos uma sequéncia de variaveis aleatorias X, ...,
X, ... . Cada uma dessas variaveis aleatorias poder ser descrita em

termos de F,, sua fd, em que F () = P(X,;<t),i=1,2,.... E
frequente estarmos interessados no que ocorre a F,, quando i — oo,
1sto €, na funcdao distribuicdo limite F correspondente a alguma
variavel aleatoria X, tal que em algum sentido as variaveis aleatorias
X, convirjam para X.

. Situagdes como essa podem surgir quando consideramos n
observacgoes independentes de uma variavel aleatoria X, por

exemplo, X, ..., X,. Poderemos estar interessados na média
aritmética dessas observacoes

X, =(X,+..+X,)/n, _ B
que ¢ também uma variavel aleatéria. Seja F a fd de X' . Podera

interessar saber o que ocorre & distribui¢ao de ¥ quando # se torna
grande. O teorema seguinte auxilia na resolucao’desse problema.
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10.6 Sequencias de Variaveis
Aleatorias

Teorema:

Seja X4, ..., X, ..., uma sequéncia de variaveis aleatorias com {d F,,
v Py e fgm My, ..., M, ... . Suponha-se que

lim, .. M, (¢) = M(?),
em que M(0) = 1. Entao, M(¥) ¢ a fgm da varidvel aleatoria X, cuja

fd F € dada pelo lim, , F (7).
Comentarios:

O teorema diz que para obter a distribuicao limite F procurada €
suficiente estudar as fungoes geratrizes de momentos das variaveis
aleatorias sob exame. Obteremos a forma limite da sequéncia M, ...,
M,, ..., digamos M(¢). Em virtude da unicidade das fgm, existira
apenas uma distribui¢do de probabilidade correspondente a fgm
M(?). Assim, poderemos reconhecer M como a fgm de uma
distribuicao conhecida (tal como a normal, a de Poisson etc.).
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