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. “Todas as vezes que empregarmos Matematica a fim de estudar
alguns fendmenos de observacéo, deveremos essencialmente
comecar por construir um modelo matematico (deterministico ou
probabilistico) para esses fendmenos. Inevitavelmente, o modelo
dever simplificar as coisas e certos pormenores dever ser
desprezados. O bom resultado do modelo depende de que 0s
pormenores desprezados sejam ou nao realmente sem importancia
na elucidagao do fendmeno estudado. A resolugao do problema
matematico pode estar correta e, ndo obstante, estar em grande
discordancia com os dados observados. Geralmente é bastante dificil
afirmar com certeza se um modelo matematico especificado é ou
ndo adequado, antes que alguns dados de observacao sejam obtidos.
A fim de verificar a validade do modelo, deveremos deduzir um
certo numero de consequéncias de nosso modelo e, a seqguir,
comparar esses resultados previstos com observacgoes.” J. Neyman.
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. Modelo deterministico:

—  Modelo que estipule que as condigdes sob as quais um
experimento seja executado 0 resultado do
experimento;

—  Exemplo: I=E/R, Lei de Ohm;
—  Outros exemplos: leis da gravitacéo, leis de Kepler etc.;
«  Modelo ndo-deterministico ou probabilistico:

— As condigOes sob as quais um experimento seja executado
determinam somente o (ou lei
probabilistica) do resultado observavel;

—  Exemplo: NUmero de particulas o emitidas por um material
radioativo;

—  Outros exemplos: observacdes meteoroldgicas etc.
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1.2 Introducao aos Conjuntos

. Conjunto:
de objetos;
- Representados por letras mailsculas A, B etc.;

. Maneiras de descrever um conjunto:
- Listagem explicita dos elementos de A:
-« A={1,27345,6}
- Por meio de palavras:

. A ¢ a face que cai para cima em um langamento de um dado sobre uma
superficie plana;

—  Notacdo matematica:
.  A={x0<x<1}
. Membros ou elementos de um conjunto:
—  Objetos que individualmente a colecao ou conjunto;

E Escrevemos a € A, quando a for um elemento de A, ea ¢ A, quando a
ndo for um elemento de A;
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1.2 Introducao aos Conjuntos

«  Conjunto

—  Conjunto de todos 0s objetos que estejam sendo estudados,
usualmente representado pela letra U;

«  Conjunto
—  Notacao: I,

—  Quando ser elemento do conjunto A implica em ser elemento do
conjunto B, A é um subconjunto de B; notacao:

. A cB;
«  Conjuntos

—  Quando dois conjuntos contiverem os mesmos elementos, eles
serdo iguais:

- A=B.
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1.2 Introducao aos Conjuntos

do conjunto vazio e do conjunto

fundamental:
— Para todo conjunto A, temos & < A,

— Desde gue se tenha definido o conjunto fundamental,
entdo para todo conjunto A, considerado na
composicao de U, teremos A c U;

— Exemplo: Seja
U = todos 0s numeros reais,

A = {x| x?+2x-3 = 0}, B = {x| (x-2)(x>+2x-3) = 0}, e
C={xx=-3,1,2}.Entdfo, AcBe B =C;
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1.2 Introducao aos Conjuntos

» Operacoes fundamentais com conjuntos:

— Uniao de conjuntos:

« Céa de AeBse C={x|xeAouxeB (ou
ambos)};

* Notacao: C = AUB,;
— Intersecao de conjuntos:

e« Déa de AeBseD ={x| xeAexeB};
« Notacao: D = AnB;
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1.2 Introducao aos Conjuntos

«  Operacoes fundamentais com conjuntos (final):

—  Complemento de conjuntos:
A é o complemento de A se A={x| xgA};

« Diagrama de Venn:

AuB 4AnB
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1.2 Introducao aos Conjuntos

e Lels comutativas:
a) AuB = BUA;
b) AnB =BNA;
« Leis associativas:
c) Au(BUC) = (AuB)UC;
d) An(BNC) = (AnB)C.
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1.2 Introducao aos Conjuntos

« ldentidades de conjuntos:
e) Au(BNC) = (AuB)N(AULC);
) An(BUC) = (AnB)U(ANC);
g) AnY =
h) Aud = A;
) (AuUB)t= ASNB¢; (obs.: A= A)
) (AnB)t= AtuB¢
k) AS = A
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1.2 Introducao aos Conjuntos

«  Definicao:
—  Sejam dois conjuntos A e B. Denominaremos produto cartesiano
de A e B, denotando-o por AxB, o conjunto {(a,b), acA, beB},
Isto €, o conjunto de todos os pares ordenados nos quais o
primeiro elemento é tirado de A e o0 segundo, de B.
«  Exemplo:
— Suponhaque A={1, 2,3}, B={1, 2, 3, 4}. Entdo, AxB =
{(1,1), (1,2), ..., (1,4), (2,1), ..., (2,4), (3,1), ..., (3,4)};
e  Observacao:
— emgeral, AxB = BxA, pois, por exemplo, (3, 4) = (4, 3).

UFMG-ESTO028 Cap. 1 - Introducdo a Probabilidade 11



1.2 Introducao aos Conjuntos

« Classificacao dos conjuntos guanto ao numero
de elementos:
—  Conjunto finito
« guando nele existir um numero finito de elementos;

—  Conjunto infinito numeravel

« guando existir uma correspondéncia biunivoca entre 0s seus
elementos e 0 conjunto dos inteiros positivos;

—  Conjunto infinito nao-numeravel

« guando nele existir numero infinito ndo-enumeravel de
elementos;
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1.3 Exemplos de Experimentos
Nao-deterministicos

. E,: jogue um dados e observe o nimero mostrado na face de cima;

. E,: jogue uma moeda quatro vezes e observe o nimero de caras obtido;

. E,: jogue uma moeda quatro vezes e observe a frequéncia obtida de caras e
coras;

. E,: Em uma linha de producéo, fabrique pecas em série e conte o nimero de
pecas defeituosas produzidas em um periodo de 24 horas;

. E.: Um asa de um avido e fixada por um grande nimero de rebites; conte o
numero de rebites defeituosos;

. E.: Um lampada ¢ fabricada; em seguida é ensaiada quanto a duracao da

vida, pela colocagao em um soquete e anotagao do tempo decorrido (em
horas) até queimar;

. E.: Um lote de 10 pecas contém 3 defeituosas; as pecas sdo retiradas uma a
uma (sem reposic¢ao) ate que a ultima peca defeituosa seja encontrada; o
numero de pecas retiradas do lote é contado;
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1.3 Exemplos de Experimentos
Nao-deterministicos

. Eg: Pecas sdo fabricadas até que 10 pecas defeituosas sejam produzidas; o
numero total de pecas fabricadas € contado;

. Eo: Um missil é langado; em um momento especifico t, suas trés
velocidades componentes v,, v, € v, S840 observadas;

. E.o: Um missil recém-langado € observado nos instantes t,, t,, ..., t,; em
cada um destes instantes, a altura do missil acima do solo € registrada;

. E,,: Aresisténcia a tracao de uma barra metalica € medida;

. E,,: De uma urna, que s6 contém bolas pretas, tira-se uma bola e verifica-se
sua cor;

. E ;- Um termografo registra a temperatura continuamente, num periodo de

24 horas; em determinada localidade e uma data especifica, esse
termografo é lido;

. E.,: Na situagdo descrita em E,;, X e y, as temperaturas minima e maxima,
no periodo de 24 horas considerado, s@o registradas.
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1.3 Exemplos de Experimentos
Nao-deterministicos

«  Pontos em comum dos experimentos anteriores:

a) cada experimento podera ser repetido indefinidamente sob
condicgOes essencialmente inalteradas;

b) muito embora ndo sejamos capazes de afirmar que resultado
particular ocorrera, seremos capazes de descrever o conjunto de
todos 0s possiveis resultados do experimento;

c) quando o experimento for executado repetidamente, 0s
resultados individuais parecerdo ocorrer de uma forma acidental;
contudo, quando e experimento for repetido um grande numero
de vezes, uma configuracao definida ou uma regularidade
surgira.
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1.4 O Espaco Amostral

. Definicéo:
— Para cada experimento € do tipo que estamos considerando,
definiremos o espago amostral como o conjunto S de todos 0s

resultados possiveis de € (neste contexto, S representa o conjunto
fundamental U, anteriormente expllcado)

. Exemplos:
—  S;:{1,2,3,4,5, 6},
- 5,:{0,1, 2, 3,4},
— Sy {todas a sequéncias possiveis da forma a,, a,, a;, a,}, em que a; = H
ou T, conforme apareca cara ou coroa na I-ésima Jogada

— 5,:{0,1, 2, ..., N}, em que N é o numero maximo que pode ser
produzido em 24 horas;

0, .., M}, em que M é o nimero de rebites empregado;
t| t

s.: {0, 1,2, .
- S{ >0};
S.:{3,4,5,6,7,8,9, 10};
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1.4 O Espaco Amostral

«  Exemplos (continuacao):

—  54:{10,11, 12, ..},

— Sgi{Ve Wy V| vy, vy €V, Sejam numero reais};

— S {hy ., h | >0,i=1,2, .., n}

— S {T| T>0};

~ Sy {preta};

— S50 {f| fuma funcéo derivavel que satisfaga m < f(t) <M, para
todo t};

— S {y)m<x<y<M} istoé, S,, é formado por todos 0s
pontos dentro e sobre o triangulo no plano x, y
bidimensional.
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1.5 Eventos

. Definicéo:
—  Oevento A, relativo a um particular espago amostral S associado a um
experimento g, € um conjunto de resultados possiveis;

. Exemplos:
— A;:Um numero par ocorre, isto ¢, A = {2, 4, 6},
— A, {2}, isto e, exatamente duas caras ocorrem;

— Ayt {HHHH, HHHT, HHTH, HTHH, THHH}; isto e, mais caras do que
coroas ocorreram;

— A, {0}; isto é, todas as pecas séo perfeitas;
— A {3,4, ..., M}, isto &, mais do que dois rebites eram defeituosos;
— A {t| t<3}; isto é, a lampada queima em menos de 3 horas;

- A {Xy)ly =x+20}; isto €, a temperatura maxima € 20° maior que a
minima.
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1.5 Eventos

e Eventos:

— Quando o espaco amostral S for finito ou infinito
numeravel, todo subconjunto podera ser considerado
um evento;

e Se S contiver n elementos:
— NuUmero de eventos possiveis 2".

— Para espacos amostrais ndo-numeraveis alguns
subconjuntos ‘nao-admissiveils’ devem ser excluidos
(assunto fora do escopo deste texto).
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Combinacao de eventos:

a)
b)

c)
d)

e)

se A e B forem eventos, AUB sera o evento que ocorrera se, e
somente se, A ou B (ou ambos) ocorrerem;

se A e B forem eventos, AnB sera o evento que ocorrera se, e
somente se, A e B ocorrerem;

se A for um evento, A sera 0 evento que ocorrera se, e somente
se, nao ocorrer A;

se A, ..., A, for qualquer colecéo finita de eventos, entéo,
UN_,A; Sera o evento que ocorrera se, e somente se, a0 menos
um dos eventos A, ocorrer;

se A, ..., A, for qualquer colecéo finita de eventos, entéo,
N"._,A; Sera o evento que ocorrera se, e somente se, todos os
eventos A; ocorrerem;

UFMG-ESTO028 Cap. 1 - Introducdo a Probabilidade

20



f)

9)

h)

se Ay, ..., A,, ... for qualquer colegdo infinita (numeravel) de
eventos, entao uOO, /A sera o evento que ocorrera se, e somente
se, a0 menos um dos eventos A; ocorrer;

se A, ..., A, for qualquer colegao infinita (numeravel) de
eventos, entao M*_,A; Serd o evento que ocorrera se, e somente
se, todos 0s eventos A, ocorrerem;

suponha que S represente o espa¢o amostral associado a algum
experimento g, e que nds executemos € duas vezes. Entdo S x S
podera ser empregado para representar todos os resultados
dessas duas repeticoes. Portanto, (s, S,) € S x S significa que s,
resultou quando ¢ foi executado a primeira vez e que s,, quando
¢ fol executado a segunda vez;

0 exemplo contido em (h) pode, obviamente, ser generalizado
para n execucoes.
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1.5 Eventos

Definicao:

—  Dois eventos, A e B, sdo denominados mutuamente excludentes, se eles
nao puderem ocorrer juntos. Exprimiremos isso escrevendo AnB = ¢,
Isto e, a intersecdo de A e B é o conjunto vazio.

Exemplo:

E Um dispositivo eletronico é ensaiado e o tempo total de servigo t é
registrado. Admitiremos que o espaco amostral seja S = {t| t > 0}.
Sejam A, B e C trés eventos definidos como A = {t| t < 100}, B = {t| 50
<t<200}, C= {t| t> 150}.

— Consequentemente:
. AUB = {t| t <200}; AnB = {t] 50 <t < 100},
. BuUC = {t| t>50}; BNC = {t| 150 <t <200};
. AUC = {t| t <100 ou t > 150}; ANC =G;
« A={t/t>100}.
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1.6 Frequéncia Relativa

«  Definicao:

1)
2)
3)
4)

5)

f, = n,/n & denominada frequéncia relativa do evento A nas n
repeticOes de €. A frequéncia relativa f, apresenta as seguintes
propriedades, de facil verificacao:

0<f,<I;

f, =1 se, e somente se, A ocorrer em todas as n repeticoes;

f, = 0 se, e somente se, A nunca ocorrer nas n repeticoes;

se A e B forem eventos mutuamente excludentes, e se f, g for a
frequéncia relativa associada ao evento AuUB, entéo

face = fat Tg;

f,, com base em n repeticdes do experimento e considerada

como uma funcgdo de n, “converge”’em certo sentido
probabilistico para P(A), guando n — oo.
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1.7 NocOes Fundamentais de
Probabilidade

1)
2)
3)

4)

Problema:

atribuir um numero a cada evento A, o qual avaliara quao verossimil
serd a ocorréncia de A quando o experimento for realizado;

Definicédo (definicao axiomatica da probabilidade):

Seja € um experimento. Seja S um espaco amostral associado a €. A
cada evento A associaremos um numero real representando por P(A) e
denominado probabilidade de A, que satisfaca as seguintes
propriedades:

0<PA)<I;

P(S) =1,

se A e B forem eventos mutuamente excludentes, P(AUB) = P(A) +
P(B);

se A, A, ..., A, ... forem, dois a dois, eventos mutuamente
excludentes entao P(U%2,A) = P(A; ) +P(A) +...+P(A) + ...
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1.7 NocOes Fundamentais de
Probabilidade

. Teorema 1:
—  Se @ for o conjunto vazio, entdo
P(©) =0.
. Demonstracao:
— Para qualquer evento A, podemos escrever A = Aud. Uma vez que A
e & sdo mutuamente excludentes, decorre da Propriedade 3 que P(A) =
P(AUY) = P(A) + P(). Daqui, a conclusao é imediata.
. Teorema 2:
— Se A for o evento complementar de A, entdo
P(A)=1-P(A).
. Demonstracio:

- Podemos escrever S = AUA e, empregando as Propriedades 2 e 3,
obteremos _
P(S)=1=P(A) + P(A).
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1.7 NocOes Fundamentais de
Probabilidade

. Teorema 3:
—  Se A e B forem dois eventos quaisquer, entdo
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AnB).
. Demonstracao:

—  Aideia desta demonstracao € decompor AUB e B em dois eventos
mutuamente excludentes e, em seguida, aplicar a Propriedade 3 (veja o
Diagrama de Venn na figura). Deste modo escrevemos

AUB = AU(BNA),

B = (AnB)U(BNA)
Consequentemente,
P(AUB) = P(A) + P(BNA),
P(B) = P(AnB) + P(BNA).
Subtraindo-se a segunda igualdade da primeira, obtem-se:
P(AUB) - P(B) = P(A) - P(AnB)

qqd.
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1.7 NocOes Fundamentais de
Probabilidade

Teorema 4.
—  Se A, B e C forem trés eventos quaisquer, entao
P(AuBUC) =P(A) + P(B) + P(C) - P(AmB) - P(ANC) - P(BNC) +
P(ANBNC).

Demonstracao:
- (deixada como exercicio)

Teorema 5:
—  Se AcB, entdo P(A) < P(B).
Demonstracao:
—  Podemos decompor B em dois eventos mutuamente excludentes, na
seguinte forma: B = AU(BNA).
Consequentemente, P(B) = P(A) + P(BNA) > P(A), porque P(BNA) >
0, pela Propriedade 1.
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Observacoes:

a)
b)

c)

d)

ndo estamos abandonando todas as relacdes deterministicas;

a escolha entre a adogdo de um modelo deterministico ou um
modelo probabilistico pode depender da complicac¢ao de nossa
técnica de mensuracao e da exatidao associada a ela;

sob certas circunstancias teremos condic¢des de chegar a um método
baseado em consideracoes fisicas para avaliagao das probabilidades
basicas (que devem satisfazer aos axiomas basicos da

probabilidade); exemplo: P(H) = P(T) = 0.5, para moedas honestas;

no desenvolvimento das ideias basicas da teoria da probabilidade,
faremos referéncias a analogias mecanicas;

sob certas circunstancias, poderemos fazer suposicoes adicionais
que conduzam a um método para avaliacao das probabilidades ou
poderemos ter que recorrer a experimentagao, quando a frequéncia
relativa desempenhara um papel importante, pois f, = P(A).
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