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3.1 Probabilidade Condicionada

. Probabilidade condicionada é um conceito que pode auxiliar em muitas
situacOes reais;
. Exemplo: No lote de 20 pecas defeituosas e 80 pecas nao-defeituosas

estudada no Cap. 2, suponha que escolhemos duas pecas deste lote e
estejamos interessados nos dois eventos:

A = {a primeira peca é defeituosa} e B = {a segunda peca é defeituosa}.

Solucao: Se estivermos extraindo com reposicao, temos P(A) = P(B) =
20/100 = 1/5.

Solucao I1: Se estivermos extraindo sem reposicao, naturalmente ainda é
verdade que P(A) = 1/5, mas o calculo de P(B) depende do conhecimento
da composicao do lote antes de extrair a segunda peca.

. Definicao: Sejam A e B dois eventos associados ao experimento «.
Denotaremos por P(B|A) a probabilidade condicionada do evento B
quando o evento A tiver ocorrido.
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3.1 Probabilidade Condicionada

. Exemplo I1: Ainda com relacédo ao lote do exemplo anterior, temos
P(BJA) = 19/99,
porque se A tiver ocorrido, entao para a segunda extragao restarao
somente 99 pecas, das quais 19 sao defeituosas;

Obs.: Para calcularmos P(BJ|A), estamos calculando P(B) em
relagéo ao espaco amostral reduzido A, em lugar de fazé-lo em
relacdo ao espaco amostral original S (ver Diagrama de Venn).

S
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3.1 Probabilidade Condicionada

. Definicao:

Obs.:

a)
b)

c)
d)

UFMG-ESTO028

P(ANB)
P(A)

Isto ndo € um teorema nem um axioma;

E simples verificar que P(B|A), para A fixado, satisfaz aos varios
postulados de probabilidade;

SeA=S,

P(B|S) = P(BNS)/P(S) = P(B);
A cada evento B — S, poderemos associar dois numeros, P(B), a
probabilidade (ndo-condicionada) de B, e P(B|A), a probabilidade
condi_%ionada de B, desde que algum evento A (para o qual P(A) > 0) tenha
ocorrido;

A probabilidade condicionada est4 definida em termos da medida de
probabilidade ndo-condicionada P, isto €, se conhecermos P(B) para todo
BcS, poderemos calcular P(BJA), para todo BcS.

P(BIA)=

, desde que P(A) > 0.
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3.1 Probabilidade Condicionada

« Formas de calcular a probabilidade
condicionada P(B|A):

a) Diretamente, pela consideracao da probabilidade de B
em relacao ao espaco amostral reduzido A;

b) Empregando a defini¢ao anterior, em que P(ANB) e
P(A) sao calculadas em relacao ao espaco amostral
original S.
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3.1 Probabilidade Condicionada

. Exemplo: Suponha-se que um escritorio possua 100 maquinas de calcular, algumas
elétricas (E) e outras manuais (M), algumas novas (N) e outras usadas (U), conforme
apresentado na tabela abaixo. E M toal

N 40 30 70
U 20 10 30
total 60 40 100

Uma pessoa entra no escritorio, pega uma maquina ao acaso, e descobre que € nova.
Qual a probabilidade de que seja eletrica (isto &, procuramos P(E|N)?

. Solucao I: Considerando apenas o espago amostral reduzido N (isto é, as 70
maquinas novas), temos

P(EIN) = 40/70 = 4/7,

. Solucao Il: Empregando a definicédo de probabilidade condicionada, temos que

P(ENN) _40/100 _, .

PEIN)= P(N)  70/100
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3.1 Probabilidade Condicionada

« Definicao: Importante consequéncia da
definicao de probabilidade condicionada
anteriormente fornecida é escrever

P(ANB) = P(B|A)xP(A) = P(A|B)xP(B),

denominada teorema da multiplicacao.
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3.1 Probabilidade Condicionada

«  Exemplo: Considerando novamente o problema das 20
pecas defeituosas e 80 nao-defeituosas, anteriormente
estudado, qual sera a probabilidade de duas pecas
escolhidas ao acaso serem ambas defeituosas?

«  Solucéao: Sejam os eventos
A={a primeira peca é defeituosa} e
B = {a segunda peca é defeituosa}.

Desejamos encontrar P(AB), que pode ser calculada
pelo teorema da multiplicacao

P(ANB) = P(B|A)xP(A) = 19/99 x 1/5 = 19/495.

UFMG-ESTO028 Cap. 3 - Probabilidade Condicionada e Independéncia



3.1 Probabilidade Condicionada

« Definicao:
Dizemos que os eventos By, B, ..., By,
representam uma particao do espaco amostral S,

quando
a) B"B;=, paratodoi=];
b) k., B, =S;

c) P(B;) >0, paratodo i.

Em outras palavras, quando o experimento ¢ €
realizado um, e somente um, dos eventos B;

ocorre.
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3.1 Probabilidade Condicionada

. Teorema da Probabilidade Total:

Consideremos A um evento qualquer referentea Se By, B, ..., B,, uma
particdo de S (ver Diagrama de Venn, para k=8).

Portanto, podemos escrever
A=AnB; UANB,L... UANB,.

Como os eventos AnB; sdo mutuamente excludentes dois a dois podemos
escrever

P(A) = P(AnB,) +P(AnB,) +...+ P(AnB,).
Escrevendo cada termo P(AnB;) na forma P(A|B,)xP(B,) temos
P(A) = P(AIB)xP(B,) + P(AIB,)xP(B,) +...+ P(AIB)xP(B),
denominado teorema da probabilidade total.
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3.1 Probabilidade Condicionada

. Exemplo: Voltando novamente no lote de 20 pegas defeituosas e 80
ndo defeituosas, definimos os eventos A = {a primeira peca €
defeituosa} e B = {a segunda peca é defeituosa}. Calcular P(B).

. Solucao: Utilizando o teorema da probabilidade total, temos
P(B) = P(B|A)xP(A) + P(B|A)xP(A),

igual a
19 1 20 4 1
P(B)=oxZ+S x— =
9 5 99 5 5
Obs.: Este € um resultado surpreendente, guando lembramos que

extraindo com reposicao obtivemos P(B) = 1/5.
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3.2 Teorema de Bayes

«  Definicao:
Seja B,, B,, ..., B,, uma particao do espaco amostral S e
seja A um evento associado a S. Aplicando-se a
definicao de probabilidade condicionada, podemos
escrever

P(A|B;)xP(B;)

> P(A|B))xP(B))

P(Bi | A) —

Este resultado € conhecido como Teorema de Bayes,
também denominado formula da probabilidade das
causas ou antecedentes.
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3.2 Teorema de Bayes

. Exemplo:

Um determinada peca é manufaturada por trés fabricas, 1, 2 e 3.
Sabe-se que 1 produz o dobro de pecas que 2,eque 2 e 3
produziram o mesmo numero de pecas. Sabe-se que 2% das pecas
produzidas por 1 e por 2 sao defeituosas, enquanto que 4% daquelas
produzidas por 3 sao defeituosas. Todas as pecas produzidas sao
misturadas em um deposito e depois uma delas € extraida ao acaso.
Qual a probabilidade de que seja defeituosa?

. Solugao: Sejam os eventos A = {a peca e defeituosa} e B; = {a peca
provém de i}. Como os eventos B; s&o mutuamente excludentes
pelo teorema da probabilidade total podemos escrever

P(A) = P(A|B))xP(B,) + P(A|B,)xP(B,) + P(A|B3)xP(B,),
que fornece
P(A) = 0,02 x1/2 + 0,02x1/4 + 0,04x1/4 = 0,025.
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3.2 Teorema de Bayes

. Exemplo (continuacao):

Suponha que uma peca retirada do depdsito seja identificada como
defeituosa. Qual a probabilidade de que tenha sido produzida pela
fabrica 1?

. Solucao: Reutilizando a notacéo definida, o que se pede é P(B,|A),
claramente uma aplicacdo do Teorema de Bayes, ou formula da
probabilidade das causas, que nos permite obter as probabilidades
condicionais P(B;|A) em termos das probabilidade ja& conhecidas

P(A|B;). Assim, temos
P(A|B,)xP(B,)

T B (ATB) < P(B) + P(AIB,)x P(B,)+ P(A] B,) < P(B.)

- 0,02 x1/2 -
0,02x1/2+0,02x1/4+0.04x1/4

P(Bl | A) -
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. Exemplo I1: A probabilidade de que um teste identifique
corretamente alguém com uma doenca, dando positivo, € 0,99; e a
probabilidade de gue o teste identifique corretamente alguém sem a
doenca, dando negativo, € 0,95. A incidéncia da doencga na
populagdo em geral € 0, 0001. Vocé fez o teste e o resultado foi
positivo. Qual é a probabllldade de que vocé tenha a doenca?

. Solucéao: Faca D denotar o evento em que vocé tenha a doenca e
faca S denotar o evento em que o teste seja positivo. A
probabilidade requerida pode ser denotada como P(D|S). A
probabilidade de gue o teste identifique corretamente alguém sem a
doenca, dando negativo, é 0,95. Consequentemente, a probabilidade
de um teste positivo sem a doenca € P(S|D’) = 0,05. Do Teorema de
Bayes,

P(S | D)x P(D) - 0,99x 0,0001 -
P(S|D)xP(D)+P(S|D')xP(D') 0,99x0,0001+0,05x (1—0,0001)

P(D|S)=
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3.3 Eventos Independentes

«  Definicao:
A e B serdo eventos independentes se, e somente se,
P(AnB) = P(A)xP(B).

*  Obs.: Esta definicao equivale a dizer que se A e B sao
Independentes quando

P(B|A) = P(B) e P(A|B) = P(A).

«  Obs. Il: Na maioria das aplicacOes, teremos que adotar a
hipotese de independéncia de dois eventos Ae B e
depois emprega-la para calcular P(ANB) por meio de
P(A)xP(B).
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3.3 Eventos Independentes

. Exemplo:

Um grande lote de 10.000 pecas possui 10% defeituosas. Duas pecas séo
extraidas. Qual a probabilidade de ambas estarem perfeitas?

. Solucao I: Definamos os eventos A = {a primeira peca € perfeita} e B = {a
segunda peca é perfeita}. Admitindo-se que a primeira peca seja reposta,
temos que os eventos A e B podem ser considerados independentes e

portanto
P(AnB) = P(A)xP(B) = 0,9x0,9=0,81.
. Solucao I1: Sejam os mesmo eventos A e B anteriormente definidos. Sem

reposicéo teremos que
P(ANB) = P(B|A)xP(A) = 8999/9999 x 0,9 = 0,81.

. Obs.: Neste caso, a hipétese de independéncia simplifica os calculos e
acarreta apenas um erro desprezivel. Isto nao seria verdade se o lote fosse
pequeno.
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3.3 Eventos Independentes

. Definicao:
Diremos que trés eventos A, B e C sdo mutuamente independentes
se, e somente se, todas as condicdes seguintes forem validas
P(AnB) =P(A)xP(B), P(ANC)=P(A)xP(C),
P(BNC) = P(B)xP(C), P(A B NC) = P(A) xP(B)xP(C).

. Definicéo:

Os neventos A, A,, ..., A,,, serao mutuamente independentes se, e
somente se, tivermos, parak =2, 3, ..., n,

P(Airs Aiz s Aikr) = P(A)XP(Ap)x...x P(Ay)

(Obs.: existem ao todo 2" - n - 1 condic¢des deste tipo).
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3.3 Eventos Independentes

. Exemplo:

Entre seis parafusos, dois sdé0 menores do gue um comprimento
especificado. Se dois forem escolhidos ao acaso, qual sera a probabilidade
de que os dois parafusos mais curtos sejam extraidos? Seja o evento A; = {0
i-ésimo parafuso escolhido é curto}, parai =1, 2.

. Solucao I: A solugéo correta é
P(A;NA,) = P(A,JA)xP(A,) = 1/5 x 2/6 = 1/15.
. Solucéo I1: A solucdo comum, e incorreta, € obtida escrevendo-se

P(A,NA,) = P(A,)xP(A,) = 1/5 x 2/6 = 1/15.

. Obs.: Muito embora a solucao incorreta apresente 0 mesmo valor
numerico, a identificacdo de 1/5 com P(A,) é incorreta, pois 1/5 representa
P(A,JA,), sendo que P(A,) pode ser calculzada corretamente, pelo Teorema
da Probabilidade Total

P(A,) = P(AJA)XP(A,) + P(AJA)xP(A,) = 1/5 x 2/6 + 2/5 x 416 = 1/3.
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3.4 Consideracoes Esquematicas;
Probabilidade Condicionada e
Independéncia

- Aabordagem esquematica auxilia a compreensao da
probabilidade condicionada. Sejam dois eventos A e B

assoclados a um espacgo amostral, com as probabilidades
Indicadas no Diagrama de Venn.

Q)

0,2

‘

« Tem-se P(AmB)=0,1; P(A) =0,1+0,3=0,4; P(B) =
0,1+0,4 =0,5.
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3.4 Consideracoes Esquematicas;
Probabilidade Condicionada e
Independéncia

« Esses eventos podem ser representados pelas
areas dos retangulos:

* Asregioes sombreadas indicam o evento B. O
retangulo sombreado da esquerda representa
ANB e 0 da direita A'’nB.
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3.4 Consideracoes Esquematicas;
Probabilidade Condicionada e

Independéncia

« Para calcular P(B|A), necessitamos somente
considerar A, isto e, A’ pode ser ignorado no
calculo. Logo a proporcao de B em A é 1/4,
igual a P(B|A). Da mesma forma, P(B'|A) = 3/4.

1,0

B’ 0,75

B 0,25

0

A

A/
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3.4 Consideracoes Esquematicas;
Probabilidade Condicionada e

Independéncia

- Pela abordagem esquematica, podemos também ilustrar
a nocao de independéncia. Suponha que A e B sejam

como Indicado na figura abaixo.

0,4

0,6

B/ 0,3

0,45

B 0,1

0,15

A

A/

B

«  Como as propor¢des nos dois retangulos que
representam A e A’, sao as mesmas, 3:1, teremos a

Independéncia entre A e B e:

P(B) = 0.1+ 0.15 = 0,25 e P(B|A) = 0,1/0,4 = 0,25
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