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6.1 VVariaveis Aleatorias
Bidimensionails

«  Definicao:
Sejam € um experimento e S um espac¢o amostral
assoclado a €. Sejam X = X(s) e Y = Y(s) duas funcaes,
cada uma associando um numero real a cada resultado s
e S (ver figura). Denominaremos (X, Y) uma variavel
aleatoria bidimensional (algumas vezes chamada vetor
aleatorio). s
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6.1 VVariavelis Aleatorias
Bidimensionails

° Comentarios:

— Assim como no caso unidimensional, néo estaremos
Interessados na natureza funcional de X(s) e Y(s), mas tao
somente nos valores que X e Y assumem.

—  Também falaremos do contradominio de (X, Y), a saber Ry,
como o conjunto de todos os valores possiveis de (X, Y).

—  No caso bidimensional, por exemplo, o contradominio de (X, Y)
sera um subconjunto do plano euclidiano e cada resultado X(s) e
Y(s) podera ser representado como um ponto (X, y) no plano.

—  Também suprimiremos a natureza funcional de X e Y, ao
escrevermos, por exemplo, P[X<a, Y<b] em lugar de P[X(s)<a,
Y(s)<b].
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6.1 VVariaveis Aleatorias
Bidimensionails

«  Definicao:

a) (X, Y)serauma variavel aleatoria discreta bidimensional se 0s
valores possiveis de (X, Y) forem finitos ou infinitos numeraveis,
Isto €, se 0s valores possiveis de (X, Y) puderem ser
representados por (X;, ¥;), 1=1,2,...,n,..;J=1,2, ... m, ...

b) (X, Y)serauma variavel aleatoria continua bidimensional se
(X, Y) puder tomar todos os valores em algum conjunto nao-
numeravel do plano euclidiano.

Por exemplo, se (X, Y) tomar todos os valores no retangulo {(x,
y)|a<x<h, c<y<d}outodos os valores no circulo  {(x, y)|
x?>+y?< 1}, podemos dizer que (X, Y) é uma variavel aleatéria
bidimensional continua.
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6.1 VVariavelis Aleatorias
Bidimensionails

o Comentarios:

a)

b)

N&o rigorosamente, (X, Y) serd uma variavel aleatoria
bidimensional se representar o resultado de um experimento
aleatorio no qual tenhamos medido os dois caracteristicos
numericos X e Y.

Pode acontecer que um dos componentes de (X, Y), por
exemplo, X, seja discreto, enquanto o outro seja continuo, mas
0S casos aqui tratados terdo ambos 0s componentes discretos ou
ambos continuos.

Em muitas situacGes, as duas variaveis X e Y, quando
consideradas conjuntamente, constituirdo de maneira muito
natural o resultado de um tnico experimento e em quase todas
as aplicacOes existe uma razao bastante definida para considerar
X e Y conjuntamente.
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6.1 VVariavelis Aleatorias
Bidimensionails

« Definicao:

a) Seja (X, Y)uma variavel aleatoria discreta
bidimensional. A cada resultado possivel (x;, )
associaremos um numero p(x;, y;) que represenfa
P(X=x;, Y=y;) e satisfaca as segumtes condicoes:

1)  p(x;, yJ) >0, para todo (X, y),

2) X X% p(xi Yp) = 1
A funcao p definida para todo (x;, y;) no
contradominio de (X, Y) € denominada a funcao de
probabilidade de (X, Y). O conjunto dos ternos

X ¥; PG YL, 1, ) =1, 2, ..., €, algumas vezes,
denominado’ dlstrlbmgao de probabllldade de (X Y).
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6.1 VVariaveis Aleatorias
Bidimensionails

« Definicao (final):
b) Seja (X, Y) uma variavel aleatoria continua
gue toma todos os valores em alguma regiao
R do plano euclidiano. A funcao densidade de

probabilidade conjunta f & uma funcéo que

satisfaz as seguintes condicoes:
3) f(x,y) >0, paratodo (x,y) € R,
4) [k f(x,y) dxdy = 1.
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6.1 VVariavelis Aleatorias
Bidimensionails

° Comentarios:

a) A analogia com a distribuicdo de massa também é evidente no
presente caso. No caso discreto é como se toda a massa estivesse
concentrada em um numero finito ou infinito enumeravel de
lugares e no caso continuo € como se a massa pudesse ser
encontrada em todos os pontos.

b) A condicdo (4) afirma que o volume total sob a superficie dada
pela equacdo z = f(x, y) é igual a 1.

c) Como no caso unidimensional, f(x, y) nao representa a
probabilidade.

d) Como no caso unidimensional, adotaremos a convencao de que
f(x,y) =0se (X, y) ¢ R, e, assim, temos /_=/_=f(x, y)dxdy = 1.
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6.1 VVariavelis Aleatorias
Bidimensionails

. Comentarios (continuacéao):
e)  Também suprimiremos a natureza funcional de (X, Y).

f)  Também, como no caso unidimensional, a distribuicéo de
probabilidades de (X, Y) € realmente induzida pela probabilidade dos
eventos associados ao espaco amostral original S. Ou seja, se B estiver
no contradominio de (X, Y), teremos

P(B) = P{[X(s), Y(s)] € B} = P{s| [X(s), Y(s)] € B}.
Esta probabilidade se refere a um evento em S e, consequentemente,

determina a probabilidade de B. De acordo com nossa terminologia
anterior, B e {s| [X(s), Y(s)] € B} sao eventos equivalentes (ver figura).

=)
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6.1 VVariaveis Aleatorias
Bidimensionails

. Exemplo:

Duas linhas de producéo fabricam um certo tipo de peca. Suponha
que a capacidade na linha | (em qualquer dia) seja 5 pegas e na linha
Il, 3 pecas. Admita que o numero de pecas realmente produzidas em
qualquer linha seja uma variavel aleatoria e que (X, Y) represente a
variavel aleatoria bidimensional que fornece o nimero de pecas
produzidas pela linhas | e I, respectivamente. A Tabela 6.1 da a
distribuicao de probabilidade conjunta (X, Y).

Tab. 6.1

\\ X

y N 0 1 2 3 4 5
N

0 0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09

1 0,01 0,02 0,04 0,05 0,06 0,08

2 0,01 0,03 0,05 0,05 0,05 0,06

3 0,01 0,02 0,04 0,06 0,06 0,05
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6.1 VVariaveis Aleatorias
Bidimensionails

. Exemplo (continuacao):
Cada casa na tabela representa
P(X;; ¥j) = P(X =%, Y =y)).
Assim, p(2, 3) = P(X=2, Y=3) = 0,04 etc.

Portanto, se B for definido como

B = {mais pecas sdo produzidas pela linha I que pela linha I1}
encontramos gue

P(B)=0,01 + 0,03 + 0,05 + 0,07 + 0,09 + 0,04 + 0,05 +

0,06 + 0,08 + 0,05 + 0,05+ 0,06 + 0,06 + 0,05=0,75.
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6.1 VVariavelis Aleatorias
Bidimensionails

. Exemplo II:

Suponha que um fabricante de lampadas esteja interessado no
numero de lampadas encomendadas a ele durante os meses de
janeiro e fevereiro. Sejam X e Y, respectivamente, o numero de
lampadas encomendadas durante esses dois meses. Admitiremos
que (X, Y) seja uma variavel aleatoria continua bidimensional, com a
seguinte fdp conjunta (ver figura):

f(x,y) =c, se 5.000 <x <10.000 e 4.000 <y <9.000,
=0, para quaisquer outros valores.

y

y=9000

y=4000

- X
x = 5000 x=10.000
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6.1 VVariaveis Aleatorias
Bidimensionails

Exemplo Il (continuacao):
Para determinar c, levamos em conta o fato de que

f: fj f (x,y)dxdy =1.

Por conseguinte

9.000 ¢10.000 5
_[ _[ f(x,y)dxdy= LOOO LOOO cdxdy = ¢ x5000°.
Assim, ¢ = (5.000). Dal se B = {X>Y}, teremos
P(B)=1— O dxd
(B) = (5. OOO) I ooo.[s 000 1Y =
1 9.000 17
—1— 50007 L_OOO(y —5.000)dy = =—.
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6.1 VVariavelis Aleatorias
Bidimensionails

. Definicao:
Seja (X, Y) uma variavel aleatoria bidimensional. A funcao de
distribuicao acumulada (fd) F da variavel aleatoria bidimensional
(X, Y) é definida por
F(x, y) = P(X2x, Yy).
. Comentario:

F € uma funcao de duas variaveis e tem muitas propriedades
analogas aquelas expostas para a fd unidimensional. A seguinte
propriedade é bastante importante.

Se F for a fd de uma variavel aleatdria bidimensional com fdp f,
entao

0°F(x, y)/oxoy = (X, y),

sempre que F for derivavel, andlogo a dF(x)/dx = f(x), para variaveis

aleatorias unidimensionais.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

. Exemplo:

Considere novamente o exemplo anterior. Calcularemos os totais
marginalis, isto €, a soma das 6 colunas e 4 linhas da tabela (ver
Tabela 6.2)

As probabilidades que aparecem nas margens (tltima linha e coluna
mais a direita), representam a distribuicédo de probabilidade de X e Y,
respectivamente. Por exemplo, P(Y=0) = 0,25 e P(X=0) = 0,03.

Tab. 6.2
X

Y 0 i 2 3 4 5 Soma
0 0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,25

1 0,01 0,02 0,04 0,05 0,06 0,08 0,26

2 0,01 0,03 0,05 0,05 0,05 0,06 0,25

3 0,01 0,02 0,04 0,06 0,06 0,05 0,24
Soma 0,03 0,08 0,16 0,21 0,24 0,23 1,00
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

. Céalculo das distribuictes marginais de X e Y:

a)  Caso discreto — Desde que X = x; deve ocorrer junto com Y =y; para
algum j e pode ocorrercom Y = yJ somente com um j, tem-se

p(x;) = P(X=x;) = P(X=X;, Y=y, ou X=X;, Y=y, 0U ...) =
= Z7p(%,.Y))-

A funcao p definida para xy, X,, ..., representa a distribuicéo de
probabilidade marginal de X.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

. Calculo das distribuicdes marginaisde X e Y:

a)  Caso continuo — Seja f a fdp conjunta da variavel aleatoria
bidimensional continua (X, Y). Definiremos g e h, respectivamente
as funcoes de densidade de probabilidade marginal de X e de Y,
assim

00 =["f(xy)dy;  h(y)=[" f(xy)dx

Essas fdp correspondem as fdp basicas das variaveis aleatorias
unidimensionais X e Y, respectivamente. Por exemplo

Plc<X <d)=Plc< X <d,—0o<Y <+w]|=
~d

= [ [ f(xy)dydx=

JC J—

_[ g(x)dx.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

. Exemplo:
Dois caracteristicos do desempenho do motor de um foguete séo o

empuxo X e a taxa de mistura Y. Suponha que (X, Y) seja uma
variavel aleatoria continua bidimensional com fdp conjunta:

f(x,y) = 2(x+y-2xy), 0<x<1,0<y<1],
=0, caso contrario.
A fdp marginal de X é dada por:

+00 1
g() = f(xy)dy=] 2(x+y-2xy)dy =
_2(xy+y [2— xy} =1, 0<x<1.

Em outras palavras, X € uniformemente distribuida sobre [0,1].
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

Exemplo (final):
A fdp marginal de Y é dada por

+00 1
h(y) = Lo f(x,y)dx = jo 2(X + y — 2xy)dx =
- z(x2 /2+xy—x2y1g =1, 0<y<l

Portanto, Y € também uniformemente distribuida sobre [0,1].
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

. Definicao:
Dizemos que a variavel aleatoria continua bidimensional e

uniformemente distribuida sobre a regidao R do plano euclidiano
quando

f(x,y) =c, para (X, y) € R,
=0, caso contrario.
Em virtude da condicao

f: J:o f (x,y)dxdy =1,

a definicdo acima acarreta que a constante sera igual a 1/area(R),
supondo que R seja uma regido com area finita, ndo nula.

o Comentario:

Essa definicédo é o analogo bidimensional da variavel aleatdria
unidimensional distribuida uniformemente.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

. Exemplo:

Suponha que a variavel aleatoria (X, Y) seja uniformemente
distribuida sobre a regido sombreada R, indicada (ver figura).
Portanto

f(x,y) = 1/area(R), para (x,y) € R.
Encontraremos que 1

area(R) = jo (X —x?)dx = -

Logo, a fdp sera dada por

f(x,y) =6, para(x,y) € R
=0, para (X, Y) ¢ R.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

Exemplo (continuacao):
Encontramos as fdp marginais de XeY, pelas segumtes expressoes

gx)=| f(x y)dy—. 6dy =6(x—x*), 0<x<1,
hay)= [ f(x, y)dx:fﬁdx:fi(ﬁ—y), 0<y<l.

Os graficos dessas fdp estdo esbocados na Fig. 6.6.

£(x) ”E-")
'

@ (b)

Fig. 6.6
UFMG-ESTO028 Cap. 6 - Variaveis Aleatérias de Duas ou Mais Dimensdes 22



6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

Exemplo II:

Considere novamente os exemplos anteriores com variavel aleatoria
bidimensional discreta e suponha que se deseje calcular a
probabilidade condicionada P(X = 2| Y = 2). De acordo com a
definicao de probabilidade condicionada, tem-se

P(X =2,Y=2) 0,05
P(X =2|Y =2)= (P(Y:Z) ):025=o,2o.

Podemos generalizar esse calculo

p(x 1Y) = P(X =X, |Y = y,) = p(x(iy’_y)i), se q(y;) >0,
PCy; [X) =P =y;[ X =x)= p(x"y"), se p(x.)>0.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

«  Definicao:
Seja (X, Y) uma variavel aleatéria continua

bidimensional com fdp conjunta f. Sejam g e h as fdp
marginais de X e Y, respectivamente.

A fdp marginal de X condicionadaaumdado Y =y é

definida por: f(x, y)

g(x|y) == se h(y)>0.
h(y)

A fdp marginal de Y condicionada a um dado X =x €
definida por:
f(x.y)

h(y|x)= 1 (%)

, se g(x)>0.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

° Comentarios:

a) Obviamente, as fdp’s condicionadas definidas satisfazem
a todas as condicOes impostas para uma fdp
unidimensional. Deste modo, para y fixado, teremos

g(xly)=0e Gy, 1 o)
X, Y o+ y

[Toxly)yax=[" o ¥t L F(x V==t
b) Uma interpretacéo intuitiva de g(x|y) € obtida se

considerarmos a superficie representada pela fdp
conjunta z = f(x,y) cortada pelo plano y = ¢, por exemplo.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade
Marginal e Condicionada

c)

Comentarios (continuacao):
Suponhamos que (X, Y) represente a estatura e 0 peso de uma pessoa,

respectivamente. Sejam f a fdp conjunta de (X, Y) e g a fdp marginal de X
(isto é, sem levar em conta Y). Portanto,

j; g(x)dx

representaria P{5,8 < X <6}, isto &, sem considerar 0 peso Y, e

6
_[5’8 g(x|150)dx

seria interpretada como P(5,8 <X <6| Y = 150).

Estritamente falando, esta probabilidade condicionada néo € definida, tendo
em vista nossa convencao ja feita para a probabilidade condicionada,
porque P(Y = 150) = 0.

Contudo, empregamos a integral acima para definir essa probabilidade e,
certamente, em base intuitiva, este deve ser o significado desse numero.
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6.2 Distribuicoes de Probabilidade

Marginal e Condicionada

Exemplo:
Com referéncia a exemplo anterior, teremos

g(x) = f f(x,y)dy= j( jdy 2x° +§x
h(y) = j f(x,y)dx = j( )dx_% Y

6
Portanto,

a(x] )_x +xy/3 6X* + 2XY 0<x<l 0<y<2,
1/3+ y/6 2+Y

X* +xy/3 3x+y 0<y<2 0<x<l.
2x2+2x/13 6x+2’
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6.3 Variavels Aleatorias
Independentes

Exemplo:
Consideremos duas fontes de material radioativo, a
alguma distancia uma da outra, as quais estao emitindo
particulas a. Suponhamos que essas duas fontes sejam
observadas durante um periodo de duas horas e o
numero de particulas emitidas seja registrado.
Admitamos que se esteja Interessado nas seguintes
variavels aleatorias:

— X, e X,

respectivamente, o numero de particulas emitidas pela
primeira fonte durante a primeira e a segunda horas, e

- Y,eY,,
respectivamente, o numero de particulas emitidas pela
segunda fonte durante a primeira e a segunda horas.
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6.3 Variavels Aleatorias
Independentes

Exemplo (continuacao):
Parece intuitivamente obvio que
(X;eY)ou(X;eY,)ou(X,eY)ou(X,eY,)

sejam todos os pares de variaveis aleatorias
Independentes.

De fato, os X; dependem somente das caracteristicas da
fonte 1, enquanto 0s Y; dependem apenas de 2 e nao
existe presumlvelmente motivo para supor interferéncia
mutua entre as fontes 1 e 2.

E quanto a possivel independéncia de X; e X,?

UFMG-ESTO028 Cap. 6 - Variaveis Aleatérias de Duas ou Mais Dimensdes 29



6.3 Variavels Aleatorias
Independentes

«  Definicao:

a) Seja (X, Y)uma variavel aleatoria discreta
bidimensional. Diremos que X e Y sdo variaveis
aleatorias independentes se, e somente se, p(x;, ¥;) =
p(x)a(y;) para quaisquerie j. Istoe, P(X =x;, Y =y;) =
P(X'=x)P(Y =y;) paratodo I e J.

b) Seja (X, Y)uma variavel aleatoria continua
bidimensional. Diremos que X e Y sdo variaveis
aleatorias independentes se, e somente se, f(x, y) =
g(x)h(y) para todo (x, y), em que f € a fdp conjunta, e g e
h sao as fdp marginais de X e Y, respectivamente.
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6.3 Variavels Aleatorias
Independentes

a)

b)

Teorema:

Seja (X, Y) uma variavel aleatoria discreta
bidimensional. Nesse caso, X e Y serao
independentes se, e somente se, p(Xj| y;) = p(X;)
paratodo i e | (ou O que € equwalente se, e
somente se, g(y;| x;) = q(y;) paratodo i e j)

Seja (X, Y) uma variavel aleatoria continua
bidimensional. Nesse caso, X e Y serao
Independentes se, e somente se, g(X| y) = g(x), ou
equivalentemente, se e somente se, h(y| x) =
h(y), para todo (X, y).
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6.3 Variavels Aleatorias
Independentes

. Exemplo:

Suponha que uma maguina seja utilizada para determinada tarefa durante a
manha e para uma tarefa diferente durante a tarde. Representemos por X e
Y, respectivamente, 0 nimero de vezes que a maquina para por desarranjo
de manhé e a tarde. A Tabela 6.3 da a distribuicao de probabilidade

conjunta de (X, Y). Tab. 63
X
Y 0 1 2 a(y)
0 0,1 0,2 0,2 0,5
1 0,04 0,08 0,08 0,2
2 0,06 0,12 0,12 0,3
p(x) 0,2 0,4 0,4 1,0

Um célculo facil mostra que, para todas as casas da Tabela 6.3, teremos

p(xi, y;) = p(;)a(y;)-
Portanto, X e Y sdo variaveis aleatorias independentes.
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6.3 Variavels Aleatorias
Independentes

 Exemplo IlI:

Sejam X e Y a duracdo da vida de dois
dispositivos eletronicos. Suponha-se que sua fdp

conjunta seja dada por
f(x,y) = et x>0,y>0.
Desde que podemos fatorar

f(x, y) = g(x)h(y) = e*e?,
a Independéncia de X e Y fica estabelecida.
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6.3 Variaveis Aleatorias
Independentes

. Exemplo I11:

Suponha-se que
f(x, y) = 8xy, 0 <x <y <1 (vide dominio na figura).

Muito embora f seja (ja) escrita na forma fatorada, X e Y ndo sao
independentes, ja que o campo de defini¢édo {(x, y)| 0<x<y<l1}é
tal que para dado x, y pode tomar somente valores maiores do que
aquele dado x e menores que 1. Por isso, X e Y ndo sao
independentes.
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6.3 Variavels Aleatorias
Independentes

Comentario:

Da definicdo de distribuicao de probabilidade marginal
(quer no caso discreto, quer no caso continuo), torna-se
evidente que a distribuicao de probabilidade conjunta
determina, univocamente, a distribuicao de
probabilidade marginal. Isto €, do conhecimento da fdp
conjunta f, poderemos obter as fdp marginais g e h.

No entanto, a reciproca nao € verdadeira. De fato, em
geral, o conhecimento das fdp marginais g e h nao
determina a fdp conjunta f. Somente quando X e Y forem
Independentes isso sera verdadeiro, porque nesse caso
teremos

f(x, y) = g(x)h(y).
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6.3 Variavels Aleatorias
Independentes

° Teorema:

Seja (X, Y) uma variavel aleatéria bidimensional. Sejam
A e B eventos cuja ocorréncia (ou nao ocorréncia)
dependa apenas de X e Y, respectivamente (isto &, A é um
subconjunto de Ry, o contradominio de X, enquanto B é
um subconjunto de Ry, o contradominio de Y). Entéo, se
X e 'Y forem variaveis aleatorias independentes, teremos
P(A n B) = P(A)P(B).

«  Demonstracao (caso continuo):
P(ANB)= j f (X, y)dxdy = j j g (x)h(y)dxdy

ANB ANB

— .'Ag(x)dx jB h(y)dy = P(A)P(B)
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6.4 FuncoOes de Variaveis
Aleatorias

« Consideraremos agora a seguinte sequéncia de
etapas:
a) Executar o experimento ¢ e obter o resultado s;
b) Calcular os numeros X(s) e Y(s);
c) Calcular o numero Z = H,[X(s), Y(s)].
« Algumas importantes variaveis aleatérias nas
guals estaremos Interessados:
a) X+Y; XY; X/Y, min(X, Y), max(X, Y).
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6.4 FuncoOes de Variaveis
Aleatorias

Se (X, Y) for uma variavel aleatoria bidimensional discreta, o
problema é razoavelmente simples, conforme visto no exemplo:

Suponha que (X, Y) tenha a distribuicdo dada na Tab. 6.1. Por
exemplo, para obter a distribuicdo de U = min(X, Y), procedemos
conforme se segue. Os valores possiveis para U sdo 0, 1, 2 e 3. Para
calcular P(U = 0), raciocinaremos que U = 0 se, e somente se, um
dos seguintes ocorrer,
[X=0,Y=0]Jou[X=0,Y=1]Jou[X=0,Y=2]ou[X=0,Y=3]
ou
[X=1,Y=0]ou[X=2,Y=0]Jou[X=3,Y=0]ou[X=4,Y=0]
ou[X=5Y=0].

Portanto, P(U=0)=0+0,01+0,01+0,01+0,01+0,03,+0,05+
0,07 + 0,09 = 0,28. De forma similar, obtemos as demais
probabilidades:

u:0, 1,2, 3; P(U=u):0,28, 0,30, 0,25, 0,17.
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6.4 FuncoOes de Variaveis
Aleatorias

- Se(X,Y) for uma variavel aleatoria bidimensional
continua, e se Z = H;(X, Y) for uma fungao continua de
(X,Y), entdio Z sera Uma variavel aleatoria continua
(unidimensional) e o problema de achar sua fdp é um
pouco mas complicado.

«  E frequentemente mais simples introduzir uma segunda
variavel aleatoria, por exemplo, W = H,(X, Y), e primeiro
obter a fdp conjunta de Z e W, digamos k(z, w). Com o
conhecimento desta fdp, poderemos entao obter a fdp de
Z desejada, isto €, g(z), pela integracdo de k(z, w) em w:

9(2) = /.2 k(z, w) dw.
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6.4 FuncoOes de Variaveis
Aleatorias

. Teorema:

Suponhamos que (X, Y) seja uma variavel aleatoria continua bidimensional
com fdp conjunta f. Sejam Z = H,(X, Y) e W = H,(X, Y), e admitamos que as
funcbes H, e H, satisfagcam as seguintes condicdes:

a) As equagles z = H,(x, y) e w = H,(x, y) podem ser univocamente resolvidas para
X ey, emtermos de zew, isto &, X = G,(z, w) e y = G,(z, w);

b)  Asderivadas parciais ox/oz, ox/ow, oyloz e oylow existem e sdo continuas.

Nessas circunstancias, a fdp conjunta de (Z, W), isto €, k(z, w) € dada pela
seguinte expressao:

k(z, w) = [Gy(z, W), G,(z, w)] B(z, W),
em que oG (z,w) ox 0G,(z,w) ox

oz oz oW ow
0G,(z,w) @&y 8G,(z,w) oy|

o4 o4 oW oW
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6.4 Funcoes de Variavels
Aleatorias

Comentarios:

Consideremos a fd conjunta da variavel aleatéria bidimensional (Z, W), isto &,
K(z,w)=P(@Z<z,W<w)= /[ W/ zk(s, t)ds dt,

na qual k e a fdp procurada. Como se supde que a transformacao (x, y) — (z, w) seja,

biunivoca (hipétese a), poderemos achar o evento equivalente a {Z <z, W <w}, em
termos de X e Y. Suponhamos que este evento seja denotado por C (vide figura).

w Yy
$

=2 =X

(a z ®)
Sendo assim, {(X, Y) € C} se, e somente se, {Z <z, W <w}. Consequentemente

_[_V:O _[_ZOO K(s,t)dsdt = ” f (x, y)dxdy.
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6.4 FuncoOes de Variaveis
Aleatorias

. Comentarios (continuacéao):
Como se admite f conhecida, a integral do segundo membro pode
ser calculada. O calculo de suas derivadas em relacdoazew

fornecera a fdp pedida. Essas técnicas sdo conhecidas nos livros de
Célculo avancado.

. Observe-se a acentuada semelhanca entre o resultado acima e o
resultado obtido no caso unidimensional. A exigéncia de
monotonicidade para a fungao y = H(x) € substituida pela suposicao
de que (X, y) e (z, w) seja biunivoca. A condig¢do de derivabilidade é
substituida por algumas hipoteses sobre as derivadas parciais
consideradas. A solucéo final obtida €, tambem, muito semelhante
aquela obtida no caso unidimensional: as variveis x e y
sdo simplesmente substituidas por suas expressdes equivalentes em
termos de z e w, e 0 valor absoluto dx/dy é substituido pelo valor
absoluto do jacobiano.
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6.4 FuncoOes de Variaveis
Aleatorias

. Exemplo:
Suponha-se que estejamos fazendo mira em um alvo circular, de
raio unitario, que tenha sido colocado de modo que seu centro se
situe na origem de um sistema de coordenadas retangulares (vide
figura). Admita-se que as coordenadas (X, Y) do ponto de impacto
estejam uniformemente distribuidas sobre o circulo. Isto €,

f(x, y) = 1/x, se (x, y) estiver dentro do (ou no) circulo,
f(x,y) =0, seem qualquer outra parte.
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6.4 Funcoes de Variavels
Aleatorias

. Exemplo (continuacao):
Suponha que estejamos interessados na variavel aleatoria R, que
representa a distancia da origem. Entao,

R=H,(X,Y)=vX2+Y2.

Seja ¢ = H,(x,y) = arc tg(y/x), encontraremos a fdp de R, digamos
h(r), pelo uso de coordenadas polares (vide figura), X = G,(R,®) e Y
= G,(R,®),em que x = Gy(r,p) =rcos g ey = G,(r,p) = r sen g.

Y
4

(x, »)

r
g

L - X
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6.4 FuncoOes de Variaveis
Aleatorias

. Exemplo (final):
O jacobiano é:

oxlor oxlop
oylor oylop

Pela transformagéo acima, o circulo unitario no plano xy fica
transformado no retangulo no plano ¢r (vide figura). Em
consequéncia, a fdp conjunta de (@, R) sera dada por

K(p,r)=rln, 0<r<1, 0<¢p<2x. ]
Portanto, a fdp de R, pedida € dada por

COS@p —I Seng

SeNg  rcosg

'ht

(2x, 1)

h(r) =j02”k(¢, do=2r, 0<r<1.
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6.5 Distribuicao do Produto e do Quociente
de Variaveis Aleatorias Independentes

. Teorema:

Seja (X, Y) uma variavel aleatéria continua
bidimensional e admita-se que X e Y sejam
Independentes. Consequentemente, a fdp f pode ser
escrita como f(x, y) = g(x)h(y). Facamos W = XY.

Nesse caso, a fdp de W, digamos p, € dada por

p() =] gt % [
* u jju
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6.5 Distribuicao do Produto e do Quociente
de Variaveis Aleatorias Independentes

. Demonstracao:

Sejam w = xy e u = x (escolha mais simples possivel). Portanto, x =
uey=w/u. O jacobiano é

XK _4 XK _g4 .
J = ou oW _ =

o _—-w oy 1 y

ou u® ow u

Dai, a fdp conjuntade W=XYeU =X ¢
s(w,u) = g(u)h(ﬂjl.
ujju

A fdp marginal de W sera obtida pela integracéo de s(w,u) em
relagdo a u, fornecendo o resultado procurado. Os valores de w, para
0S quals p(w) > 0, dependerao dos valores de (x, y) para os quais

f(x,y) >0
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6.5 Distribuicao do Produto e do Quociente
de Variaveis Aleatorias Independentes

. Exemplo:
Suponhamos que temos | e R sejam variaveis aleatorias continuas com fdp

I: g(i) = 2i, 0 <i<1e0 foradesse intervalo;

R: h(r) =r?/9, 0 <r <3 e 0 fora desse intervalo;

A variavel aleatdria de interesse € E = IR. Seja p a fdp de E. Pelo Teorema,
teremos

o o (el
p©)=[an{ % o
Atentando para os valores para os quais g e h ndo sejam iguais a zero,
verificamos que as seguintes condi¢cOes devem ser satisfeitas:
0<i<leO0<e/i<3,
que sdo equivalentesa e/3 <1< 1, o que torna a integral acima

1 p? 2 1
e) = 2r———dL_——e
P(e) e/3  Qj° 9 |

:geﬁ—a,ogega

e/3
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6.5 Distribuicao do Produto e do Quociente
de Variaveis Aleatorias Independentes

e Teorema:

Seja (X, Y) uma variavel aleatoria continua
bidimensional e suponhamos que X e Y sejam
Independentes (portanto, a fdp f pode ser escrita
como f(x, y) = g(x)h(y). Seja Z = X/Y.

Desse modo, a fdp de Z, digamos g, é dada por

q(z) = f:g(vz)h(v)(v\dv.
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6.5 Distribuicao do Produto e do Quociente
de Variaveis Aleatorias Independentes

. Demonstracao:

Sejam z = x/y e v =y (escolha mais simples possivel). Portanto, X =
vz ey =v. O jacobiano é

OX OX
a W
J = =V.
¥_o V_,
0Z oV

Dai, afdp conjuntade Z=X/YeV =Y ¢
t(z,v) = g(v2)h(v)v|

Pela integracédo desta fdp conjunta em relacdo a v, obtém-se a fdp
marginal de Z procurada.
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6.5 Distribuicao do Produto e do Quociente
de Variaveis Aleatorias Independentes

. Exemplo:

Admitamos que X e Y representem a duracao da vida de duas lampadas
fabricadas por processos diferentes e que X e Y sejam variaveis aleatorias
independentes com fdp, respectivamente f e g, em que

g(x) = e™, x>0, e 0 para outros quaisquer valores;
h(y) = 2e%, y >0, e 0 para outros valores.

A variavel aleatoria de interesse é Z = X/Y, 0 quociente das duas duragoes
de vida. Seja g a fdp de Z. Pelo Teorema, teremos

q(z) = f:g (v2)h(vjv(dv.

A integracao acima precisa ser feita apenas sobre os valores positivos da
variavel de integracédo. Assim (integrando por partes)

2

220
(z+2)°

q(z) = jooo e 2e vdv=2 _[OOO ve'#dy =
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6.6 Variavelis Aleatorias n-
Dimensionais

Faremos apenas uma brevissima exposicao de variaveis
aleatdrias n-dimensionais:;

Restrlnglr N0S-emos ao caso continuo;

Suponhamos que (X4, ..., X,) possa tomar todos 0s
valores em alguma reglao de um espaco n-dimensional,

isto &,
[X1(S), e Xi(S)];

Caracterizaremos uma funcao de densidade de
probabilidade conjunta f que satisfaz as seguinte
condicoes:

a) f(Xy, ..., X,) >0, para todo (Xy, ..., X,);
b) Lo (X e X)) dXgeOX = 1
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6.6 Variavelis Aleatorias n-
Dimensionais

Com o auxilio da fdp f(xy, ..., X,), podemos definir:
P[(Xll sy Xn) € C] - ,/‘,/(‘: f(Xl’ teay Xn) Xm...an,

em que C é um subconjunto do contradominio (X4, ..., X.);
A cada uma das variaveis aleatorias n-dimensionais, poderemos
associar algumas variaveis aleatorias de dimensdo mais baixa, como
por exemplo, se n = 3, entdo,

[ww»[ww f(Xl’ X2’ X3) Xm dXZ - g(XS)’
em que g é a fdp marginal da variavel aleatdria unidimensional X,
enquanto

-[woof(xl’ Xos X3) OX3 = N(Xq,X5),

em que h representa a fdp conjunta da variavel aleatoria
bidimensional (X;,X,) etc.
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6.6 Variavelis Aleatorias n-

Dimensionails
. O conceito de independéncia sera estendido de maneira natural e
diremos que (X4, ..., X,) serdo variaveis aleatorias independentes se,

e somente se, sua fdp conjunta puder ser fatorada na forma

f(Xl, n) gl(Xl) gn(Xn)
. Exemplos de situacOes nas quais desejaremos considerar variaveis
aleatorias n-dimensionais:

1. Xi é aprecipitacdo na estacdo meteoroldgica i, e desejamos considerar a
variavel (X;, X,, X3, X, Xg);

2. Xiéaduracdo da vida da i-ésima valvula e desejamos tratar com
mensuracgoes repetidas da variavel aleatoria, isto é, a variavel aleatoria
n-dimensional (X4, ..., X,), admitindo que cada Xi tenha a mesma
distribuicéo (todas as valvulas sio produzidas da mesma maneira);

3.  Desejamos estudar a variavel n-dimensional

[X(ty), X(t), ... X(tp)],
emquet, <t,<..<t, sdo as épocas de interesse.
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