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* Introducao:

Em muitos problemas se torna matematicamente
mais simples considerar um espaco amostral
‘idealizado’ para uma variavel aleatoria X, no
qual todos 0s nimeros reais possiveis em algum
Intervalo especificado, ou conjunto de
Intervalos, possam ser considerados como
resultados possivels.

Assim, somos levados as variaveis aleatorias
continuas.
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9.2 A Distribuicao Normal

. Definicao:
A variavel aleatoria X, que tome todos os valores reais -co < X < oo, tem uma
distribuicao normal (ou gaussiana) se sua fdp for da forma

[_1{x—_uﬂ
2| o
— 00 < X < +400,

F(x)= \/ﬂ ,

Os parametros p e o devem satisfazer as condigfes -oo < u < o0, ¢ > 0.

Para referir-se a distribuicao normal, utiliza-se usualmente a notagao X ~
N(u, 62). Assim, X tera distribuicéo N(u, c?) se, e somente se, sua
distribuicdo de probabllldade for dada pela equacao acima.

. Comentario:

N&o sera explicada ainda a razdo da grande importancia desta distribuicao,
afirmando-se apenas que a distribuicao normal serve como uma excelente
aproximagao para uma ampla classe de distribui¢des, que tém enorme
importancia prética.
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9.3 Propriedades da Distribuicao
Normal

a)  E possivel mostrar que f(x) é uma fdp legitima, i.e.,
f(x)>0e /[ *f(x)dx = 1.

b) O grafico de f(x) apresenta a bem conhecida forma de sino (vide
figura).
Visto que f(x) depende de x somente atraves da expressao (x-p)?,
torna-se evidente que sera simetrica em relagao a p. O parametro ¢
sera o0s pontos de inflexao da curva. Por isso, se o for grande
entdo o grafico de f(x) tendera a ser ‘achatado’ , e se o for pequeno’,
o0 grafico de f(x) tendera a ser bastante ‘pontiagudo’ (ver figura).

S(x)

{

LIN
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9.3 Propriedades da Distribuicao
Normal

c)

Em complemento a interpretacdo geometrica de p e o, 0 seguinte
significado probabilistico importante pode ser atribuido a essas
quantidades:

E(X) =
e
V(X) =62
d)  Se Xtiveradistribuicao N(0,1), diremos que X possuli a distribuicao
normal reduzida. Isto é, a fdp de X pode ser escrita como
1 —X /2
¢(X) =—=—¢
N2
Empregaremos a letra ¢ exclusivamente para a fdp da variavel
aleatoria X acima. Sua grande importancia esta no fato de que essa
distribuicdo esta tabelada.
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9.3 Propriedades da Distribuicao
Normal

« Teorema:
Se X tiver a distribuicdo N(u, o2), e se Y = aX + b, entdo
Y tera a distribuicdo N(ap + b, ac?).

Demonstracao:
O fato de que E(Y) = ap + b e V(Y) = a%c? decorre
Imediatamente das propriedades do valor esperado e da
variancia, apresentadas no Cap. 7.

Para mostrar que, de fato, Y tera distribuicdo normal,
podemos aplicar resultados do Cap. 5, ja que aX + b sera
ou uma funcéo decrescente ou uma funcao crescente de
X, dependendo do sinal de a.
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9.3 Propriedades da Distribuicao
Normal

«  Corolario:
Se X tiver a distribuicdo N(u, 62), e se
Y = (X - wlo,
entdo Y tera distribuicdo N(O, 1).
Demonstracao:

E evidente que Y é uma funcio linear de X, e, por isso, 0
teorema anterior se aplica.

Assim, coma = 1/c e b = -u/c, tem-se
N(au + b, a’c?) = N(w/o - u/o, 6%/6%) = N(0, 1).
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« A tabulacao da distribuicdo normal decorre da
Impossibilidade de calcular analiticamente a
probabilidade P(a < X < b), para uma variavel
aleatoria X que tenha uma distribuicdo N(O, 1)

P(a< X <b)= 2y

1 b
Tor ¢

« Assim, a fd da distribui¢cao normal, denotada por

1 S _x2/2
—— | e dx.
N 2TT 'LO

encontra-se tabelada (vide figura).

D(s) =P(-0< X <8) =
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

z 1
<P()=f —eWRdy = P(Z <
z _»\/2: u ( z)

z ‘ 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 05319 0,5359
0,1 0,538 0,5438 0,5478 05517 0,5557 0,559 6 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,591 0 0 594 8 0 598 7 0 6026 06064 06103 0,6141
0,3 06179 0,6217 06255 0,6293 0, 63 1 0, 636 8 0 6406 0,6443 0.6480 0,651 7
0,4 06554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0, 67 6 0, 677 2 0,6808 6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0, 05 4 0, 708 8 0, 712 3 07157 0,7190 0,722 4
0,6 072567 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0, 7 42 2 0,745 4 0,7486 0,7517 0,754 9
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7703 0,773 4 0,776 4 0,7794 0,7823 0,785 2
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0, 80‘2 3 0,8051 0,8078 0,8i36 0,8133
0,9 0,8159 08186 0,8212 0,8238 0,8264 0 8289 0,8315 0,8340 08565 0,8389
1,0 0,8413 03438 0,8461 0,8485 0,8508 0,853 1 0,855 4 0,8577 0,3599 0,862 1
1,1 0,8643 0,8665 0,686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8799 0,881 0 0,883 0
1,2 0,8849 0,8869 0,888 0,8007 0,8925 0,894 4 0,8962 0,8080 0,8997 0,9015
1,3 09032 0,9049 0,966 09082 09099 09115 09131 09147 0,9162 0,917 7
1,4 09192 0,9207 09222 09236 09251 0,9265 09278 0,9202 0,9306 0,931 9
1,5 09332 0,9345 09357 09370 09382 09304 0,9406 09418 09430 0,944 1
1,6 0,9452 0,9463 09474 09484 09495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,954 5
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,962 5 0,963 3
1,8 0,9641 09648 0,9656 0,9664 09671 09678 0,9686 0,9693 0,9700 0,9706
1,9 09713 0,9719 09726 0,9732 0,9738 0,9744 09750 0,9756 0,976 2 0,976 7
2,0 09772 0,9778 0,9783 0,9788 09793 0,979 8 0,9803 0,9808 0,9812 0,981 7
2,1 0,9821 0,9826 09830 0,9834 09838 0,9842 0,9846 0,9850 0,985 4 0,985 7
2,2 0,9861 0,9864 09868 0,9871 09874 0,9878 0,081 0,9884 0,9887 0,989 0
2,3 0,983 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 09906 0,9909 0,9911 0,9913 0,991 6
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 09929 0,9931 0,9932 0,9934 0,993 6
2,5 0,0938 0,9940 09941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,996 4
2,7 0,9965 0,9966 09967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 09976 09977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,998 1
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 09985 0,9985 0,9986 0,998 6
3,0 “ 0,9987 0,9990 0,9993 0,9995 09997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« A utilidade da tabulacdo da normal N(0, 1) é devida ao
fato de que, se X tiver qualguer distribuicdo normal
N(u, 62), a funcéo tabelada @ pode ser emprega para
calcular probabilidades associadas a X.

«  De fato, simplesmente empregando o teorema anterior
temos que, se X tiver distribuicdo N(u, ), entdo Y = (X
- w/o tera distribuicdo N(0,1). Consequentemente,

P(a< X <b)= P(a_“ <Y < b_“)
O

O

A2
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

 Exemplo:

Considere que Z seja uma variavel aleatoria normal padrdo. A
Tabela II do Apéndice fornece probabilidades da forma P(Z < z).
O uso da Tabela II para encontrar P(Z < 1,5) € ilustrado na Fig.
5.13. Leia a coluna z para baixo até encontrar o valor 1,5. A proba-
bilidade de 0,93319 ¢é lida na coluna adjacente, marcada como 0,00.

 Probabilidades cumulativas da variavel normal
padrao, ®(z), sao encontradas em tabelas:

N\_- P(Z<1,5) = ®(1,5)

\ = area sombreada 0,00 0,01 0,02 0,03

0 | 0,50000 0,50399 0,50398 0,51197

1,5 | 0,93319 0,93448 0,93574 0,93699

Ny

UFMG-ESTO028 Cap. 9 - Algumas Variaveis 11
Aleatorias Continuas Importantes



9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« Exemplo IlI:

O topo das colunas se refere as casas decimais dos valores
de zem P(Z = z). Por exemplo, P(Z = 1,53) ¢ encontrado len-
do a coluna de z até o valor de 1,5 e, entdo, selecionando z

coluna marcada como 0,03, encontrando-se assim a probabili-
dade de 0,93699.

P(Z £1,5)=®(1,5)

"\ = érea sombreada 0,00 0,01 0,02 0,03

0 | 0,50000 0,50399 0,50398 0,51197

1,5| 0,93319 0,93448 0,93574 0,93699
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« Caso (1):

Os seguintes calculos sdo mostrados de forma diagramatica nz
Fig. 5.14. Na pratica, uma probabilidade ¢ freqiientemente arre-
dondada para um ou dois algarismos significativos.

1) P(Z > 1,26) = 1 — P(Z = 1,20)
=1 — 0,89616 = 0,10384

(1)
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« (Caso (2):
() P(Z < —0,86) = 0,19490.
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« Caso (3):

3 PZ> —-1,37) = P(Z < 1,37) = 0,91465

-1,37 0 0 1,37
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« Caso (4):
(4) P(—1,25 < Z < 0,37). Essa probabilidade pode ser
encontrada da diferenca de duas areas, P(Z < 0,37)
— P(Z < —1,25). Agora,
P(Z < 0,37) = 0,64431 e
P(Z < —1,25) = 0,10565
Por conseguinte,

P(—125 <Z<0,37) = 0,64431 — 0,10565
= (0,53866

-1,25 0 0,37 0 0,37

Cap. 9 - Algumas Variaveis
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« (Caso (5):

(5) P(Z= —4,6)ndo pode ser encontrada exatamente a partir
da Tabela II. No entanto, a tiltima entrada na tabela pode
ser usada para encontrar que P(Z = — 3,99) = 0,00003.
Pelo fatode P(Z = — 4,6) < P(Z=3,99), P(Z = —4,6)
¢ aproximadamente zero.

(5)
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« (Caso (6):

(6) Encontre o valor z tal que P(Z > z) = 0,05. Essa expres-
sdo de probabilidade pode ser escrita como P(Z < z) =

0,95. Agora, a Tabela II ¢ usada ao contrario. Procuramos
através das probabilidades até encontrar o valor que corres-
ponda a 0,95. A solugdo ¢ ilustrada na Fig. 5.14. Nao en-
contramos exatamente 0,95, sendo o valor mais proximo
igual a 0,95053, correspondendo az = 1,65.

0 z= 1.6
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« Caso (7):

(7) Encontre o valorde z tal que P(— z < Z <z) = 0,99. Por
causa da simetria da distribuicdo normal, se a area da re-
giao sombreada na Fig. 5.14(7) forigual a 0,99, entdo a area
em cada extremidade da distribuigdo devera ser igual a 0,005.
Logo, o valor de z corresponde a uma probabilidade de 0,995
na Tabela II. A probabilidade mais proxima desse valor na
Tabela Il € 0,99506, quando z = 2,58.

(7)

0,005 / N\ 0,005

-z 0 z=2.58
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

«  Exemplo:

Suponha que as medidas da corrente em um pedago de fio si-

gam a distribui¢@o normal com uma média de 10 miliamperes
e uma variancia de 4 (miliampéres)®. Qual € a probabilidade da
medida exceder 13 miliamperes?

f(x) A

A O ¢ i LY D) O SR T A (O |
10 13

RY
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« Padronizacao:
Se X for uma variavel aleatéria normal com E(X) = ue
V(X) = o, entdo a variavel aleatoria

i (5.10)

)

e

sera uma variavel aleatoria normal, com E(Z) = 0 e V(Z)
= 1. Ou seja, Z € uma variavel aleatoria normal padrao.
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9.4 Tabulacao da Distribuicao

Normal

 Exemplo:

UFMG-ESTO028

Suponha que as medidas da corrente em um pedaco de fio si-
gam a distribuicdo normal, com uma média de 10 miliamperes
e uma variancia de 4 (miliampéres)?. Qual é a probabilidade da
medida exceder 13 miliampéres?

Faga X denotar a corrente em miliamperes. A probabilidade
requerida pode ser representada por P(X > 13). Faca Z = (X —
10)/2. A relagdo entre os varios valores de X e os valores trans-
formados de Z ¢ mostrada na Fig. 5.15. Notamos que X > 13
corresponde a Z > 1,5. Assim, da Tabela II,

PX>13)=PZ>15) =1 - P(Z=<1,5)
= 1 — 0,93319 = 0,06681

Em vez de usar a Fig. 5.15, a probabilidade pode ser encontrada
a partir da desigualdade X > 13. Isto &,

P(X > 13) = P((X — 10)/2 > (13 — 10)/2)

= P(Z > 1,5) = 0,06681
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Aleatorias Continuas Importantes



9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

« Exemplo (continuacao):

Distribuigao de Z_#

zZ/
y

~
/ x
q /f’ \
Distribuicao de X v B N

e \ I T N R T |

- - 4|1 T 9 1011 l|3 16 «x
. |1
| iy ! - -3 -15-0,500,5 1,5 3

Fig. 4.15 Padronizacdo de uma variavel aleatoria normal
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

Exemplo II:

Continuando o exemplo prévio, qual € a probabilidade da medi-
da da corrente estar entre 9 e 11 miliamperes? Da Fig. 5.15, ou
procedendo algebricamente, temos

PO<X<ID)=P(O9—-10)2<(X—-10)/2 < (11 = 10)/2
=P(—0,5<Z<0,5)
= PL< )3y — PZx —03)
= 0,69146 — 0,30854
= (,38292
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9.4 Tabulacao da Distribuicao

Normal

«  Exemplo Il
(continuacao):

UFMG-ESTO028

Determine o valor para o qual a probabilidade de uma med:-
da da corrente estar abaixo desse valor seja 0,98. O valor reque-
rido ¢ mostrado graficamente na Fig. 5.16. O valor de x € tal qus
P(X <x) = 0,98. Pela padronizacdo, essa expressao de probab:-
lidade pode ser escrita como

P(X <x) = P(X — 10)/2 < (x — 10)/2)
= P(Z<(x — 10)/2)
= 0,98

A Tabela II € usada para encontrar o valor de z, tal que P(Z <
z) = 0,98. A probabilidade mais proxima da Tabela I resulta em
P(Z < 2,05) = 0,97982

Consequientemente, (x — 10)/2 = 2,05 e a transformagao padro-
nizada sdo usadas ao contrario para determinar x. O resultado é

x = 2(2,05) + 10 = 14,1 miliamperes

Cap. 9 - Algumas Variaveis 25
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9.4 Tabulacao da Distribuicao
Normal

«  Exemplo Il (final):

/f' i

N
/ %

& «%
/ B,
. X8 o g
2
MM

posarntamTE ’

Fig. 4.16 Determinacao de um valor x para o
qual se tenha uma probabilidade especificada

UFMG-ESTO028 Cap. 9 - Algumas Variaveis
Aleatorias Continuas Importantes

26



9.5 A Distribuicao Normal
Bidimensional

« Definicao:
Seja (X, Y) uma variavel aleatoria continua,
bidimensional, tomando todos os valores no
plano euclidiano. Diremos que (X, Y) tem uma
distribuicao normal bidimensional se sua fdp
conjunta for dada pela seguinte expressao

1 2 e ) (y-y) [y, )
X—Hy | TEXNTT Ry —Hy
1 { 2(1_,02)“ O J 2 OxOy —{ Oy jﬂ
e

2r0,0, 1-p°

f(xy)=

— 00 < X < +00, —00 < Y < +00,
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9.5 A Distribuicao Normal
Bidimensional

O primeiro grafico mostra o caso em que a correlacdo p = 0. Este caso especial é chamado
de distribuicdo normal circular. Aqui, temos uma curva em forma de sino perfeitamente
simetrica em trés dimensdes.

Bivariate Nomal Density — r=0.0

0 — R e. 2 ®
[
Phi = ... e ®o ®eo 70
_ ] o) — ' b ] ; ¢ @ d
0.158 “.t ® ‘ L P ‘. J” o °
ol o — [
:..]r-w: '}k 3 o‘? o g’-‘ ‘e
0.106 _.j’:'-'il JTl' i i R t ® %
i f" i ) ;é't o — i O o o
GRS o
A R e® o °
0.053 1 ’%ﬁ?ﬁ#ﬁiﬁﬁﬁﬁﬂ N ¢ ®
' LT
'-"‘!.:'.:I' ""E“#‘&‘a 1.33
. -1 0 1 2 3
0000 +25= 2l
-0 Fi
X;
s op o4O
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9.5 A Distribuicao Normal
Bidimensional

« A medida que p aumenta, essa curva em forma de sino torna-se achatada na linha de 45
graus. Entdo, para p = 0,7, podemos ver que a curva se estende em dire¢do a menos 4 ¢
mais 4 e se torna achatada na direcdo perpendicular.

Bivanate Nomal Density — r=07

® [ ]
Hi 07 ° o. L Q. .0.0
] ¥ 7 L 4 : ‘Q.. e o
D183 ,‘;‘i‘ o - e .'e.. e e
'i“-l'i;.. >2' ’ o @
A % _ &
i ALY S Y
il ““ “\ \M\ - ®* 9 e
AT * e ot
e, RS
] L IV O °
DT TN AT AR -
'i'.',':'i.*ﬂ:;ﬂ "%?%?ﬁﬁm ? D e I B m
& i Ll .33
D. _n*u.nnn- | 10 1 2 3
2 : X4
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9.5 A Distribuicao Normal
Bidimensional

» Aumentando para p = 0,9, a curva se torna mais larga e a linha de 45 graus fica ainda mais
plana na direcdo perpendicular..

Bivariate Normal Density — r=0.9

D.365 1 " i ll'f‘.-..l < 7 ® .0 p) *
A, - 2843 . o
boni I ".."".'..e&'\s\\\&é?h =3 ~ _|® : '..‘é!: o.
i, Ry
SREP i — SRk
' 1 0 1 2 3
S 1l X1
UFMG-ESTO028 Cap. 9 - Algumas Variaveis 30

Aleatorias Continuas Importantes



9.5 A Distribuicao Normal
Bidimensional

UFMG-ESTO028

Teorema:

Suponha que (X, Y) tenha fdp como dada anteriormente.

Nesse caso:

a)  As distribuicbes marginais de X e de Y serdo N(y,, c,) € N(u,,

c,%), respectivamente.

b) O parémetro p sera o coeficiente de correlacdo entre X e Y.

c) Asdistribui¢cdes condicionadas de X (dado Y =y) e de Y (dado
X = X) serdo, respectivamente:

ﬂx+p%(y—uy),0x2(1—p2)

y

A

TR

X
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9.5 A Distribuicao Normal
Bidimensional

. Teorema ll:

Considere-se a superficie z = f(x, y), em que f é a fdp
normal bidimensional.

a) O plano z = ¢ (constante) corta a superficie em uma elipse
(denominadas contornos de densidade de probabilidade
constante).

. :
b) Sep=0eoc,?=0? essaelipse se transforma em uma

C|rcunferenC|a (o que aconteceria a elipse quando p — £17).

Demonstracao:
Deixado com exercicio.
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