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12.1 Introducao

«  Tornaremos mais precisas nesse capitulo algumas ideias
superficialmente mencionadas em todo texto.

«  Asaber, a medida que o niumero de repeticoes de um
experimento cresce, a frequéncia relativa f, de algum
evento A converge (em um sentido probabilistico a ser
explicado) para a probabilidade tedrica P(A).

«  Este fato nos permite identificar a frequéncia relativa de
um evento, f, = n/N, baseada em um grande numero de
repeticoes, N, com a probabilidade do evento, P(A).
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12.2 A Leil do Grande NUmeros

. A Lei dos Grandes Numeros (Formulacao de Bernoulli):
Seja E um experimento e seja A um evento associado a E.

Considerem-se n repeti¢oes independentes de E, seja n, 0 nimero
de vezes em que A ocorra nas n repeticoes, e fagcamos f: = nu/n.

Seja P(A) = p (a qual se admite seja a mesma para todas as
repeticoes).

Entéo, para todo numero positivo &, teremos
1—
Probl|f, — p| > &< p(L-p)

ne?

ou equivalentemente

1—
Prob) f, — p| < &|>1- p(ngzp).
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12.2 A Leil do Grande NUmeros

. Demonstracao:
Seja n, 0 numero de vezes que o0 evento A ocorra. Esta @ uma
variavel aleatdria binomialmente distribuida.
Entdo E(n,) = np e V(n,) = np(1-p). Porém, f, =n,/n e, por isso,
E(fa) = p e V(fa) = np(1-p)/nZ.
Aplicando a desigualdade de Tchebycheff a variavel aleatoria ,
obteremos

1
Pl £, — p| < kypl- p)/n]Zl—F.

Seja ¢ =k./p(l—p)/n - Logo, k* =(ne*)/[[p(l-p)] e, por

ISSO
1-—
Pl f, - p|<e]>1- P p)
ne
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12.2 A Leil do Grande NUmeros

b)

Comentarios:

O resultado acima pode ser enunciado de muitas maneiras
equivalentes. E evidente que isto acarreta imediatamente que

lim . P[|fA-p| <€] =1, paratodo ¢ > 0.
E nesse sentido que dizemos que a frequéncia relativa f, converge
para P(A).
E importante salientar a diferenca entre a convergéncia referida

acima (denominada convergéncia em probabilidade) e o tipo de
convergéncia frequentemente mencionada em Calculo Infinitesimal.

Quando dizemos que f, = n,/n converge para P(A), queremos dizer
que a probabilidade do evento

1na/n - P(A)] < e}
pode se tornar arbitrariamente proxima da unidade, ao se tomar n
suficientemente grande.
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12.2 A Leil do Grande NUmeros

Comentarios (final):

Ainda outra forma da Lei dos Grandes NUumeros € obtida guando
fazemos a seguinte pergunta. Quantas repeticoes de E devemos
realizar, a fim de termos uma probabilidade de ao menos 0,95, para
que a frequéncia relativa f, = n,/n difira de p = P(A) por menos do
que, digamos, 0,017

Isto é, para & = 0,01, desejamos escolher n, de modo que 1 — p(1-
p)/(nx0,01)% = 0,95.

Substituindo os valores especificos de 0,05 e 0,01 por é e &,
respectivamente, teremos

P[IfA-p| < €] > 1 - 8, sempre que n > p(1-p)/(g29).
Devemos salientar que ao tomar-se n > p(1-p)/(2d), nada se garante

quanto a |f5-p|, a ndo ser que se torna provavel que [f5-p| venha a ser
muito pequeno.
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12.2 A Leil do Grande NUmeros

. Exemplo:

Quantas vezes deveremos ensaiar um dado equilibrado, de maneira
a ficarmos ao menos 95% certos de que a frequéncia relativa de
tirarmos um seis fique a menos de 0,01 da probabilidade teorica,
1/67

Aqui, p=1/6, 1-p =5/6, € = 0,01 e = 0,05. Portanto, da relacéo
acima, encontramos que

n>(1/6)(5/6)/(0,0120,05) = 27.778.
. Comentarios:

a)  Recordemo-nos que f, é uma variavel aleatoria e ndo apenas um
valor observado. Se realmente jogarmos um dado 27.778 vezes, e
depois calcularmos a frequéncia relativa de tirarmos um seis, este
nimero estara ou ndo a menos de 0,01 de 1/6. O essencial é que, se
fossemos jogar um dado 27.778 em 100 ocasides, em cerca de 95
dessas ocasiOes a frequéncia relativa estaria a menos de 0,01 de 1/6.
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12.2 A Leil do Grande NUmeros

. Comentarios (final):

b) Em muitos problemas, ndo conhecemos o valor de p = P(A) e, por
1SS0, Ndo poderemos empregar o limite n anteriormente descrito.

Nesse caso, poderemos empregar o fato de que p(1-p) toma seu
valor maximo (pior valor) quando p = %, e esse valor maximo é Y.

Consequentemente, estaremos certamente do lado seguro se
afirmarmos que para

n > 1/(425)
teremos
P[Ifa-p| <] =1 - 5.
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12.3 Aproximacao Normal da
Distribuicao Binomial

. Se X tiver uma distribuicdo binomial com parametrosn e p, e se
v _ X —np

np(l—p) |
entao, p\f{lra n grande, Y tera uma distribuicdo aproximadamente
N(O, 1) no sentido de que

lim . PLY <y] = ®(y).
Esta aproximagao sera valida para valores de n > 10, desde que p

seja proximo de %2. Se p for proximo de O ou 1, n devera ser maior,
para garantir uma boa aproximacao.

o Comentario:

Este resultado tém grande importancia pratica, pois significa que
poderemos empregar a distribuicao normal, tabulada
extensivamente, para avaliar probabllldades que surjam da
distribuicéo binomial.
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12.4 O Teorema do Limite Central

o Teorema do Limite Central:

Seja X, X,,...,X,,, Uma sequéncia de n variaveis aleatorlas
mdependentes comE(X)) =uw e V(X)=0c21=1,2,.

Facamos X = X;+X,+-+X..
Entdo, sob determinadas condigﬁes gerais (ndo enunciadas), teremos

que
X =D

L e

tem aproximadamente a distribuicdo N(0,1).
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12.5 Outras Distribuicoes Aproximadas
pela Distribuicao Normal: a de Poisson, a
de Pascal e a Gama

a) A Distribuicao de Poisson:

Conforme mencionado anteriormente, uma variavel aleatéria de Poisson
surge quando estivermos interessados no numero total de ocorréncias de
algum evento, em um intervalo de tempo. Se considerarmos esse numero de
ocorréncias como a soma das ocorréncias em intervalos menores nao-
imbricados, tornaremos possivel a aplicagéo dos resultados da se¢do
anterior.

b) A distribuicao de Pascal:

Uma variavel aleatoria com distribuicdo de Pascal também pode ser vista
como a soma de r variaveis aleatérias independentes, cada uma com
distribuicdo geometrica. Nesse caso, para r suficientemente grande, 0s
resultados da secéo anterior também se aplicam.

C) A distribuicdo Gama:

Uma variavel aleatoria que tenha distribuicdo Gama (com parametros o e r)
podera ser representada com a soma de r variaveis aleatorias independentes
exponencialmente distribuidas. Portanto, para r grande, também é aplicavel
0 Teorema do Limite Central.
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12.6 A Distribuicao da Soma de um
Numero Finito de VVariaveis Aleatorias

« Do Teorema do Limite Central, podemos concluir que,
para n grande, a soma de n variaveis aleatorias é
aproximadamente normalmente distribuida.

«  Qual sera a distribuicdo desta soma, quando n nao seja
suficientemente grande para justificar o emprego do
Teorema do Limite Central?

. Teorema:

Suponha-se que X e Y sejam variaveis aleatorias
Independentes, continuas, com fdp g e h,
respectivamente. Seja Z = X + Y e denotemos a fdp de Z
por s. Entao

s(2) = f:g(w)h(z —w)dw.
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