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Resumo

O problema de planejamento de redes telefonicas de alimentacao consiste da min-
imizacao dos custos de investimentos para ligar grupos de assinantes a uma central
telefonica. A importancia desse problema é notavel, porém a sua computacao é muito
custosa. Trata-se de um problema NP-dificil, conforme demonstrado nesse trabalho.
Sao apresentadas sua formulacao matematica e uma heuristica baseada em relaxacao
Lagrangeana para sua resolucao.

Palavras Chaves: Problemas Combinatdrios, Heuristica, Relaxacao Lagrangeana,
Otimizacao em Redes, Redes de Telecomunicacao.

Analysis of the Telefone Switching Center Network
Planning Problem

Abstract

The switching center network planning problem consists of minimizing investment
cost for conecting subscriber groups to a telephone center. It is noticed the importance
of the problem, but its computation is expensive. It is a AP-hard problem as it is
demonstrated in this paper. We present a mathematical formulation and heuristics
based on Lagrangean relaxation for its solution.

Keywords: Combinatorial Problems, Heuristics, Lagrangean Relaxation, Network
Optimization, Telecommunication Networks.

1 Il’ltI'Odll(;glO te do sistema telefonico [9] [10]:

A complexidade do sistema de telefonia brasilei- L. Um S?stema Telefonico é congtituido por va-
ro e a necessidade de disponibilizar servicos a baixo rios Sistemas Urbanos que se mterl%gafn atra-
custo nos leva & utilizacao de modelos computa- vés da Rede Interurbana (“O =7 indica que
cionais em busca de soluces. os elementos do ramo esquerdo da arvore sao

A estratégia adotada para os problemas de tele- nés da rede explicitada pelo ramo direito).
fonia é a de dividir para congquistar, ou seja, a sua 2. Cada Sistema Urbano é constituido por, pelo

decomposi¢ao em problemas de menor complexi-
dade. A fig. 1 ilustra a estrutura hierdrquica de
um sistema telefonico [15], [11], [10].

Para uma melhor compreensao, sao apresenta-
dos os principais elementos que compoem cada par-

menos, uma Area de Comutag¢do ou zonas de
filiacao, interligadas através de uma Rede de
Troncos. No mesmo nivel, a Rede Interurbana
é composta por um conjunto de FEstagoes In-
terurbanas ligadas através de Rotas de Trans-
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Figura 1: Redes de um sistema telefonico.

missao. Cada estacao interurbana é né de
uma rede de troncos urbana.

3. Cada Area de Comutagio abrange uma FEsta-
¢do Telefonica e uma Rede Externa (“G =7
indica que o elemento do ramo esquerdo é nd
raiz da rede (4rvore) explicitada a direita).

4. A Rede Ezterna cobre diversas Sec¢oes de Ser-
vigo ligadas através da Rede de Alimentagao
(rede priméria).

5. Cada Sec¢ao de Servigo possui um ponto de
controle, armdrio, que é né raiz da Rede de
Distribui¢do (rede secunddria).

6. A Rede de Distribui¢do constitui uma conexao
entre os Assinantes, eventualmente via Rede
Tercidria.

A rede de alimentacao, foco de atencao desse
trabalho, é a que predomina no sistema atual de te-
lefonia, tanto na parte de dimensionamento quanto
no aspecto financeiro [9]. Serd abordado o prob-
lema de topologia e dimensionamento da rede de
alimentacao de uma central [11], fig. 2.

Na primeira parte desse trabalho, sera definido,
formalmente, o problema de planejamento de redes
telefonicas de alimentacao. Serd mostrado se tratar
de um problema ANP-dificil. Logo a seguir, sera
mostrado o modelo matematico do problema, fun-
damental para o entendimento da heuristica basea-

Q - central telefonica ou estagio de linha remoto

@ - armarios (concentradores de demanda)
O - esquinas ou pontos importantes

— -rede primaria ou de alimentacao

Figura 2: Rede de alimentagao

da na técnica de relaxacao Lagrangeana, explicada
na secao seguinte.

2 Definicao e Complexidade
do Problema

O problema de planejamento de redes telefonicas
de alimentacao, P, fig. 2, pode ser, formalmente,
definido como um problema de otimizacao combi-
natéria sobre um grafo ndo-direcionado G = (N, A),
onde N é o conjunto de nds e A, o conjunto de arcos.

O conjunto N é particionado no conjunto S, de
nés de Steiner (nés brancos), no conjunto 7', de
nds terminais (nds pretos), e no conjunto R, que
possui apenas o né r (né raiz). Cadanét € T
possui uma demanda d;. Os nés s € S nao possuem
demanda. O né r possui uma capacidade igual ao
somatério das demandas d;. A cada arco (7, §) € A,
um custo fixo, f;;, é associado & sua escolha, ou seja,
é o custo de utilizacdo para aquele arco (custo da
infra-estrutura). O outro custo associado ao arco
(i,7) € A é o variavel, ¢;;, que depende do fluxo
que passa por ele. Essas duas componentes, f;; e
¢j, definem, para cada arco (4,j), uma estrutura
nao-linear de custo, fig. 3.

O objetivo é encontrar um conjunto de arcos
A’ C A que conecte a raiz r (central telefonica) a
todos os nds terminais e atenda as demandas, no
menor custo possivel.

Colocando-se a questao como um problema de



Fluxo

Figura 3: Estrutura do custo no arco (4, j).

decisao, P’, tem-se: dado um numero real K’ > 0,
existe um subgrafo de G, G' = (N, A’), onde A’ C
A, tal que

a) G’ contém um caminho Cy, ligando o né r ao
né t, para todot € T e

b) Yipear fii + Lier (dt > hec Cw’) < K'?

Lema 1 O problema P’ pertence & classe N'P.

Prova: P’ pode ser resolvido, em tempo polinomial,
O(|N?), pelo sequinte algoritmo ndio-deterministi-
co:

algoritmo
/*determina solugao */
A — 0
B— N
para vVt € T faga
Ct — Q)
17
repita
J — escolha(k € B)
B—B—{j}
se (1,j) € A entao
Cy— CrU{(i,J)}
A — A U{(i5))
senao
falha
fim se
até j =1t
fim para
/*testa solugao */
CustoFixo — 0
para V(i,j) € A’ faga
CustoFixo = CustoFixo + f;;
fim para
CustoVar — 0
para vVt € T faga
CustoVar; = 0
para Y(i,j) € C; faga
CustoVar; = CustoVar; + d; * ¢;;
fim para
CustoVar = CustoVar + CustoVar;
fim para

se (CustoFixo + CustoVar) < K’ entao
sucesso
senao
falha
fim se
fim algoritmo

Lema 2 O problema P’ é N'P-dificil.

Prova: Seja um problema genérico de Steiner, P”,
no grafo ndo-direcionado G" = (N, A"), com pe-
sos w;; > 0 nas arestas e uma constante K > 0,
o qual é N'P-completo [8]. Seja o problema P,
definido no grafo ndo-direcionado G' = (N",A),
derivado de G", com custos fizos nos arcos fi; =
wi;, custos varidveis ¢;; = aw;;, demanda unitdria
nos nos terminais, exceto um arbitrdrio, que € es-
colhido como raiz, demanda nula nos nds de Steiner
e uma constante K'. Se a > 0 for suficientemente
pequeno, satisfazendo:

" . 1 LR —
|N |(}Z)E:A aw;; < Wi 1;1;1161 " |w;j — wil,
27] 11 )
Yk, 1) e A”

(i, 5) # (k. 1)

o custo varidvel total é desprezivel. Seja K’ definido
como se seque:

K = (//—|—|N“| E QW .
(1,j)eA”

Definindo P’ dessa forma, P’ admite a mesma dr-
vore solugdo 6tima que P”. Logo, P’ possui resposta
sim, se e somente se, P" também possuir. Como a
transformacao apresentada pode ser feita em tempo
polinomial, seque que P é polinomialmente reduti-
vel a P!, i.e., P" o P'. [ |

Teorema 1 P’ é N'P-completo.

Prova: Imediata, dos Lemas 1 e 2. |

3 Modelo Matematico

Uma vez descrito o problema de planejamento,
sera apresentado o seu modelo matematico. O en-
tendimento desta formulacao é essencial, uma vez
que a heuristica Lagrangeana proposta é calcada
no modelo.

A seguinte notacao sera usada na formulacao
matematica do problema de planejamento de redes
telefonicas de alimentacao:

A - Conjunto de arcos;

¢;; - Custo varidvel no arco (%, j);



d; - Demanda no nd t;
fij - Custo fixo no arco (4, j);
r - NO raiz;
S - Conjunto de nés de Steiner;
T - Conjunto de nds terminais;
z;; - Fluxo através do arco (4, j);

¥ij - Varidvel que assume valor 1, se arco (4, j) for
escolhido e assume valor 0, caso contrario.

O problema de planejamento, P, é formulado
como um problema de programacao inteira mista

[12], [16], [14]:

min Z (cijzij + fijyij) (1)

(1,j)EA
sujeito a:
_ Z = —Zdt (2)
(r,k)EA teT

Z zij — Z ©x = 0,¥j€S (3)

(i,5)€A (j,k)EA
Z T — Z r = di,ViET (4)

(i,t)EA (t,k)EA
z; < Myi] ) V(i,j) €A (5)
zi; > 0,V(i,5) €A (6)
Yiy € {07 1} 3 V(%]) €A (7)

A funcio objetivo (1) minimiza os custos fixos
e varidveis. A restri¢do (2) garante que a capaci-
dade do né raiz é igual a soma das demandas dos
nds terminais. As restri¢des (3) garantem a con-
servacdo dos fluxos para cada né intermediario (nés
de Steiner) e as (4) impdem os requisitos de de-
manda. As restri¢des (5) impdem a condi¢do de um
fluxo ser nulo, se o arco nao for escolhido para o
projeto (M é um nimero suficientemente grande).

4 Heuristica Lagrangeana

A heuristica Lagrangeana proposta para a re-
solucao de P baseia-se na técnica de relaxacao La-
grangeana empregada, com grande sucesso, na res-
olucdo de problemas combinatérios [6], [5].

4.1 Relaxagao Lagrangeana

A idéia basica desta técnica consiste em relaxar
a restricao complicante para a solucao do problema.
Seja o seguinte problema genérico de otimizacao,
PO, onde a restricio (9) tem uma estrutura espe-
cial:

L(A
() Rt f(x2) +A [g(xz)—b]

105 +1 [90g)-t]
1 /i) +1 Tg0)-b1

Figura 4: Funcao L(A)

z = min f(z) (8)
g(x) <b (9)
rEXCR (10)

A relaxacao Lagrangeana do problema, PR,
relativa a restricdo (9) e a um vetor nao negativo A,
com dimensao apropriada, é dada por

L) = min [f(x)+Mg(x) - b (11)
...xeXgR" (12)
A>0 (13)

onde A é o vetor que contém os multiplicadores La-
grangeanos.

Esse problema é concavo, pois a funcao L(X),
(11), como o minimo de uma cole¢do de funcdes
lineares, é concava, ver fig. 4. Notar que L(X) ndo
é diferencidavel em todos os pontos do dominio.

Denotando o valor da solucao 6tima do prob-
lema P por Z(P), a seguinte relacdo se verifica:

(14)
Consequentemente, a relaxacao Lagrangeana de
PO, PRy, constitui um limite inferior para a so-
lucao 6tima de PO. Para uma dada relaxacao, o
melhor limite inferior possivel é:

Z(PR)) < Z(PO)

m/\aX{Z(PR,\)} (15)
O vetor A que garante essa maximizacao é o
conjunto 6timo de multiplicadores de Lagrange A*.
Para se calcular o vetor A*, utiliza-se o método dos
subgradientes, que contorna o problema da nao-
diferenciabilidade da funcao L(}), fig. 4. O método
utiliza um dado vetor inicial A° e gera uma sequén-

cia AF, pela regra:
)\k‘-l—l — )\k‘ +tk’yk

(16)

onde:



t* - escalar ndo-negativo, denominado tama-
nho do passo;

z* - uma solucio étima de PRyx;
¥ = g(x*) — b - vetor de subgradientes de
L),

Para uma descricao detalhada do procedimento
e de sua teoria, ver [7], [6], [5]. O tamanho do passo
comumente utilizado, que garante a convergéncia
do método, devido a [17], é:

L Z(PO) — Z(PRyx)

th =
[I7*(1?

(17)
onde:

C* - escalar no intervalo (0, 2];

Z(PO) - um limite superior para o problema

PO;

A vantagem do método é o pequeno esforco com-
putacional e sua principal desvantagem é nao haver
garantias de crescimento monétono dos limites in-
feriores para a solucao 6tima do problema.

4.2 Resolugao de P

Algumas heuristicas ja foram propostas para re-
solucao do problema de planejamento de redes te-
lefonicas [12], [3]. O modelo tratado em [12] é um
pouco mais geral que o tratado em [3] e também
neste trabalho, mas é essencialmente o mesmo. Tais
heuristicas sao fortemente inspiradas em algoritmos
de caminhos minimos. Isso é justificavel, pois o seu
uso para redes de Steiner tem se mostrado eficiente,
na pratica, [2], [13], [18], [12].

Vérias sao as possibilidades de se derivar uma
heuristica baseada em relaxacao Lagrangeana para
P. A heuristica Lagrangeana apresentada neste tra-
balho, subdivide o problema em dois subproblemas
de complexidade polinomial a saber:

e um problema de fluxos de custo minimo com
fonte unica;

e um problema de ordenacao e selecao.

A restri¢do relaxada é a (5) e a funcdo objetivo,
(1), passa a ser:

min
v>0

S ocmi+ Y fijuit

(i,j)EA (i,j)EA

> (wij = Myij)vy

(i,j)EA

(18)

Com 1sso, é possivel decompor o problema re-
laxado em dois subproblemas polinomiais e inde-

pendentes:
e Pl:
min Y (eij + vig)ai (19)
T (i,))eA
sujeito a:
- Z Trk = —Zdt (20)
(r,k)EA teT
ST ow- Y e = 0,ves (21)
(i,5)eA (5,k)EA
Z Tt — Z Tk = dt,VtET (22)
(i,t)EA (t,k)EA
z; > 0,VY(i,j) € A, (23)
e P2:
min (fij — Mwij)yij (24)
v2>0
T (i,))eA
sujeito a:
yij € {0,1},V(i,j) € A (25)

O subproblema P1 consiste da resolucao de um
problema de fluxos a custo minimo com fonte unica.
P1 pode ser resolvido via caminhos minimos cuja
complexidade é O(|N|?), [1], [4]. A solugao é uma
arvore, AR;. O subproblema P2 é um problema de
ordenacao onde os arcos serao selecionados em or-
dem crescente dos custos. Utilizando-se um método
de ordenacao eficiente, a complexidade dessa ope-
racao é O(|Allog|Al) [19].

Fazendo-se o procedimento descrito acima e uti-
lizando-se 0 método de subgradientes, o algoritmo,
em alto nivel, para o problema P é mostrado a
seguir:

algoritmo
inicialize v;; (com 0, por exemplo)
Tter — 0
repita
calcule imite inferior L;
calcule limite superior L
calcule subgradientes
se (Ly — Lj) >¢) e (y #0)) entao
calcule tamanho do passo
atualize vi; e ugj
atualize v;;
Tter «— Tter + 1
Parar — falso
senao
Parar «+— verdadeiro
fim se
até Parar ou (Tter = Max)
escreva Ly e L;
fim algoritmo



O limite superior para a solucao étima é dado
pela arvore AR;. O inferior vem de (11).

5 Conclusoes

Foram apresentados os principais elementos
componentes do sistema telefonico, para a abor-
dagem do problema de planejamento de redes te-
lefonicas de alimentacao. O problema de decisao as-
sociado foi provado ser A"P-completo. Apresentou-
se o modelo matematico que descreve o problema
de otimizacao. Para a resolucao desse modelo, foi
apresentada uma heuristica baseada na técnica de
relaxacao Lagrangeana, explicada nesse trabalho,
que subdividiu o problema de otimizacao em dois
subproblemas polinomiais.

Como trabalho futuro, propoe-se a implementa-
cao da heuristica, para verificacao da sua eficiencia
computacional. Na verdade, atualmente a heuristi-
ca ja se encontra em implementacao, esperando-se
para breve os primeiros resultados praticos.
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