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Resumo

Neste artigo sdo apresentados resultados da andlise empirica de um algoritmo proposto na literatura para alocacédo de
areas de espera em redes de filas finitas, abertas e aciclicas, com servigos gerais e servidores multiplos. Dos resultados
computacionais é concluido que o tempo de processamento do algoritmo depende do niimero de servidores da rede,
como era de se esperar, mas independe do quadrado do coeficiente de variacdo do tempo de servico. Conclui-se
também que as alocagdes obtidas sdo robustas e que, em geral, o desempenho global previsto para a rede ¢ acurado,
conforme atestado por simulagdes. Finalmente, chega-se a conclusdo de que ndo ¢ facil encontrar regras heuristicas
para o posicionamento dos servidores multiplos na rede de filas sem aplicar um algoritmo de alocagio de areas de

espera para determinar qual configuracdo ¢ a melhor.
Palavras-chave
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1. Introducéo

Modelos baseados em redes de filas sdo muito uteis
para representar sistemas de manufatura discretos em
geral (BITRAN; MORABITO, 1995, 1996; SELLITTO;
BORCHARDT; PEREIRA, 2008). Existem, entretanto,
outras aplicagdes, como, e.g., na modelagem de
caixas de supermercados (MORABITO; LIMA, 2000),
de sistemas de atendimento médico de urgéncia
(TAKEDA; WIDMER; MORABITO, 2004; IANNONI;
MORABITO, 2006, 2008) e de servicos de correio
eletronico (DOY et al., 2006). Em particular, modelos
de filas podem ser usados também para representar
sistemas job-shop (SILVA; MORABITO, 2007a, 2007b),
que sdo um tipo de processo em que € produzido um
elevado numero de artigos diferentes, normalmente em
pequenas quantidades, e, frequentemente, de acordo
com determinadas especificacoes do cliente. No caso
de job-shops, os nos dessas redes de filas representam
as estacdes de trabalho (shops) e os produtos (jobs)
representam os usudrios com demanda por servico

nessas estacoes de trabalho. Os arcos que conectam
0s nos da rede correspondem as rotas dos produtos.

Ha varios tipos de redes de filas e uma descri¢do
detalhada dos tipos mais populares pode ser encontrada
na literatura (SILVA; MORABITO, 2007a). Nesse
contexto, ha o interesse por um tipo particular de
filas, as filas finitas (isto é, com uma capacidade
limitada) e com tempos de servico gerais. Na conhecida
notacéo de Kendall (1953) sdo as redes compostas
por filas do tipo M/G/c/K, em que M corresponde a
um processo de chegada markoviano (modelado pela
distribuicdo exponencial), o G, a um tempo de servico
com distribuicdo geral, ¢ é o numero de servidores
em paralelo e, finalmente, K¢ o nimero maximo de
usudrios no sistema incluindo aqueles em servico
(isto é, K= c+ x, em que x é o tamanho da area de
espera; do inglés buffer).

Uma das razdes do interesse pelas filas M/G/c/K
¢ a sua flexibilidade em modelar areas de espera
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finitas e taxas de servico gerais, que sdo hipoteses
bastante convenientes em aplicacdes reais (SMITH;
CRUZ, 2005). Se por um lado as redes de filas M/G/c/K
tém tal flexibilidade, por outro a capacidade finita de
areas de espera abre a possibilidade de ocorréncia do
fendmeno de bloqueio, que ¢ quando um usudrio ndo
pode seguir a fila sequinte, quando ela tem esgotada a
sua capacidade maxima K. O bloqueio, agravado pela
consideragdo de tempos de servico gerais, acarreta
caracteristicas na forma ndo produto. Formas nio
produto dificultam a determinacdo de medidas de
desempenho de cada fila M/G/c/K individualmente
(SMITH, 2003) e tornam-se um problema ainda maior
quando essas filas estdo configuradas em redes
(SMITH; CRUZ; VAN WOENSEL, 2010).

O presente artigo ¢ uma complementacdo de
um artigo recentemente publicado (SMITH; CRUZ;
VAN WOENSEL, 2010) em que, segundo seus autores,
foi proposto o primeiro algoritmo para alocagdo 6tima
de dreas de espera em redes de filas M/G/c/K abertas
e aciclicas. Desde que foi publicado esse algoritmo,
algumas questdes permaneceram em aberto a respeito
do seu desempenho. Este artigo pretende responder
algumas delas. Dos resultados computacionais,
conclui-se que o tempo de processamento do algoritmo
depende do nuimero de servidores da rede, como era de
se esperar, mas independe do quadrado do coeficiente
de variacdo do tempo de servico. Confirma-se também
que as alocacdes obtidas sdo robustas e que, em geral,
o desempenho global previsto para a rede ¢ acurado,
conforme atestado por simula¢des, em configuracdes
ndo anteriormente testadas. Finalmente, chega-se
a conclusdo de que ndo é facil encontrar regras
heuristicas para o posicionamento dos servidores
multiplos na rede de filas sem aplicar um algoritmo
de alocacdo de areas de espera para determinar qual
configuracdo ¢ a melhor.

Na proxima se¢do sdo descritas as origens do
problema e os trabalhos anteriores relacionados a
ele, bem como apresentados os modelos matematicos
apropriados a analise das redes de filas e os algoritmos
empregados para sua otimizacdo. Na secdo 3 sdo
apresentados resultados experimentais obtidos para
diferentes topologias de redes de filas, através de um
experimento planejado. Na secdo 4 sdo discutidos
os resultados obtidos. Por fim, na secdo 5 sdo
apresentadas conclusdes e observacdes finais, além
de levantados topicos para possiveis trabalhos futuros
na drea.

2. Materiais e métodos

A exemplo de varios trabalhos publicados na area
de engenharia de producio (YANASSE; BECCENERI;
SOMA, 2007; ARGOUD; GONCALVES FILHO; TIBERTI,
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2008), este artigo apresenta resultados de uma pesquisa
de natureza aplicada com carater experimental, de
acordo com classificacdo apresentada em Miguel
(2010). Em seguida, o problema é formalizado
matematicamente, pois o algoritmo de resolucéo ¢
derivado diretamente da sua formulacdo. Passa-se
inicialmente a definicdo da notacdo utilizada.

2.1. Notacéo

Esta subsecdo apresenta alguma notacio,
necessaria ao bom entendimento do trabalho:
e G = (N, A), grafo direcionado, em que N é o conjunto
de nds da rede (filas do tipo M/G/c/K) e A é o conjunto
de arcos da rede (ou pares de nos conectados);

e p={(., Py ...), vetor das probabilidades de roteamento
nos arcos (ij) € A;

I, taxa de chegada Poisson (markoviana) na fila
ie N,
m, taxa de servigo (com distribuigdo geral G) na fila
ie N,
cv/, quadrado do coeficiente de variagédo do tempo
de servico na fila 7€ N, definido pela razdo entre a

variancia e o quadrado do valor esperado do tempo
de servigo T, isto &, V(T)/E(T)%

¢, numero de servidores em paralelo na fila i€ N,

® p.= A/(cp), intensidade de trafego na fila ie N,

K, capacidade total da fila e N, incluindo os itens
em servico;

Py, probabilidade de bloqueio, i.e., probabilidade
de um item encontrar a fila 7 cheia;

° X’. = K -
ie N,
O(x), taxa de atendimento (do inglés, throughput)
global da rede, em funcédo do vetor de alocacdo de
dreas de espera, x = (x, X, ..., xn], emque néa
cardinalidade do conjunto N;

¢, capacidade da drea de espera da fila

e (7, taxa de atendimento global minima requerida.

2.2. Formulagdo matemdtica

Um modelo de programacdo matematica inteira
para o problema de alocacdo de areas de espera em
redes de filas M/G/c/K (SMITH; CRUZ; VAN WOENSEL,
2010), definido sobre o grafo direcionado G = (N, A),
¢ apresentado a seguir.

Modelo (M):

Z=min Y, X
VieN (1)

sujeito a:
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0(x)=20" 2)

x; €{0,1,..},VieN (3)

Note-se que o conjunto N (nds da rede), o conjunto
A (arcos da rede) e a taxa de atendimento global
minima requerida (©%) sdo parametros do modelo
(M). Por sua vez, o0s X, com je N, sdo as varidveis do
modelo (M). Finalmente, a taxa ®(x) ¢ determinada
algoritmicamente a partir dos parametros e das
variaveis do modelo (M), conforme sera explicitado
na subsecdo 2.4.

Note-se também que, apesar de a funcdo objetivo
ser linear nas varidveis de decisdo x, esse ¢ um
problema de otimizacdo ndo linear, por causa da
restricdo (2). Além disso, o modelo (M) envolve variaveis
de decisdo x; inteiras. Finalmente, ¢ importante ressaltar
que a medida de desempenho aqui considerada,
O(x), ndo é a unica possibilidade. De fato, pode-se
encontrar na literatura o exame de problemas de
alocacdo em redes de filas que consideram diferentes
medidas de desempenho, tais como, e.g., o work-in-
process e o lead time (BITRAN; MORABITO, 1995;
SILVA; MORABITO, 2007b) ou, ainda, varias medidas
de desempenho conflitantes (analise de trade-off)
tomadas simultaneamente (BITRAN; MORABITO,
1996; CRUZ; VAN WOENSEL; SMITH, 2010).

2.3. Andlise de desempenho em filas unicas

Quando se trata com uma fila finita Unica, a taxa
de atendimento ©(x) relaciona-se diretamente com
a taxa de chegada A e a probabilidade de bloqueio
P, que € a probabilidade de um item encontrar o
sistema cheio (isto ¢, o numero de itens no sistema
Jiguala-se & sua capacidade total K):

©(x)=1(1-p) @)

Assim, o problema de determinacdo da medida
de desempenho ©(x) fica condicionado apenas ao
conhecimento da taxa de chegada A e a determinacio
da probabilidade de bloqueio p,.

Para sistemas finitos markovianos puros, com
servidor unico, isto ¢, filas M/M/1/K, com p < 1, de
acordo com Gross et al. (2009), a probabilidade de
bloqueio pode ser escrita como:

(1-p)p*

Px = W (5)

o
3]

<
2 [

Se for relaxada a sua restricdo de integralidade
de K, chega-se a uma expressdo em forma fechada
para o tamanho 6timo da capacidade total da fila, em
funcdo da intensidade de trafego p e da probabilidade
de bloqueio p,:

/77( pl( J
K. = 1=p+ P

M In(p)

v
PRO

(6)

em que [ x] ¢ 0 menor inteiro nio inferior a x. Por
conseguinte, estd determinada a alocacdo 6tima da
area de espera para filas M/M/1/K:

Xy =Ky, =1 7)

Para filas M/G/c/K a determinacio da probabilidade
de bloqueio torna-se um problema bem mais
complicado e parece improvavel a existéncia de um
método exato geral. Entretanto, em artigos anteriores
(SMITH; CRUZ, 2005; SMITH; CRUZ; VAN WOENSEL,
2010) foi mostrado que o esquema de aproximacido
a dois momentos de Kimura (1996), baseado na
expressao markoviana, Equacéo 7, produz resultados
satisfatorios:

(ev?) = xy + 1NT[@XM} 8)

X,

€,Kimura

em que INT(x) representa a parte inteira de x.

Para filas M/G/1/K, e.g., com uma intensidade
de trdfego p e um dado quadrado do coeficiente
de variacdo do tempo de servico (geral), ¢\?, uma
aproximacdo para a area de espera 6tima é:

S

Por conseguinte, pode-se explicitar p, e determinar
uma expressdo em forma fechada para a probabilidade
de bloqueio para uma fila M/G/1/K, em func¢do de
K (para filas M/G/1/K, note-se que K = 1+ x ):

g, Kimura
[2+\/EC\/2 7\/E+2(1(71)]

1— 2+\/E(‘v2 —\/E
D = (1-p)p 2 o)
[224—\/60/ —\/§+(K—I)J
2+\/Ecv2—\/5

1-p

Pode-se continuar esse processo de desen-
volvimento de p,, para diferentes valores de ¢,
obtendo-se formas fechadas aproximadas para a



probabilidade de bloqueio (SMITH, 2003), em sistemas
M/G/c/K, para c = 2, 3, ..., e, consequentemente, sua
taxa de atendimento, ©(x), pela Equacéo 4.

2.4. Andlise de desempenho em redes de
filas

O problema de andlise de desempenho em filas
finitas torna-se muito mais complexo quando elas
estdo configuradas em redes. O método da expansdo
generalizado (GEM, do inglés, generalized expansion
method) é uma técnica robusta e bastante eficaz de
aproximacdo de medidas de desempenho de redes de
filas finitas (KERBACHE; SMITH, 1987). O método
¢ caracterizado por uma combinacdo de tentativas
repetidas e decomposicdo nd a no, para cada fila
i que for sucedida por uma fila finita j, conforme
apresentado na Figura 1.

0 GEM possui trés estagios, descritos a seguir,
apos a definicdo de uma notacédo adicional:

o hj, no artificial, adicionado pelo GEM, antecedendo
cada fila finita encontrada na rede;

° 71/-, taxa de chegada efetiva a fila j (descontados
os itens que sdo bloqueados);

e |1;, taxa de servico efetiva na fila 7 (devido ao
bloqueio que sofreu da fila subsequente j);

° pKJ.’, probabilidade de bloqueio no laco de
retroalimentacdo no GEM.
Estagio 1 - Reconfiguracio da rede
Usando o principio das duas fases da fila finita
J (saturada ou insaturada), uma fila artifical de
espera h, infinita, com um numero infinito de
servidores, do tipo M/G/¥, é adicionada para cada
fila finita na rede. A finalidade da fila de espera ¢
registrar os itens bloqueados (ver Figura 1). Essa fila
modela o atraso adicional, causado aqueles clientes
que tentam entrar na fila j e a encontram cheia,
0 que ocorre com probabilidade Py Os itens sdo
bem-sucedidos na tentativa de entra na fila j, com
uma probabilidade (1-p,). Com essa fila artificial
também sdo incluidos novos arcos na rede, com
probabilidades de roteamento ij’, caso o item

M/G/ci/Ki M/G/ci/Kj
»—{ D [D—9
X, (KD)
M/G/m/m M/G/ A, (1= k)M/G/CJ/KJ
& e

\(1 ‘M

Figura 1. 0 método da expanséo generalizado para duas filas
adjacentes, 7e j.
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continue bloqueado para um segundo periodo de
atraso, e (1—ij’), €aso possa prosseguir para a fila
finita Jj. Esse processo continua até que se encontre um
espaco na fila finita . Um arco de retroalimentacgao
¢ utilizado para modelar esses repetidos atrasos. A
fila artificial de espera ¢ modelada como uma fila
do tipo M/G/¥ porque ¢ usada simplesmente para
dar ao item bloqueado um tempo extra de atraso,
sem enfrentar filas.

Estagio 11 - Estimacdo de parametros

Nesse estégio, estima-se aproximadamente os
parametros p,, pK e m,, via resultados conhecidos
para filas M/G/C/K conforme descrito a seguir. Por
simplicidade, serd omitido o subindice j, referente a
J-ésima fila finita.

p,: as probabilidades de bloqueio podem ser
obtidas pela utilizacdo de resultados analiticos
aproximados (neste artigo, serd via aproximacio a
dois momentos de Kimura), como, e.g., para filas
M/G/1/K, repetida a seguir por clareza,

[2+\/5cv2 —\/E+2(K—1)]

1— 2+ pev®—p
p, = 12P)P (10
[ 2+(fv ~Jp+(K-1) 1]
2+fcv —\f

1-p

e, de forma similar, expressdes para filas M/G/c/K, para
c=2,3,..10, .., podem ser incluidas aqui, de forma
a ter-se um conjunto completo de probabilidades
de bloqueio;

p,/: ndo hd uma forma fechada para essa
probabilidade (probabilidade de um segundo bloqueio)
e utiliza-se a seguinte aproximacdo, obtida por
técnicas de difusdo (LABETOULLE; PUJOLLE, 1980),

TR [ R ] .
w, W, [(rzkﬂ _ r]K+1) _ (rzl( _ nk )]

-1

Px =

em que r, e r, sdo raizes do polindmio

X—(k+uh+uj)x+u,,x2:0 (12)
em que A = /j— 1(1-p/) e IJ.e I, sdo taxas de
chegadas efetivas a fila finita j e a fila artificial A,
respectivamente;

p,: a distribuicdo do tempo de atraso causado por
bloqueio na fila j ¢ assumida ser a mesma da fila je,
por meio da teoria da renovacéo, ¢ possivel mostrar
que o tempo de servico na fila de espera possui média

oy

W, = m (13)
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em que 67 ¢ a variancia do tempo de servico
(KLEINROCK, 1975).

Estagio 111 - Eliminacdo da retroalimentacio

Devido ao lago de retroalimentacdo em torno
da fila de espera, haverd uma grande dependéncia
no processo de chegada a fila j. A eliminacdo dessas
dependéncias requer a reconfiguracdo da fila de
espera, o que pode ser feito por um ajuste no seu
tempo de servico, dado por:

uh’:(]_pl(y)uh (14)

As probabilidades de a fila j estar em uma das
duas fases (saturada ou ndo saturada) sdo p, e (1-p)),
respectivamente. Assim, o tempo de servico médio na
fila /; que precede uma fila finita j, ¢ p;', quando na
fase ndo saturada, e [u" +(p,)"], na fase saturada.
Portanto, o tempo médio de servico no i ¢ dado por:

a;] = qu + pk“/ﬂ (15)

Equacgodes similares podem ser estabelecidas
para cada um das filas finitas, ndo somente em
configuracdes em série mas também em outras
configuracdes aciclicas mais gerais.

2.5. Algoritmo de otimizagdo

Uma forma eficiente de resolver o problema de
alocacdo de areas de espera aqui examinado, definido
pelas Equacdes 1-3, ¢ pela incorporacgio da restricdo
(2) na funcio objetivo (SMITH; CRUZ; VAN WOENSEL,
2010), através de uma funcio de penalidade, tal como
a relaxacio lagrangeana (LEMARECHAL, 2007). Assim,
definindo-se uma variavel dual o e relaxando-se a
restricdo (2), o problema relaxado a seguir é obtido.

Modelo (MR):

Z,=min| ¥ Xx; +oc(®T —@{X})

VieN - (16)
<0
sujeito a:
x;€{0,1,..},VieN (17)
>0 (18)

A taxa de atendimento global minima requerida
OT pode ser pré-especificada e servir como taxa
de entrada A de um algoritmo aproximado para
determinacdo de medidas de desempenho, como o
GEM, que fornecera uma taxa de saida correspondente.
Nesse caso, para um vetor x vidvel para o problema
(1)-(3), o termo a(©F - O(x)) sera sempre nio positivo

o
3]

<
2 [

(a taxa de entrada, ©F, nunca podera exceder a taxa
de saida, ©(x)) e sera uma penalidade da funcéo
objetivo. Segue assim que Z < Z, isto €, Z serd um
limite inferior para Z, que ¢ o valor 6timo da funcdo
objetivo do problema (1)-(3).

0 melhor limite inferior sera dado pela solugdo
otima do problema a seguir, conhecido como dual
lagrangeano.

Modelo (DL):

v
PRO

max Z,, (19)
sujeito a:

x;€{0,1,..},VieN (20)
o=0 (21

E possivel perceber que se a taxa de atendimento
global minima requerida ©" for exatamente igual a taxa
de chegada externa A, o melhor (maior) limite inferior
dado pelo modelo (DL) sera alcancado quando a®¥,
0 que ndo ¢ pratico, pois exigiria que (0" - O(x)) = 0
e, por conseguinte, que x®¥. Por outro lado, se uma
“pequena” diferenca, diga-se (O - O(x)) = e, for
aceitavel, sera necessario verificar que a/(O" - O(x))
£ 1, pois caso contrario teria sido melhor utilizar
uma unidade extra de drea de espera, isto €, x+1,
em alguma fila i€ N, para aumentar O(x) (lembre-se
que O(x) é uma fung¢io ndo decrescente de x). Dessa
forma, € possivel definir um o, correspondente, como
se segue:

P B
e = (0" -0(x))

o qual, assumindo-se, e.g., (0% - O(x)) £ 107, resultara
em o, = 10° (serd o valor aqui adotado).

A relaxagdo lagrangeana do problema primal, Z,
acrescida de uma relaxacdo adicional na integridade
das restrigbes para X, torna-se um problema cléssico
de otimizacéo irrestrita. Assim, a fim de resolver
aproximadamente o problema (1)-(3), o GEM sera
acoplado a um classico algoritmo de busca, o algoritmo
de Powell.

0O método de Powell, apresentando
esquematicamente na Figura 2, encontra o minimo
de uma funcéo nio linear f{x) por meio de sucessivas
buscas unidimensionais, a partir de um ponto inicial
x© via um conjunto de dire¢des conjugadas, que
sdo geradas dentro do proprio procedimento. Ele ¢
baseado na idéia de que um minimo de uma fungio
nio linear f(x) pode ser encontrado ao longo de n
(dimenséo do problema) direcdes conjugadas em um
estagio da busca, com um passo adequado em cada

(22)



algoritmo
leia G(N, A), p, A, 1, X@
[* escolha n direcdes de busca linearmente independentes */
escolha d", ..., d”
XU ¢ x(©
repita
X ¢ xon
para i =1 até n faca
/* executar uma busca unidimensional */
[* f(®) calculado com a ajuda do GEM */
i+1) | f(x*) = mi 0 0
X = [ Ax) = min,_, FX + vd")}
fim para
x+2) ¢ oxn1) %1
se £(x"?) > £(x!) entdo
x©P) ¢ x(n+1)
sendo
xp0 ¢ {x*| f‘(x*) = minye*}i f[x[mn + V(X[mn _ XUI)]}

"

escolher novas dV, ..., d”
fim se
até ||xe - x| < &
imprima x©»

fim algoritmo

Figura 2. Método de Powell.

direcdo. Maiores detalhes sobre o algoritmo de Powell
podem ser encontrados na literatura (BAZARAA;
SHERALI; SHETTY, 2006).

2.6. Andlise do desempenho do algoritmo
de otimizagdo

E de interesse pratico verificar como o algoritmo
de otimizagdo se comporta em termos de tempo de
processamento até a convergéncia, em funcdo de
varios parametros da rede de filas finitas. Técnicas de
planejamento de experimentos (DOE) sio utilizadas
para essa avaliacdo de desempenho do algoritmo. Em
especial ha interesse na influéncia que o namero de
servidores, ¢, exerce sobre o tempo até convergéncia.
Também ¢ importante investigar se existe relacdo
entre o quadrado do coeficiente de variacdo do
tempo de servi¢o, ¢, e o tempo até convergéncia,
pois se verifica que, em principio, o ¢* influencia
na alocacdo 6tima das areas de espera.

0O delineamento probabilistico proposto para
essa situagcdo é um modelo fatorial (MONTGOMERY,
2008), configurado em dois fatores (A e B) e em um
bloco, sendo fixos tanto os fatores quanto o bloco.
Como ha interesse em saber se redes mais complexas
aumentam o tempo de convergéncia, o nimero total
de servidores na rede (C = Ve, C) sera considerado
o fator A. O outro fator de interesse ¢ o quadrado
do coeficiente de variacdo do tempo de servico (¢v?),
chamado fator B. Uma possivel interacdo entre os
fatores A e Btambém serd investigada. Note-se que a
taxa de chegada (A), outro pardmetro importante na
area alocada, sera considerada como bloco, pois ndo
se deseja, nesse momento, investigar sua influéncia
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no tempo de convergéncia do algoritmo. O modelo
proposto ¢ dado por

)//jkzu+TI+Bj+(TB)y+'Yk+€y'k (23)

em que:
* Y, ¢ a observacdo coletada sob o i~ésimo nivel do
fator A, o j-ésimo nivel do fator B e no k-ésimo
bloco;

® 11 ¢ a média global;

® 7, ¢ o efeito do i~ésimo nivel do fator A, sujeito a
restricdo X1, = 0;

° [3/. ¢ o efeito do j-ésimo nivel do fator B, sujeito a
restricdo ZJBJ. =0;

o [‘cB]y, ¢ o efeito da interacdo entre o i~ésimo nivel
do fator A e o j-ésimo nivel do fator B, sujeito a
restricdo Z,Ej(‘c[})y =0;

® v, € o efeito do k-ésimo bloco, sujeito a restricdo
XY, =0;

°e, ¢ a componente de erro aleatdrio associado a
observacdo Yy,k.

Tem-se ainda a suposi¢io de que os componentes
de erro e, sdo variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas, com distribui¢do normal
de média zero e varidncia 62, ou seja, €y~ iid MO, ¢?).

3. Resultados experimentais

Todos os algoritmos descritos foram codificados
em FORTRAN, pela reconhecida eficiéncia e exatiddo
de suas sub-rotinas numéricas. Os codigos estdo
disponiveis a pedido, para fins educacionais e de
pesquisa, diretamente com os autores. Inicialmente
foi feita uma andlise de desempenho do algoritmo
de alocacdo de areas de espera, em termos de tempo
de processamento até a convergéncia. Em seguida,
o algoritmo foi aplicado a algumas configuragoes
simples, mas que permitiram conclusdes interessantes
a respeito do problema de alocagio de dreas de espera.

3.1. Andlise de desempenho do algoritmo

No que diz respeito aos niveis dos fatores e do
bloco, o experimento foi realizado adotando-se
trés redes de filas, com N e {2; 4; 8}, com dois
servidores em cada fila, perfazendo-se o total de 4;
8; e 16 servidores, respectivamente, conforme visto
na Figura 3. Nessas redes de filas serdo adotadas
taxas de chegada A € {1; 2; 3}, para uma taxa de
atendimento Unica p = 4, para todos os servidores.
Finalmente, para o quadrado do coeficiente de variacdo
do tempo de servigo sera considerado ¢v? € {0,5; 1,0;
2,0}. A variavel de interesse é o tempo (em segundos)
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até a convergéncia do algoritmo. A ordem em que
os experimentos foram executados foi aleatorizada,
0 mesmo acontecendo com a taxa de chegada A.
Para essa andlise foi utilizado um computador
pessoal com o sistema operacional Windows 7. Os
dados obtidos com a realizacdo do experimento
podem ser vistos na Tabela 1, que apresenta os dados
referentes ao experimento realizado para a andlise de
desempenho do algoritmo. Além dos tempos até a
convergéncia, em sequndos, coluna CPU(s), resultados
também disponibilizados sdo as alocacgdes otimas, X,

UCAO

[x

as respectivas taxas de saida, ©(x), e os valores da
funcéo objetivo, Z,.

Usaram-se inicialmente, para a analise, os tempos
de execucdo até a convergéncia do algoritmo na
escala original (isto ¢, em segundos). Entretanto,
foram violadas as suposi¢cdes de normalidade e de
homocedasticidade (i.e., variancia constante dos erros)
do modelo (23). Assim, usou-se a transformacéo
logaritmica para os tempos de execugdo e todas as
suposicdes associadas ao modelo ajustado foram
respeitadas (MONTGOMERY, 2008), conforme pode

PROQ

TS

Rede com 4 servidores

Rede com 8 servidores

Rede com 16 servidores

Figura 3. Redes de filas de teste na topologia série.

Tabela 1. Resultados para a andlise de desempenho do algoritmo.

A ] cv? © X 0(x) Z, CPU(s)
1,0 (4,4) 0,5 (2,2) (3,3) 0,998 07,66 0,109
(4,4,4,4) (2,2,2,2) (3,3,3,3) 0,997 15,30 0,265
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (3,3,3,3,3,3,3,3) 0,993 30,60 1,014

(4,4) 1,0 (2,2) (3,3) 0,998 08,34 0,172

(4,4,4,4) (2,2,2,2) (3,3,3,3) 0,995 16,60 0,296
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (3,3,3,3,3,3,3,3) 0,991 33,20 1,123

(4,4) 2,0 (2,2) (4, 4) 0,999 09,21 0,109

(4,4,4,4) (2,2,2,2) (4,4, 4,4) 0,998 18,40 0,312
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (4,4,4,4,4,4,4,4) 0,995 36,80 0,858

2,0 (4,4) 0,5 (2,2) (7,7) 1,997 16,90 0,140
(4,4,4,4) (2,2,2,2) (7,7,7,7) 1,994 33,80 0,218
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (7,7,7,7,7,7,7,7) 1,989 67,40 0,811

(4,4) 1,0 (2,2) (8,8) 1,997 18,60 0,078

(4,4,4,4) (2,2,2,2) (8,8,8,8) 1,995 37,20 0,203
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (8,8,8,8,8,8,8,8) 1,990 74,20 0,655

(4,4) 2,0 (2,2) (9, 9) 1,996 21,90 0,078

(4,4,4,4) (2,2,2,2) (9,9,9,9) 1,992 43,70 0,281
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (9,9,9,9,9,9,9,9) 1,985 87,20 0,577

3,0 (4,4) 0,5 (2,2) (15, 15) 2,993 036,70 0,047
(4,4,4,4) (2,2,2,2) (15, 15, 15, 15) 2,987 073,10 0,125
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (15,15,15,15,15,15,15,15) 2,975 145,00 0,437

(4,4) 1,0 (2,2) (17, 17) 2,993 041,20 0,062

(4,4,4,4) (2,2,2,2) (17, 17,17, 17) 2,986 082,10 0,140
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (17,17,17,17,17,17,17,17) 2,973 163,00 0,499

(4,4) 2,0 (2,2) (20, 20) 2,992 050,00 0,047

(4,4,4,4) (2,2,2,2) (20, 20, 20, 20) 2,980 099,60 0,187
(4,4,4,4,4,4,4,4) (2,2,2,2,2,2,2,2) (20,20,20,20,20,20,20,20) 2,963 197,00 0,390




ser conferido na Figura 4, que apresenta a analise
residual do modelo ajustado, equagdo (23), e também
no Anexo A, que verifica as suas suposicdes iniciais.
Note-se que ndo ha nenhuma violagdo quanto a
normalidade, homocedasticidade e independéncia
dos residuos, indicando a validade do modelo, bem
como dos resultados e conclusdes obtidos a partir
dele. Pela Figura 4, nota-se também a presenca de
um outlier (fora da faixa + 2), o que geralmente
ocorre quando se aplica o DOE a metamodelos
(equacdes simuladas por modelos probabilisticos
associados as suas varidveis aleatdrias), como € o
caso de simulacées Monte Carlo.

Na Tabela 2 sdo apresentados os resultados do
ajuste do modelo (23). Na Figura 5 sdo apresentados
os resultados da comparacdo multipla (HSU, 1996),
entre as médias dos tempos até convergéncia, para
os diferentes niveis do fator A (numero total de
servidores, (). Foi escolhido o fator A por ter-se
mostrado significativo na andlise de varidncias, para
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um nivel de significancia de 5% (a0 = 0,05). Todos
os resultados foram obtidos por meio do pacote
estatistico MINITAB 15.

Note-se que esta fora de escopo um estudo de
andlise de variancia para as outras saidas importantes
do algoritmo (p.e., ©(x) e Zay), por se tratar de um
estudo do algoritmo de andlise de desempenho
(0 GEM) e nio do algoritmo de otimizagdo em si,
que ¢ o principal objeto de estudo deste trabalho
(para resultados da analise de desempenho do GEM,
sugere-se consultar, p.e., ANDRIANSYAH et al., 2010;
CRUZ; VAN WOENSEL; SMITH, 2010; SMITH; CRUZ;
VAN WOENSEL, 2010).

3.2. Andlise das alocacées obtidas

Para uma analise das alocagdes 6timas fornecidas
pelo algoritmo, foi utilizada uma das topologias mais
simples de rede de filas, que ¢ uma configuracdo

Grafico dos residuos padronizados

Grafico de normalidade

Residuos vs. Valores ajustados
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Figura 4. Andlise de residuos do modelo ajustado. Fonte: MINITAB 15.
Tabela 2. Andlise de varidncia para o tempo até convergéncia do algoritmo
Fonte de variagdo Graus de liberdade ~ Soma de quadrados Quadrado médio F Valor-p
c 02 19,0475 9,5237 340,44 0,0002
4% 02 00,0279 0,0140 000,50 0,6160
c'cv 04 00,2878 0,0719 002,57 0,0780
A 02 02,9006 1,4503 051,84 0,0000
Erro 16 00,4476 0,0280
Total 26 22,7114

Fonte: MINITAB 15.
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DUcCAo

PRO

Intervalos simultaneos de tukey com 95% de confianca
Comparacdes entre os niveis de ¢
Nivel C = 4 em comparacdo com:
c Inf. Central Sup. -—---—- tomm——- tomm—————= Fomm————— +
8 0,7229 0,9264 1,130 (-——=*-—--)
16 11,8506 2,0541 2,258 (===*-—-)
—————— B e e
1,00 1,50 2,00 2,50
Nivel C = 8 em comparag¢io com:
C Inf. Central Sup. ------ to—mm - Fomm - Fmm +
16 0,9242 1,128 1,331 (—===*-—-)
—————— e et
1,00 1,50 2,00 2,50

Fonte: MINITAB® 15

Figura 5. Comparacdes multiplas entre os niveis do numero de servidores. Fonte: MINITAB 15.

com duas filas em série e trés servidores. As duas
possibilidades para essa configuracdo sdo apresentadas
na Figura 6. A questdo que se coloca aqui € se uma
configuracdo domina a outra. Isto é, deseja-se verificar
se existe uma configuracdo mais eficiente, baseado
apenas na ordem dos servidores.

0 primeiro grupo de experimentos foi realizado
considerando-se duas taxas de chegada diferentes,
A e {1; 2}, dois tempos médios de servico, p = {4; 8},
que foram iguais para todos os servidores (servidores
homogéneos), e trés valores para o quadrado do
coeficiente de variacdo da taxa de servico, ¢v* € {0,5;
1,05 2,0}. Os resultados podem ser vistos na Tabela 3,
onde sdo apresentadas as alocacGes otimas (x) as
taxas de atendimento alcancadas (O(x)) e os valores
da fungéo objetivo penalizada (Z). Com o objetivo
de avaliar a exatidao das aproximacdes analiticas, sdo
apresentados também os resultados de simulagées,
em que a coluna d é a semiamplitude dos intervalos
de 95% de confianca (i.e., os valores que precisam ser
subtraidos dos valores médios obtidos via simula¢do
(©(x)?), para obtencio dos limites inferiores dos
intervalos de 95% de confianca, e depois a esses
valores médios somados, para obtencdo dos limites
superiores). Essas simulagdes foram feitas no software
Arena, com 20 replicacdes, para determinacdo do
§, adotando-se um periodo de estabilizacdo (do
inglés, burn-in) de 20 mil unidades de tempo e um
tempo total de simulacdo de 100 mil unidades de
tempo. Para simular os tempos de servico gerais com
o € {0,5; 2,0} foi utilizada a distribuicio gama,
com parametros o e B adequados.

No segundo grupo de experimentos, com
configuracdo bastante semelhante a do primeiro
grupo, foi considerado dessa vez que os servidores
eram heterogéneos, com taxas de servico p = 4 e
p = 8, alternadamente em cada servidor, sempre

M/G/1/K M/G/2/K
Topoligia A

M/G/1/K M/G/2/K
Topoligia B

Figura 6. Redes em topologia série com duas filas e trés
servidores.

com a taxa menor para a fila com o maior numero
(c = 2) de servidores. Os resultados podem ser vistos
na Tabela 4.

4. Discussio

Com relacdo a andlise de desempenho do algoritmo,
nota-se pela coluna de valores-p da Tabela 2 que
o fator A (nimero total de servidores, () pode ser
considerado significativo, adotando-se um nivel de
significAncia 5% (o = 0,05). O mesmo nio aconteceu
com o fator B (quadrado do coeficiente de variacio
do tempo de servico, cv?). Percebe-se também que
ndo existiu interacdo entre os fatores A e B ao nivel
de 5%.

Ainda com relacdo a andlise de desempenho do
algoritmo, nas comparacdes multiplas da Figura 5
nota-se que os intervalos de confian¢a construidos
ndo possuem o valor zero. Isso indica que existem
diferencas entre os valores médios para esses niveis do
fator A. A rede com 16 servidores possui um tempo
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Tabela 3. Resultados para a rede de duas filas em série com servicos homogéneos

Simulagdo

A p cv c b3 oK) 4, o) i) 79
1,0 (4,4) 0,5 (2,1) (3,4) 0,999 8,16 0,997 0,001 9,710
(1,2) (4, 3) 0,999 8,16 0,998 0,001 8,780
1,0 2,1 (3, 4) 0,998 8,90 0,997 0,001 9,670
(1,2) (4, 3) 0,998 8,90 0,997 0,001 10,260
2,0 2,1 (4, 5) 0,999 10,3 0,999 0,001 10,380
(1,2) (5, 5) 0,999 11,3 0,997 0,001 12,010
(8,8) 0,5 2,1 (2, 3) 1,000 5,42 0,993 0,001 12,180
(1,2) (3, 2) 1,000 5,42 0,999 0,001 5,650
1,0 2,1 (2,3) 0,999 5,59 0,993 0,001 12,350
(1,2) (3, 2) 0,999 5,59 0,998 0,001 7,050
2,0 2,1 (2, 3) 0,999 6,11 0,993 0,001 12,280
(1,2) (3, 2) 0,999 6,11 0,996 0,001 8,810
2,0 (4,4) 0,5 2, 1) (7,7) 1,997 16,8 2,001 0,015 13,400
(1,2) (7,7) 1,997 16,8 1,997 0,001 16,800
1,0 2,1 (8, 8) 1,997 19,2 2,000 0,002 17,600
(1,2) (8, 8) 1,997 19,2 1,999 0,002 18,900
2,0 2,1 (9, 11) 1,996 23,7 2,000 0,001 20,200
(1,2) (11,9) 1,996 23,7 1,997 0,001 23,500
(8,8) 0,5 2,1 (4, 4) 1,999 9,03 2,001 0,002 7,500
(1,2) (4, 4) 1,999 9,03 1,998 0,001 10,400
1,0 2,1 (4, 5) 1,999 9,95 2,000 0,002 8,900
(1,2) (5, 5) 1,999 11,0 2,000 0,002 8,800
2,0 2,1 (4, 5) 1,997 11,7 1,999 0,002 10,500
(1,2) (5, 4) 1,997 11,7 1,994 0,001 14,900

Tabela 4. Resultados para a rede de duas filas em série com servicos heterogéneos
Simulagédo

A 1] cv c X BO(x) Z, O(x)* ) Z:
1,0 (4,8) 0,5 2,1 (3,3) 0,999 6,95 0,997 0,001 8,670
(8,4) (1,2) (3, 3) 0,999 6,95 0,999 0,001 6,720
(4,8) 1,0 (2, 1) (3,3) 0,999 7,39 0,997 0,001 8,870
(8,4) (1,2) (3, 3) 0,999 7,39 0,998 0,001 8,130
(4,8) 2,0 2,1 (4, 3) 0,999 8,15 0,999 0,001 8,320
(8,4) (1,2) (3, 4) 0,999 8,15 0,996 0,001 10,930
2,0 (4,8) 0,5 2,1 (7, 4) 1,998 13,1 1,999 0,002 14,100
(8,4) (1,2) (4,7) 1,998 13,1 1,999 0,002 14,400
(4,8) 1,0 2,1 (8, 5) 1,998 14,7 2,001 0,002 14,300
(8,4) (1,2) (5, 9) 1,998 15,7 2,000 0,001 15,200
(4,8) 2,0 2,1 (9, 5) 1,997 17,4 2,000 0,001 14,300
(8,4) (1,2) (5,9) 1,997 17,4 1,995 0,002 19,200

médio de convergéncia significativamente maior que
as redes com 8 e 4 servidores. Além disso, os tempos
médios de convergéncia para os nivel 4 e 8 também
apresentam diferencas significativas entre si. O tempo
médio para a rede com 8 servidores ¢ maior do que
o0 para a rede com 4.

No que diz respeito as alocacdes 6timas produzidas
pelo algoritmo de otimizacio (ver Tabelas 3 e 4), de
um modo geral os valores encontrados foram bastante
encorajadores. As alocacoes foram bastante estaveis,
ou seja, com pequenas mudancas nos parametros

da rede tém-se mudancas também pequenas na
alocagdo otima. Um ponto que merece destaque ¢
a influéncia que exerceu o quadrado do coeficiente
de variag¢do do tempo de servi¢o, ¢V, na drea de
espera alocada d6tima, reforcando-se a importancia
de desenvolverem-se metodologias para tratar filas
com tempos de servico gerais.

Quanto a qualidade das solucdes analiticas
aproximadas, os resultados mostraram-se mais
modestos. Dos 24 experimentos realizados com
redes homogéneas (Tabela 3), 15 deles tiveram seus
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valores analiticos confirmados pelos intervalos de
confianca de 95% (com 6 valores analiticos fora
dos intervalos de confianca). Em 12 experimentos
realizados com redes heterogéneas (Tabela 4), a
metade dos resultados analiticos aproximados foi
confirmada por simulagdo. Também, em alguns
casos, as diferencas entre os valores das solugdes
analiticas e simuladas, Z eZp: foram relativamente
grandes (maiores que 50%). Isso é explicado em
parte pelo valor alto utilizado para a variavel dual
o (o0 = 1000). Resultados obtidos para um nivel de
90% de confianca (ndo apresentados) ndo possuem
uma cobertura mais préxima da cobertura nominal
esperada de 90%. Esses resultados ddo uma ideia
da dificuldade que € a determinac¢io de medidas de
desempenho para filas finitas configuradas em redes.

Comparando-se a alocacdo das areas de espera
para as topologias A e B, Figura 6, ¢ dificil dizer que
uma topologia supera a outra em termos de valor
de funcédo objetivo, apesar de existir uma pequena
diferenca nas solugdes 6timas, Z . Assim, néo se pode
afirmar que existe o dominio de uma topologia sobre
a outra. Fica dificil, portanto, estabelecer regras que
prevejam qual topologia ¢ a melhor em funcédo apenas
do posicionamento dos servidores.

0 conjunto de experimentos com redes
heterogéneas (i.e., diferentes taxas de servico), Tabela 4,
também leva a algumas conclusdes importantes. Eles
indicam que o desempenho pode ser independente
do tipo de topologia se for utilizada uma combinacéo
adequada entre o numero de servidores e a taxa de
servico. De fato, as taxas de saida foram similares,
tanto para os casos em que a fila mais lenta estava no
inicio da rede (p = 4), quanto para quando estava a
mais rapida (p = 8). Outro ponto que merece destaque
¢ que, conforme esperado, dreas de espera maiores
foram designadas para as filas com menor taxa de
servico. Em outras palavras, os servidores com menor
capacidade de atendimento tém uma tendéncia a
receber uma maior area de espera, para compensar.

5. Conclusoes e observacgoes finais

Neste artigo foi apresentado em detalhes um
algoritmo recentemente proposto na literatura (SMITH;
CRUZ; VAN WOENSEL, 2010) para alocacio de areas de
espera em redes de filas M/G/c/K abertas e aciclicas. Por
meio de um experimento planejado inédito, concluiu-se
que o tempo de processamento do algoritmo depende
do numero de servidores dessas redes. Além disso,
o quadrado do coeficiente de variacdo do tempo de
servico ndo interfere significativamente no tempo
de execucdo do algoritmo, apesar de influenciar na
alocacdo 6tima, o que ¢ um resultado surpreendente.

Experimentos em configura¢des que ainda nao
haviam sido testadas indicaram que também nesses
casos a alocacdo obtida pelo algoritmo ¢ robusta e

o
3]

<
2 [

faz sentido. Além disso, a aproximacgdo para a medida
de desempenho de interesse (a taxa de saida) também
se confirmou satisfatoria, pois em grande parte dos
casos ficaram dentro dos intervalos de confianca de
95%, que foram estimados por simulagéo.

Outro resultado interessante obtido foi que
topologias diferentes podem resultar em um
desempenho similar se as dreas de espera sdo as
otimas. Dessa forma ndo pareceu ser facil a obtencédo
de regras heuristicas para a alocacdo dos servidores
dentro da topologia de interesse antes de aplicar-se um
procedimento de otimizacdo para dizer qual topologia
¢ melhor. Sabe-se que a topologia ¢ direcionada
geralmente pela aplicacdo, mas tal resultado pode
trazer alguma flexibilidade para aqueles casos em que
topologias alternativas estejam competindo.

Sobre as possiveis direcoes que esta pesquisa
pode tomar, pode-se citar a aplica¢do do algoritmo a
problemas reais na drea de manufatura e montagem,
que podem apresentar redes de tamanho da ordem
de centenas de nds (SPINELLIS; PAPADOULOS;
SMITH, 2000). Nio foi feita uma andlise da ordem
de complexidade do algoritmo de alocacéo, pois se
queria apenas assegurar que os resultados fossem
acurados. Entretanto, pelos experimentos realizados,
observou-se que os tempos de processamento ndo
cresceram dramaticamente com o aumento do numero
de nos da rede. Assim, ¢ possivel que problemas reais
bem grandes sejam resolvidos pelo algoritmo. De
fato, problemas de alocacdo de servidores em redes
de filas finitas sem dareas de espera foram resolvidos
por método similar para mais de uma centena de nds
(ANDRIANSYAH et al., 2010).

Para problemas muito grandes, quando o tempo
de processamento ficar proibitivo, podem-se empregar
como ultimo recurso técnicas de agregacdo. Essas
sdo técnicas comumente utilizadas para reduzir o
tamanho de redes em problemas reais, quando sdo
retidos apenas os nos mais importantes da rede.

Outra possibilidade ¢é incluir estudos sobre redes
com lacos de realimentacdo, muito encontrados
em sistemas de manufatura, com fluxos reversos
e retrabalho. Os lacos de realimentacdo causam
grande dependéncia entre as chegadas e precisam de
cuidadosa consideracdo. Essas sdo apenas algumas
possiveis ideias para futuros trabalhos nesta area.
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A DOE-based proposal for performance analysis of M/G/c/K

queueing network optimization algoritms
Abstract

This paper presents the results of an empirical analysis of a previously proposed algorithm for buffer allocation in
finite open acyclic general-service multi-server queuing networks. Based on the computational results, it is concluded
that the processing time of the algorithm depends on the number of network servers (as expected) but is independent
of the squared coefficient of variation of service time. 1t is also concluded that the obtained allocations are robust
and that the approximations for the performance measures are accurate, as verified by simulation. Finally, it is found
that it is not straightforward to develop heuristic rules to allocate multiple servers in the topology without applying
a buffer allocation algorithm to determine the optimal configuration.

Keywords
Optimization. Performance evaluation. Stochastic process. Design of experiments.

Anexo A

Na Figura 7 sdo verificadas as suposi¢des iniciais do modelo proposto, Equagido 23. Nota-se que os
dados transformados seguem a distribuicdo normal e nio ha violacdo de variabilidade constante entre os
fatores e o bloco.
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Figura 7. Suposicoes iniciais do modelo proposto para andlise de desempenho. Fonte: MINITAB 15.



