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INTRODUCAO

Um forma de descrever fendmenos reais ¢ através de modelos probabilisticos. Existe porém uma
condi¢do inevitavel, quanto mais realista ¢ o modelo usado mais dificil ¢ a sua andlise
matematica. Uma maneira alternativa de se analisar um modelo ¢é através de simulagdo
computacional. Com a disponibilidade de computadores cada vez mais poderosos e baratos o uso

de técnicas computacionais tem sido cada vez mais extensivo.

O objetivo destas notas € apresentar através de exemplos praticos diversas técnicas de simulagdo
em Estatistica. Presume-se que o leitor tenha um conhecimento dos conceitos basicos de
Probabilidade como varidveis aleatorias continuas e discretas e seus modelos principais. No
capitulo 1 apresentamos a base de qualquer simulagdao que envolva fendmenos aleatorios, ou seja,
como gerar em um computador um numero aleatério (na verdade pseudo-aleatério como
discutiremos no capitulo 1). Este nimero aleatério na verdade ¢ uma simulacdo dos valores que
uma variavel aleatoria continua uniforme assume no intervalo (0,1). Usando estes nimeros
aleatorios mostramos como simular varidveis aleatorias continuas e discretas em geral e em
particular os principais modelos: binomial, de Poisson, multinomial, normal e exponencial. No
capitulo 2 apresentamos diversas aplicacdes de simulagdo estocéstica na solugdo de problemas
usando o EXCEL com seu pacote de rotinas estatisticas para geracdo de niimeros aleatérios e de
sua configuracao como planilha eletronica de calculos. Apresentamos os procedimentos para a
geracdo de numeros aleatorios e de algumas varidveis aleatorias através do EXCEL, para cada
uma das variaveis aleatérias apresentamos alguns exemplos comentados de sua utilizacdo e
propomos alguns exercicios.



1. GERACAO DE VARIAVEIS ALEATORIAS

1.1 Geracido de Numeros Aleatérios Uniformemente Distribuidos

Como veremos a seguir nestas notas a base de qualquer geragdo de varidveis aleatorias em
computadores ¢ um gerador de nimeros “aleatorios” que representem os valores que uma
variavel aleatdria uniformemente distribuida no intervalo (0,1) pode assumir. Na verdade os
numeros gerados constituem uma sequéncia de valores que sdo deterministicamente gerados de
acordo com uma determinada regra iterativa (algoritmo) e neste sentido poderiamos classifica-los
como numeros pseudo-aleatorios , porém em termos praticos os valores gerados tem todas as
caracteristicas de valores sucessivos e independentes uma varidvel aleatoria uniforme (0,1).

Vamos apresentar aqui o algoritmo denominado o método congruencial multiplicativo (MCM)
por sua simplicidade e uso extensivo. Em [1] pode ser encontrada uma discussdo e referéncias
mais completas sobre este e outros algoritmos. O MCM gera uma sequéncia de nimeros pseudo-
aleatorios partindo de um valor inicial x,, um niimero inteiro denominado semente, e calculando

recursivamente os valores sucessivos x,, n =1, como:
x, =a*x,, modulom (1.1)

onde a e m s30 numeros inteiros positivos convenientemente escolhidos (ver comentario
abaixo) e a operacdo modulo significa dividir por m o produto a*x, , e tomar o resto da
divisdio como o valor de x,. Ou seja, cada x, pode assumir um dos possiveis valores
{0,1,..,m—1} e o numero real x,/m ¢é o nosso nimero pseudo-aleatério, uma aproximagio

para os possiveis valores assumidos por uma variavel aleatéria uniforme no intervalo (0,1).
Desde que os niimeros gerados x, assumem um dos valores possiveis em {0,1,...,m—1} isto
significa que apdés um numero finito passos (no maximo m) e todos os valores distintos
possiveis terem sido gerados o algoritmo comegard a gerar valores repetidos para x,. Os valores

para as constantes a ¢ m sao escolhidos de tal maneira que, para qualquer valor da semente x,,

o numero de valores gerados antes da geragdo do primeiro valor repetido seja o maior possivel.
Neste sentido o valor de m ¢ escolhido como 0 maior niimero primo que possa ser representado
por uma palavra basica do computador utilizado. Por exemplo, para um computador de 32-bits e
considerando que o primeiro bit ¢ reservado para o sinal do numero representado, pode-se
mostrar [2], que os seguintes valores de a e m tem as propriedades desejadas:

m=2"-1 e a=7=16807

Como veremos a seguir, em pelo menos um dos passos de todos os algoritmos apresentados para
simulagdo de varidveis aleatdrias necessitaremos de um nimero aleatério. A notagdo utilizada



nos pseudo-algoritmos sera MAKE U = RAND que significa gerar um valor que uma variavel
aleatoria uniformente distribuida no intervalo (0,1) poderia assumir. No texto vamos denotar por
RAND um numero pseudo-aleatério que aproxima uma variavel aleatoria uniforme (0,1), ao qual
nos referimos simplesmente com numero aleatdrio.

1.2 Estimacdo de Integrais usando Numeros Aleatorios

Suponha que f(x) seja uma fungao real e que desejamos calcular a integral 7 :

I:jﬂmﬁ (1.2)

Se a variavel aleatoria U ¢ uniformente distribuida no intervalo (0,1), ou seja U ~U(0,1), entdo
podemos reexpressar a integral / como:

I'=E[fU)] (1.3)

onde E[f(U)] ¢é a esperanca matematica da variavel aleatéoria Y = f(U). Se U,,U,,...,U,
formam uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes, idénticamente distribuidas (i.i.d.),
no caso uniformemente distribuidas no intervalo (0,1), as variaveis Y, = f(U,),....Y, = f(U,)

também formam uma sequéncia i.i.d. de variaveis aleatérias com esperanca igual a /. Pela Lei
dos Grandes Numeros [3] temos que, com probabilidade 1:

fzil%ﬂ—»EU@m:lmmmwwmwk%w (1.4)

Este método para estimacdo de integrais, ou seja, geramos um grande niimero k de niimeros

k
aleatorios u, e tomamos a média aritmética Z f(u;)/ k como uma estimativa / do valor exato
i=1
da integral ¢ denominado método de Monte Carlo. Abaixo apresentamos um pseudo-algoritmo
para implementar o método:

AIGORITMO 1 - MONTECARLO
P1: INPUT K

P2: S=0

P3: FOR I=1TO K

P4: MAKE U =RAND

P5: S =S + f(U)

P6: NEXT

P7: PRINT S/K




Considerando a Lei do Grandes Numeros pode-se mostrar que o erro de estimacdo (a diferenca
entre o valor exato e o valor estimado) deste método converge para zero com uma amplitude da

ordem de 1/+/k .
b
Para estimar integrais da forma / = _[ f(x)dx devemos adotar uma transformacao de variaveis

que faca com que possamos re-escrever / como uma integral cujos limites inferior e superior
sejam respectivamente 0 e 1 como na expressdo (1.2)  Neste caso basta fazer

yv=(x-a)/(b-a)e g(y) = (b-a) f(a+][b-a]y)eteremos:

I=[g(y)dy (1.5)

Para integrais do tipo / = .[ f(x) dx fazemos as transformagoes:

(1.6)

y = L e g(y) — f(l/jjz_ 1)

para obter / como em (1.5).

As idéias acima podem ser extendidas para a estimagao de integrais multidimensionais do tipo:

I :i'i'

f(x,,...,x,) dxdx,...dx, (1.7)

o t—

Para estimar integral acima via o método de Monte Carlo vamos re-escrever / como:
1 = E[f(Ul,,Un)] (18)

onde U,,...,U, sdo n varidveis aleatorias i.i.d. uniformemente distribuidas no intervalo (0,1).

Entdo podemos escrever um algoritmo para estimar / como:

AIGORITMO 2 - MONTECARLO MULTIDIMENSIONAL
P1: INPUT K, N
P2: S=0
P3: FOR I=1TO K
P4: FORJ=1TON
PS: MAKE U; = RAND // gere n nimeros aleatdrios
Pé6: NEXT
P7: S=S+ f(U], Uz, ...,UN)




P8: NEXT
P9: PRINT S/K

Para estimar integrais de baixa dimensionalidade existem outros métodos numéricos cuja taxa de
convergéncia para zero do erro de estimacao os torna mais eficientes que o método de Monte
Carlo, porém para 4 ou mais dimensdes o método de Monte Carlo ¢ o Unico disponivel e portanto
o mais eficiente [1].

Exercicios

b
1. Considere integrais da forma [ = j f(x)dx onde a funcdo f(x) seja uma funcdo analitica e

a

bem comportada no intervalo (a,b) para a qual sabemos resolver exatamente a integral dada,
por exemplo f(x)=e". Utilizando o Algoritmo 1 apresentado anteriormente, defina a fun¢ao
erro de estimagdo e(K) =| I (K)—1] onde K representa o nimero de itera¢des do algoritmo
¢ I(K) representa a estimativa obtida de / apés K iteragdes do algoritmo. Para diversos
valores de K (considere pelo menos 3 décadas de variacao) calcule o erro de estimagdo e(K).
Faca um gréfico de e(K) x K para ter uma idéia da taxa de convergéncia do método de

Monte Carlo.
Obs.: vide comentario ap6s o Algoritmo 1.

2. Estime pelo método de Monte Carlo a seguinte integral:

-
0

e " dy dx

O C— <

1.3 Gerac¢ao de Varidveis Aleatérias Discretas e Continuas

Existem dois métodos bésicos para simulagdo de variaveis aleatorias discretas e continuas:

— O algoritmo da transformagao inversa



— O algoritmo da aceitagdo/rejeicao

1.3.1 Algoritmo da Transformacio Inversa

Apresentamos a seguir uma proposi¢ao que valida o algoritmo da transformagdo inversa para a
geracdo de varidveis aleatdrias continuas.

Proposicio Seja U ~U(0,]1) uma variavel aleatéria continua uniformemente distribuida no
intervalo (0,1). Para qualquer funcdo de distribuicdo F(.) a varidvel aleatéria X definida por

X = F'(U) (1.9)
tem fungao de distribuicio F. (F ' (u) é definida como o valor x tal que F(x)=u.)

Prova Seja F, a funcao de distribui¢ao da variavel aleatoria x = F'(U).
Entao

F.(x) = P(X<x)

1.10
= P(F'(U)<x) (110

Sendo F uma fungdo de distribuicdo, decorre que F(x) ¢ uma funcdo mondtona crescente de x
e que a desigualdade a <b seja equivalente a F(a)< F(b). Usando este resultado em (1.10)
temos que

Fy(x) = P(F(F(U)<F(x))
= P(U<F(x))

= F(x) pois U ¢éuniformeem (0,1)e

Neste caso, o algoritmo para gerar valores de uma varidvel aleatoria X com funcdo de
distribui¢do continua F(x) serd simplesmente:

AIGORITMO 3 — TRANSFORMACAO INVERSA (CASO CONTINUO)
Pl: MAKE U=RAND

P2: SET X = F7'(U)




Obviamente este algoritmo sémente é véalido quando sabemos como calcular analiticamente a
fungdo inversa x=F ' (u) da fungdo de distribuigdo u = F(x).

Exemplo 1 Se X ¢ uma variavel aleatoria exponencial com parametro 4 = 1, entdo sua fungio
de distribuigao é:
F(x)=1-¢"
Neste caso podemos obter a inversa x = F~'(u) . Seja
u=Fx)=1-e"

entao
l-u=¢€"
X

= —log(1-u)

Ou seja, para gerar um valor de uma v.a. exponencial com parametro 1 basta gerar U = RAND e
fazer

X = F'(U) = —log(1-U) (1.11)
Para fazer uma pequena economia no custo computacional do algoritmo podemos substituir a
operacdo subtracdo 1-U por simplesmente U (pois assim como U a v.a. 1-U também ¢

uniformente distribuida no intervalo (0,1) ). Se o parametro A da distribui¢do exponencial ¢
diferente de 1 ¢ facil ver que em vez da expressdo (1.11) teremos:

X = - 217" logU (1.12)

Apresentamos a seguir versao do algoritmo da transformacao inversa para a geracdao de valores
de uma variavel aleatdria discreta X que tem uma fungao de probabilidade tal que:

P(X:x./_) =D, j=01. e ij =1
J

AIGORITMO 4 — TRANSFORMACAO INVERSA (CASO DISCRETO)
PI: MAKE U = RAND
P2: IF U< p,, SET X = x,, STOP
P3: IF U< p,+p,, SET X = x,, STOP
P4: IF U< p,+p,+ p,, SET X = x,, STOP




i J
P(J+1): IF > p, <U<>p, SET X=x, STOP

i=1 i=1

Se U~U(,]) e O<a<b<l entdo P(a<U<b)=b—-a. Usando este resultado pode-se
mostrar que o (J+1)-ésimo passo do algoritmo 4 gera o valor x; da variavel aleatoria X com a

probabilidade correta, ou seja

P(ipiﬁ U < Zj‘,p,- )=p; = P(X=x))

i=1 i=1

Exemplo 2 Queremos simular valores de variavel aleatoria discreta e uniforme X que assume
os valores j=1,2,...,n com igual probabilidade, ou seja, P(X = j) = 1/n, j=1,...n. De acordo
com o algoritmo 4 o primeiro passo ¢ gerar um RAND, entao

x=; s ZIlcu<d (1.13)
n

as desigualdades acima podem ser re-escritas como j—1 < nU < j, 0 que nos permite escrever
X = Int(nU)+1.

o valor da fun¢do Int(x) € o maior nimero inteiro menor ou igual & x.

Exemplo 3 Vamos gerar valores de uma variavel aleatoria binomial
com parametros » e p, ou se€ja, X ~B(n,p) €

n!

pfa-p)y* sendo k=0,1,...,n

Para construir o algoritmo da transformacgdo inversa vamos utilizar a relagdo recursiva para
probabilidades binomiais:

kP opix—k)y k20

POX =k+1) = —
-p




AIGORITMO 5 — TRANSFORMACAO INVERSA (VARIAVEL BINOMIAL)
P1: INPUT ne p
P2: MAKE U = RAND
P3: SET ¢=p/1-p), 1=0, Pr=(1-p)", F=Pr.
P4: IF U<F, SET X =1, STOP
P5: Pr = [e(n=1)/(1+1)] Pr, F=F+Pr, [=1+1.
P6: GO TO P3

Existe outra maneira de simular valores para uma variavel binomial X ~ B(n, p). A variavel X
que representa o numeros de “sucessos” que ocorrem, cada um com probabilidade p, ao

realizarmos n repeticdes independentes de um experimento aleatorio pode também ser
representada como uma soma de n varidveis independentes de Bernoulli. Cada uma destas
variaveis independentemente assume ou o valor 1 (“sucesso’) com probabilidade p ou o valor 0

com probabilidade 1— p. Podemos simular uma variavel de Bernoulli Y gerando um RAND U
e fazendo Y =1 se U< p, caso contrario Y =0. Para simular a varidvel binomial X

simulamos independentemente n varidveis de Bernoulli Y, 1=1,...10 e fazemos X = ZX.

i=1

AIGORITMO 6 — VARIAVEL BINOMIAL
P1: INPUT ne p

P2: SETX=0
P3: FOR I=1TO n
P4: MAKE U = RAND
P5: IF U< p, SET X=X+1
P6: NEXT

P7. PRINT X, STOP

Exemplo 4 Um extensdo simples do algoritmo 6 pode ser usada para simular uma varidvel
multinomial. Neste caso realizamos n repeti¢des independentes de um experimento aleatério. A
cada repeti¢do um dos k& resultados possiveis 4,, i=1,...,k do experimento ocorre, cada um

k
com sua respectiva probabilidade p,, p,,..., p,, talque z p, =1. Denotando por X, o nimero
i=1
de vezes que o resultado A4, ocorre dentre as n repeticdes do experimento aleatorio podemos
escrever a variavel aleatoria k -dimensional multinomial como X=(X,X,,...,X,)~ M (n,p)

onde p=(p,,p,,..-,p; ) - A fungdo de probabilidade conjunta (distribuigdo multinomial) €

P(X,=n,X,=n,,... X, =n,) = —' 280 2SI Y (1.14)

10



k
onde Zni =n.

i=1

O algoritmo a seguir simula uma varidvel multinomial X = (X, X,,...,X,)~ M (n,p)

AIGORITMO 7 — VARIAVEL MULTINOMIAL
P1: INPUT &, k, p,,p,,-... D;
P2: SET X;=X,=...= X, =0

P3: FOR I=1TO =n

P4: MAKE U = RAND

P5: SET SOMA =0, J=0
Pé: DO
P7: J=J+1
P8: SOMA = SOMA + p;,

P9: WHILE SOMA <U

P10: X, =X,+1
P11: NEXT
P12: PRINT X, X5, X3, ..., Xx, STOP

Exemplo 5 Vamos gerar valores de uma varidvel aleatoria de Poisson
X com parametro 1, ou seja, X tem uma distribui¢ao de probabilidade

P(X=k)=e" — sendo £=0,1,...,n

Para construir o algoritmo da transformag¢do inversa vamos utilizar uma relacdo recursiva para
probabilidades de Poisson:

P(X =k+1) = % P(X=k) k>0
+

A seguir o algoritmo da transformacao inversa para simular valores de uma variavel de Poisson

AIGORITMO 9 - TRANSFORMACAO INVERSA (VARIAVEL DE POISSON)
Pl INPUT A
Pl: MAKE U = RAND

P2: SET 1=0, Pr=¢*, F=Pr
P3: IF U<F, SET X = I, STOP

11



P4: Pr=[A4 /(+1)] Pr, F=F+Pr, [=1+1
P5: GO TO P3

Exercicios

1. Construa um algoritmo para gerar valores de variavel aleatéria geométrica X com
parametro p.

. ) - 1S . , .
2. Construa um algoritmo para estimar o valor de f = — z f (i) onde n € um inteiro grande e
i=l
o calculode f(i) para i=1,...,n ¢ trabalhoso.
Sugestdo: considere X uma variavel aleatério uniforme discreta sobre os inteiros 1,...,7.

Faga um algoritmo para estimar a esperanca E[ f(X)].

1.3.2 Algoritmo da Aceitacio-Rejeicio

A idéia do algoritmo da aceitagdo-rejeigdo (ou simplesmente rejeicdo) para gerar valores de uma
variavel aleatoria, seja esta discreta ou continua, ¢ usar os valores gerados por um segundo
algoritmo de uma variavel aleatoria auxiliar respectivamente discreta ou continua que assuma o
mesmo conjunto de valores da varidvel original. A mecanica do algoritmo ¢ simples: um valor
inicial ¢ gerado para a varidvel auxiliar, caso satisfaga determinada condi¢do o valor gerado sera
aceito para a variavel original, caso contrario um novo valor para a variavel auxiliar sera gerado,
testado e assim sucessivamente até que o valor gerado satisfaca a condi¢do desejada e seja aceito
como um valor da variavel original.

Primeiro vamos apresentar a versdo discreta do algoritmo da rejeicdo e em seguida a versdo
continua junto com os respectivos exemplos.

ALGORITMO DA REJEICAO (CASO DISCRETO) - Suponha que temos um algoritmo
eficiente para simular valores de uma varidvel aleatoria discreta Y que tem distribuicdo de
probabilidade {j >0, g, = P(Y = j)}. Nosso objetivo ¢ o de simular valores de uma segunda

12



variavel aleatoria discreta X que assume o mesmo conjunto de valores {j >0} de Y porém
com uma fun¢io de probabilidade p, = P(X = j). Seja ¢ uma constante tal que

—+~ < ¢ paratodo j talque p, >0 (1.15)
q;

neste caso podemos escrever o algoritmo da rejei¢do como

AIGORITMO 10 — METODO DA REJEICAO (CASO DISCRETO)
PI:  GENERATE Y
P2:  MAKEU = RAND
P3:  IF U< p,/cq,, SET X=Y, STOP
P4 RETURN TO PI

Obs.: os passos P2 e P3 significam aceitar o valor gerado para X com probabilidade p, /cq, .
O Teorema a seguir comprova a validade do método da rejeigao.

Teorema 1 O algoritmo da aceitagdo-rejei¢ao gera valores de uma variavel aleatoria X tal que
P(X=j)=p,, J=0,..

Além disto, o nimero de iteragdes do algoritmo necessarias para gerar um valor para X ¢ uma
variavel aleatoria geométrica com média c.

Prova Vamos calcular a probabilidade de que em uma itera¢do do algoritmo o valor gerado para
a variavel Y seja j e que este valor seja aceito para a variavel X . Definindo o evento A = {o

valor gerado para Y ¢ aceito para X } temos que

PY=jinA) = P(Y=))P(AlY =)
p, P

J
cq, c

Somando a probabilidade acima com respeito a todos os valores j que a variavel Y pode
assumir teremos a probabilidade de um valor qualquer gerado para Y ser aceito para X

13



pay =321
jC C

Ou seja, independentemente para cada iteragdo do algoritmo, um valor qualquer gerado ¢ aceito
com probabilidade 1/c. Neste caso o niimero de iteragdes até que o valor gerado seja aceito
(sucesso) € uma variavel aleatoria geométrica com média c¢. Além disso

P(X=)) = z P(valor j aceito na n - ésima interagao)

n

Sy =, :

Exemplo 6 Suponha que queremos simular valores da variavel
aleatoria discreta x que tem a seguinte distribuicdo de probabilidade

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(x;) | 0.11 0.12 0.09 0.08 0.12 0.10 0.09 0.09 0.10 0.10

Poderiamos usar o método da transformacao inversa para fazer a simulacdo porém vamos usar o
método da rejeicdo a partir de uma variavel uniforme discreta que assume cada um dos valores
acima com probabilidade 0.10. De acordo com (1.15) precisamos determinar a constante ¢ tal
que

p(x;)
0.10

<c¢ paratodo ie{l,2,...,10}

ou seja, ¢=1.2. Neste caso o algoritmo sera:

AIGORITMO 11 — EXEMPLO DO METODO DA REJEICAO (CASO DISCRETO)
P1: MAKE U, = RAND

P2:  SET Y=Int(10U,) + 1
P3:  MAKE U, = RAND
P4 IF U, < p(¥)/0.12, SET X =Y, STOP
P5:  GOTO Pl

14



ALGORITMO DA REJEICAO (CASO CONTINUO) - De maneira analoga ao caso discreto
suponha que temos um algoritmo para gerar valores de uma variavel aleatoria continua Y que
tem funcdo densidade de probabilidade g(y). Nosso objetivo ¢ gerar valores de uma segunda

variavel aleatéria continua X que pode assumir os mesmos valores que Y porém tem funcao
densidade de probabilidade f(x). Seja ¢ uma constante tal que

MSC

para todo y tal que g(v) >0 (1.16)
g(y)

neste caso podemos escrever o algoritmo da rejei¢do como

AIGORITMO 12 — METODO DA REJEICAO (CASO CONTINUO)
P1: GENERATE Y
P2: MAKE U = RAND
P3: IF U< f(Y)/cg(Y), SET X=Y, STOP
P4 RETURN TO PI
Como o teorema 1 existe um teorema analogo no caso continuo (ver prova nas pags. 459/460 em

[4]) que valida o algoritmo, ou seja, os valores gerados sdo de uma variavel aleatoria que tem
densidade de probabilidade f(x).

Exemplo 7 Vamos usar o método da rejei¢cdo para simular uma variavel aleatdria continua que
tem densidade de probabilidade

f(x)=20x(1-x)’ 0<x<l1

como esta varidvel aleatéria tem sua probabilidade concentrada no intervalo (0,1) vamos utilizar
como varidvel auxiliar ¥ uma varidvel uniforme em (0,1), ou seja, Y ~U(0,1) sendo a

densidade de probabilidade g(y)=1 para 0<y<1. Obter a constante c¢ tal que a condi¢do
(1.16) seja satisfeita significa determinar o valor de x que maximiza

PACI. 20x (1-x)° (1.17)
g(x)

tomando a derivada em relacdo a x de (1.17) e igualando-a a zero verificamos que 0 maximo ¢
obtido em x =1/4, o que implica em

S 20@[3)3 _ 185
g(x) - 4/ 4 6

e que
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f(x) _ 256x(1—x)3
c g(x) 27

Neste caso escrevemos o0 algoritmo como

AIGORITMO 13 — EXEMPLO METODO DA REJEICAO (CASO CONTINUO)
Pl:  MAKE U, = RAND, U, = RAND
P2:  IF U,<256U,(1-U,)*/27, SET X= U,, STOP
P3:  GOTOPI

Exemplo 8 Vamos apresentar agora um algoritmo baseado no método da rejeicdo para simular
uma variavel normal padrao Z ~ N(0,1). Primeiro vamos simular a variavel que representa o

valor absoluto de Z . E facil mostrar que X = | Z| tem densidade de probabilidade

f(x) = 2 el para 0<x<oo (1.18)

NpY3

Para simular a variavel X com um algoritmo baseado no método da rejeicao utilizaremos como
varidvel auxiliar Y uma variavel exponencial com parametro A =1

X

gy)=e”

% = \/% exp[x—x>/2]

O maximo da razdo f(x)/g(x) ocorre para o valor de x que maximiza a fun¢do que € o
argumento da exponencial. Derivando e igualando a zero a derivada em relacdo a x a funcao
x—x"/2, obtemos que 0 maximo ocorre quando x =1. Ou seja,

para 0<y<oo

Entao

v SO _ S [2e
gx) g T

c

Neste caso
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SO _ o =D

cg(x) © 2 }

e poderiamos escrever o algoritmo como

ALGORITMO 14
P1: MAKE U, = RAND, SET Y =-logU, //gera uma variavel exponencial Y

P2: MAKE U, = RAND
P3: IF U, < exp{—(Y-1)’/2}, SET X =Y, STOP
P4: GO TO P1

Esta ainda ndo ¢ a forma final do algoritmo. O valor gerado para X ¢ o valor absoluto de uma
varidvel normal padrio Z. Dado X determinamos o valor de Z fazendo
P(Z=-X) = P(Z=X) =1/2. Podemos otimizar o algoritmo 14 re-escrevendo a condi¢ao do

passo 3 (P3) como —logU, > (Y —1)>/2. No exemplo 1 mostramos que —logU ¢é o valor

gerado para uma variavel exponencial com parametro 1. Neste caso podemos escrever a forma
completa do algoritmo para gerar valores de uma variavel normal padrao como

ALGORITMO 15 GERACAO DE UMA VARIAVEL NORMAL PADRAO
PI: MAKE U, = RAND, SET Y, =-logU, //gera uma variavel exponencial Y,
P2: MAKE U, = RAND, SET Y, =-logU, //gera uma varidvel exponencial ¥,
P3: IF Y, < (Y,-1)?/2, GOTOP1

P4: MAKE U, = RAND
P5: IF U,<1/2, SET Z=Y,, STOP
Pé6: SET Z=-Y,, STOP

Se quisermos gerar o valor de uma variavel normal X ~ N(u, o’ ) bastar gerar um valor para Z
de acordo com o algoritmo 15 e fazer X =y + o Z . Existe um segundo método para simular

uma variavel normal padrdo, o chamado método polar (assim nomeado devido ao uso de
coordenadas polares) que utiliza as transformagdes de Box-Muller [1].

Exercicios

1. Construa um algoritmo para gerar uma variavel aleatdria que tem densidade de probabilidade
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2) f(x)= e/(e 1) 0<x<1

caso contrario

caso contrario

—o<x<0
©) f(X)=

O0<x<o

60x> (1—x)* 0<x<l

caso contrario

(x—-2)/2 2<x<3
b) f(x)= (2 x/3)/2 3<x<6
d f(x)= {

30(x* —2x° +x*) 0<x<1

0 caso contrario

e) f(X)={
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2. SIMULACAO: APLICACOES EM EXCEL
2.1 INTRODUCAO:

Simulacgdo ¢ a representagdo, durante determinado periodo de tempo, de fenomeno, situagdo ou
processo do mundo real. A simulag@o envolve a geracdo de uma historia artificial de um sistema,
podendo-se, a partir dela, estimar como o sistema funcionaria em situacao real. O comportamento
do sistema ¢ estudado a partir da constru¢do do um Modelo de Simulagdo que tem a forma de um
conjunto de consideracdes relacionadas a sua operacdo e que, uma vez construido e validado,
pode ser usado para estudar questdes relacionadas com o sistema do mundo real.

Métodos de simulagdo tém sido usados, por exemplo, para estudar o fluxo de trafego em
rodovias, para elaborar esquemas de producdo, para resolver problemas de estoques e para
estudar muitas outras situagdes que envolvem planejamento e organizacdo globais. Com a
simulagdo, elimina-se o custo decorrente da constru¢do e operagdo de equipamentos
dispendiosos. Esses métodos podem ser aplicados quando a experimentacao direta é impossivel.
Salienta-se que nem sempre ¢ possivel elaborar simulacdes que sdo reproducdes fiéis de
experimentos reais.

O objetivo do presente capitulo ¢ mostrar algumas das possibilidades de simulagdo estocastica
através do Excel, utilizando seu proprio gerador de nimeros aleatérios. Ha amplas alternativas
de utilizacdo em modelos simples, permitindo seu uso de uma maneira introdutoria ou em
situacdes de menor esfor¢o computacional.

2.2 USO DO EXCEL:
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Esta ferramenta de analise preenche um intervalo com numeros aleatérios independentes
retirados de uma dentre varias distribuicoes. Pode-se assim caracterizar individuos em uma
populagdao com uma distribuicao de probabilidade. Por exemplo, vocé pode usar uma distribui¢ao
normal para caracterizar a populacdo de alturas dos individuos ou pode usar uma distribuicao de
Bernoulli para caracterizar a populagdo de resultados tipo "sucesso” ou “fracasso".

Para selecionarmos variaveis aleatorias de uma distribui¢ao de probabilidade, utilizamos o pacote
de ferramentas de analise do Excel, seguindo os seguintes passos:

Selecione 0 menu Ferramentas da barra de menus. Escolha ‘Analise de dados’, a partir do
menu que se abre;

Selecione ‘Gerac¢do de nimero aleatorio’, a partir da lista da ‘Analise de dados’ nessa caixa de
dialogo;

Aberta a caixa de didlogo Geragao de Numero Aleatorio, devemos introduzir um valor em cada
um dos dois primeiros campos: ‘Numero de variaveis’ ¢ ‘Nimero de nimeros aleatérios’ . O
numero total de nimeros aleatorios que o Excel vai extrair € o produto dos nimeros inseridos
nesses dois campos.

O terceiro campo na caixa de didlogo ¢ definido como ‘Distribui¢do’, no qual escolhe-se a
espécie de variavel aleatoria que se deseja simular.
As distribuigdes disponiveis sdo: Uniforme, Normal, Bernoulli, Binomial, Poisson e Discreta.

A distribui¢do escolhida determina os campos que irdo aparecer na caixa de didlogo, e estaremos
verificando em detalhes a utiliza¢do de cada uma delas.

Clique no botdo de radio ao lado de ‘Intervalo de saida:’ e, em seguida, clique no ponteiro do
mouse no campo adjacente, de tal modo que um campo de inser¢do surja. Digite ou selecione,
com o mouse, o intervalo de células nos quais deseja armazenar os nimeros gerados.

Pode-se optar pelo uso de uma semente para geracao dos nimeros aleatorios, podendo voltar a
usar este valor para produzir os mesmos nimeros aleatorios posteriormente.

2.3 UNIFORME CONTINUA:

As variaveis uniformes continuas caracterizam-se por possuirem mesma probabilidade para todos
os valores em um determinado intervalo, determinado por seus limites inferior e superior. Um
aplicativo comum usa uma distribui¢do uniforme no intervalo de 0 a 1

Para gerar numeros aleatorios de acordo com uma distribui¢do uniforme continua de
probabilidades, siga os passos relacionados no item 2.2 e selecione ‘Uniforme’ para
‘Distribui¢ao’. Em ‘Parametros’, insira os limites inferiores e superiores do intervalo desejado
para a geracao dos numeros aleatorios.

Exemplo de Aplicacio:

Considere a variavel aleatoria X, que representa o tempo de voo de um avido voando entre os
aeroportos A e B. Suponha que dados suficientes de voos reais indiguem que o tempo de voo
pode ser qualquer valor no intervalo de 120 a 140 minutos. Simule o tempo de véo de 20 avides
entre A e B?
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— Geragdo dos numeros aleatérios para solugao:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Gera¢io de nimero
aleatorio, em cuja caixa de didlogo preenchem-se os dados necessarios a simulacdao, conforme
ilustrado na figura abaixo.

Geragdo de numero aleatério

Mumero de varigveis: ,1—
Mumero de nimeros aleatdrios: ,2:3— Cancelar
Distribuicdo: ,m Ajuda
Parametros

Entre 120 E |0

Semente aleatoria:

Opcies de saida
% Intervalo de saida:

™ Mova planilha:
™ Mova pasta de trabalho

Resultados da Simulagao:
Foram gerados os seguintes valores:

127,6400{ 122,0136] 131,9297| 137,9821| 137,6922
139,1693| 120,2899| 128,1484| 137,2649| 122,7717
124,9007| 120,9095| 120,6476| 123,2826| 124,3922
120,3418| 125,7009| 126,8618| 131,0727| 127,1474|

Obtendo-se as seguintes estatisticas para esta simulacao

Mediana: 126,28
Média 127,51
Desvio-padrao: 6,33
Minimo: 120,29
Maximo: 139,17
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— Comentario:

e Apesar de termos gerado uma amostra pequena, verificamos que as estimativas oferecidas
pela média e pelo desvio-padrdo amostral estdo proximas dos verdadeiros valores destes
parametros.

2.4 UNIFORME DISCRETA:

As variaveis uniformes discreta caracterizam-se por possuirem a mesma probabilidade em um
conjunto finito de valores.

Para gerar numeros aleatorios de acordo com uma distribuicao discreta de probabilidades, siga os
passos relacionados no item 2.2 e selecione ‘Discreta’ para ‘Distribui¢do’. Monte uma tabela
com os valores da varidvel aleatoria, associando a cada um deles a mesma probabilidade.

Exemplo de Aplicacdo:

Representando as seis faces de um dado pelos algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, simule 120 jogadas de
um dado equilibrado. Determine, também, a propor¢cdo acumulada de 6’s apos cada décima
jogada, e faca um diagrama entre a propor¢do de 6’s e o numero de jogadas simuladas. O
diagrama parece confirmar a Lei dos Grandes Numeros?

Geracao dos nimeros aleatorios para solugao:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Geraciao de niumero
aleatério, em cuja caixa de didlogo preenchem-se os dados necessarios a simulagdo, conforme
ilustrado na figura abaixo.

|| =
B c D E F G H J
1/ 0.166667 " . ac i
2 0166667 Geragio de nimero aleatério E|!|
GRERT
-31 g 1;;;;? Niimera de varidveis: L |
: 66667
5 0166667 Mamera de ndmeros aleatdrios: 120 Cancelar
6| 0.166667
Distribuicso: Discreta - Ajuda
Pardmetros
Intervalo de entrada de probabilidade e valor:
$A$1:9885 E=|
Semente aleatdria:
Opgles de saida
(¢ Intervalo de saida: sDslisDE120 Y
™ Moya planilha:
™ Mova pasta de frabalho

— Resultados da Simulagao:
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Da maneira descrita no paragrafo anterior, foram gerados valores de 1 a 6, em 120 linhas de uma
dada coluna. Através do comando CONT.SE(Contar.se) contamos a quantidade de 6’s gerados
pela simulagdo a cada 10°. jogada. Poderiamos ter feito o mesmo tipo de andlise para cada um
dos numeros gerados. Os resultados estdo apresentados abaixo:

| Jogadas | Qte. |Proporgao|

10 2 0,2000
0.25 20 3 0,1500
020 ] 30 3 0,1000
P 50 3 0,0600
2 o015 | 40| 3 0,0750
& 50 3 0,0600
g 0101 60 4 0,0667
£ s 70 4 0,0571
80 6 0,0750
0,00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : : : : 90 8 0,0889
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 100 9 0,0900
Nimero de Jogadas 110 10 0,0909
120 12 0,1000

— Comentario:

\

e Verifica-se que a medida que aumenta-se o nimero de jogadas, a proporcdo de 6’s se
aproxima de seu valor esperado, ou seja, de 1/6., o que confirmaria a Lei dos Grandes
Numeros, entretanto necessitariamos de uma quantidade maior de jogadas simuladas para que
esta convergéncia se tornasse mais clara.

2.5 BERNOULLI:

As variaveis aleatorias de Bernoulli sdo caracterizadas pela probabilidade de sucesso (valor p)
em uma determinada tentativa e t€ém o valor 0 ou 1. Por exemplo, vocé pode formular uma
variavel aleatoria uniforme no intervalo de 0 a 1. Se a variavel for menor ou igual a probabilidade
de sucesso, atribui-se o valor 1 a variavel aleatoria Bernoulli; caso contrario, sera atribuido o
valor 0.

Para gerar nimeros aleatorios de acordo com uma distribuicdo Bernoulli de probabilidades, siga
os passos relacionados no item 2.2 e selecione ‘Bernoulli’ para ‘Distribui¢do’. Em ‘Parametros’,
insira o valor da probabilidade de sucesso (p) desejado.

Exemplo de Aplicacdo:

Suponha que uma moeda ¢ viciada, de tal sorte que favoreca mais cara que coroa. Para estimar a
probabilidade de cara vocé pode lanca-la um certo nimero de vezes. Suponha que a
probabilidade de ocorrer cara seja p=0,60. Simule o langamento da moeda e verifique sua
estimativa para varios valores de n (quantidade de langamentos da moeda):

Construa um grafico dos valores assumidos por seu estimador de p, para varios valores de n;
Altere algumas vezes o valor da probabilidade de ocorrer cara (p) e verifique o comportamento
do seu estimador de p
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— Geragao dos nimeros aleatorios:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Gera¢io de nimero
aleatorio, em cuja caixa de didlogo preenchem-se os dados necessarios a simulacdao, conforme
ilustrado na figura abaixo. O resultado serd a simulacdo do lancamento de uma moeda 1000
vezes, com o valor 1 representando cara e 0, coroa.

Geragdo de numero aleatério

Mumero de varigveis: ,1—
Mumero de nimeros aleatdrios: ,1:3:3:3— Cancelar
Distribuico: [Bernouli  v|  Ajuda
Parametros

Valorp= |06
Semente aleatoria: ’—
Opcies de saida

(% Intervalo de saida: SBS1:651000 Y

™ Mova planilha:

™ Mova pasta de trabalho

— Resultados da Simulagao:

Da maneira descrita no paragrafo anterior, foram gerados 1.000 nimeros aleatérios de uma
distribuicdo de Bernoulli, com probabilidade de sucesso dados por p = 0,1, 0,2; 0,3; 0,4; 0,5;
0,6, 0,7; 0,8 e 0,9 e verificada a estimativa de probabilidade apds cada langamento. Estes valores
estimados para cada uma das amostras estdo apresentados na tabela abaixo. Para simplificar a
apresentacao, consideramos apenas as seqiiéncias referentes as probabilidades

p=01;04;05; 06;¢e09.
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Resultado de simulagao
(1.000 langamentos)

—01
0,4
05

0,9

Probabilidade | Quantidade | Estimativa
Cara Cara Probabilidade
0,1 100 0,10
0,2 208 0,21
0,3 297 0,30
0,4 417 0,42
0,5 510 0,51
0,6 592 0,59
0,7 700 0,70
0,8 805 0,81
0,9 901 0,90
Simulagao de Langamento de Moeda
1,00
0,90
0,80
0,70
§ 0,60
§ 0,50 I
‘;'-' 0,40
0,30
0,20
0,10
0,00
101 201 301 401 501 601 701 801 901
Qte. de langamentos (n)
— Comentarios:

e Verifica-se, na tabela acima, que, para 1.000 lancamentos, os resultados das estimativas de p

(probabilidade de sucesso) convergem para seu verdadeiro, em todos os casos estudados.

o Entretanto, percebemos que as ‘velocidades’ destas convergéncias sdo diferentes. Os valores
de p mais proximos de 0,5 (p=0,4; 0,5 e 0,6)
aqueles valores mais proximos de 0 (p=0,1) ou 1 (p=0,9). Ha uma relacdo entre a taxa de
convergéncia de estimadores e sua variabilidade e, no caso da Bernoulli, a variancia ¢

maxima para p=0,5, sendo elevada em suas proximidades.
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2.6 BINOMIAL:

Caracterizada por uma probabilidade de sucesso (p) para varias tentativas (n). Uma varidvel
aleatoria binomial ¢ a soma do nimero de tentativas de variaveis aleatorias de Bernoulli.

Para gerar nimeros aleatorios de acordo com uma distribui¢ao Binomial de probabilidades, siga
os passos relacionados no item 2.2 e selecione ‘Binomial’ para ‘Distribui¢ao’. Em ‘Pardmetros’,
insira os valores referentes a probabilidade de sucesso (p) e numero de tentativas (n), para
caracterizar a distribuigao.

Exemplo de Aplicacdo:

A especificagdo para a fabricagdo de um determinado tipo de ldmpada aceita até 5 por cento de
lampadas defeituosas no decorrer de seu processo de fabricagdo. Um inspetor de controle de
qualidade extrai uma amostra de 45 lampadas de um lote produzido recentemente. Se nenhuma
dessas lampadas apresentar defeito, o lote sera aprovado pela inspecao e liberado para transporte.
Simule a inspecao de 100 lotes de lampadas originarias de um processo de produgdo que esteja
conforme o especificado. Verifique quantos lotes serdo reprovados pela inspecdo e, portanto
impedidos de serem transportados.

Simule a inspecdo de 100 lotes de lampadas originarias de um processo de fabricagdo que
produza nove por cento das lampadas com defeitos. Verifique quantos lotes serdo aprovados pela
inspecao e, portanto autorizados a serem embarcados.

Geragao dos niimeros aleatdrios para solugao:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Geraciao de nimero
aleatorio, preencha os dados necessdrios a simulacdo, conforme ilustrado na figura abaixo.
Repetiremos este procedimento para gerarmos o resultado da inspe¢dao do processo referente ao
item 0, modificando a probabilidade de fabricagdo de lampadas defeituosas para 0,09

Geracio de niimero aleatério E| g| Geracio de niimero aleatério 17 [
Nimero de varidveis: 1 Nimero de varidveis: i ]
Mimero de nimeros aleatdrios: | 100] Cancelar Mimero de numeros aleatdrios: | 100 Cancelar
Distribuicdo: Binomial - Ajuda Distribuicdo: Einamial - Ajuda
Pardmetros Pardmetros

Valorp = 0,05 Valorp = 0,09
Momeros de tentativas = 45 Momeros de tentativas = 45
Semente aleatdria: Semente aleatdria:
Opcies de saida Opcies de saida

= Intervalo de saida: SASLISAS100 B = Intervalo de saida:

" Mova planilha: " Mova planilha:

" Nova pasta de trabalho " Nova pasta de trabalho
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— Resultados da Simulagao:

Foi simulada a inspecdo de 100 lotes de lampadas de um processo sob controle, ou seja, com
probabilidade de defeitos p=0,5, e 100 lotes de um processo nao-conforme, com probabilidades
de defeitos p=0,09, de acordo com o procedimento descrito no item anterior.

Os resultados estao apresentados a seguir:

Processo controlado |Processo ndo-conforme
(p=0,05) (p=0,09)
Qte. defeitos | Quantidade de % Quantidade de %
por lote Lotes Lotes

0 7 7,0 2 2,0
1 23| 23,0 6 6,0
2 36| 36,0 11 11,0
3 16| 16,0 18| 18,0
4 9 9,0 17 17,0
5 6 6,0 18| 18,0
6 1 1,0 12 12,0
7 0 0,0 8 8,0
8 1 1,0 5 5,0
9 1 1,0 3 3,0
10 0 0,0 0 0,0
Acima de 10 0 0,0 0 0,0
Total 100 100,0 100 100,0

Quantidade de Defeitos por Lote

40,0

35,0

30,0

25,0

20,0

% de Lotes

15,0 1

10,0
| I ’_I
00 ‘ ‘ ‘ ‘ : : : : : '_. :
3 4 5 6 7 8 0 10

Qte. Defeitos

Acima de
10

O Processo controlado B Processo nao-conforme
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— Comentarios:

e Verifica-se que o critério de aceitacdo do lote ¢ muito rigoroso, pois seriam aceitos apenas
7% dos lotes provenientes de um processo de fabricagdo sob controle.

e Pelo histograma seria razoavel imaginar um critério de aceitacdo mais tolerante de maneira a
incorporar uma quantidade maior de lotes oriundos de processos controlados, embora esta
alternativa apresente um aumento na propor¢do de lotes que seriam aceitos, casos fossem
provenientes de um processo de fabricacdo ndo-conforme. A regra a ser adotada serd aquela
que fornecer o balan¢o mais razodvel entre estes dois tipos de erros de decisdo.

o Este tipo de problema pode ser facilmente equacionado, utilizando-se das propriedades da
distribuicdo exponencial, embora este tipo de simulagdo facilite o entendimento da situagao
real.

2.7 POISSON:

Caracterizada por um valor lambda equivalente a sua média. A distribuicao Poisson ¢ usada com
freqliéncia para caracterizar o nimero de eventos que ocorre por unidade de tempo — por
exemplo, uma taxa média na qual os carros chegam a um posto de pedagio.

Para gerar nimeros aleatérios de acordo com uma distribui¢do Poisson de probabilidades, siga os
passos relacionados no item 2.2 e selecione ‘Poisson’ para ‘Distribui¢dao’. Em ‘Parametros’,
insira o valor referente a média (taxa) da distribuicdo desejada.

Exemplo de Aplicacio:

Considere que a chegada de carros a um posto de pedagio de uma ponte durante um periodo
qualquer de um minuto na parte da tarde ¢ uma variavel aleatoria com distribui¢do de Poisson
com média 4,9. Simule a chegada de carros a este posto de pedagio para o periodo de 1 minuto.
Repita este procedimento 20 vezes.

Geracao dos nimeros aleatorios para solugao:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Geraciao de niumero
aleatorio, em cuja caixa de didlogo preenchem-se os dados necessarios a simulagdo, conforme
ilustrado na figura abaixo. Obteremos entdo a simulacdo da chegada de carros em 20 intervalos
de um minuto.
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Geragdo de numero aleatério

Nimero de varidveis: ,ﬁ

Mumero de nimeros aleatdrios: |20 Cancelar
Distribuic3o: Paissan - Ajuda
Paradmetros

Lambda = 4,9

Semente aleatoria:

Opcies de saida
% Intervalo de saida:

™ Mova planilha:
™ Mova pasta de trabalho

— Resultados da Simulagao:

Da maneira descrita no paragrafo anterior, simulamos a chegada de veiculos em um posto de
pedagio durante 20 intervalos de 1 minuto, de acordo a uma distribuicdo de Poisson com
parametro A = 4,9, e calculamos a média e a variancia desta amostra.

Os resultados estao apresentados a seguir:

6 3 8 5 5
5 3 2 5 7
4 4 4 3 4
9 4 7 2 3
Média amostral: 4,65
Variancia amostral: 3,71

— Comentario:

e Apesar de termos gerado uma amostra pequena, verificamos que as estimativa oferecidas pela
média amostral estd proxima do verdadeiro valor deste parametro. Entretanto, a estimativa
oferecida pela variancia amostral distancia-se do valor esperado do pardmetro, que ¢ 0 mesmo
valor da média, dada que a amostra provém de uma distribuicdo de Poisson. Este fato pode
ser explicado pelo tamanho relativamente pequeno da amostra.
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2.8 NORMAL:

A distribui¢do normal ¢é caracterizada por uma média e um desvio padrdo. Para gerar numeros
aleatorios de acordo a uma determinada distribuicdo Normal de probabilidades, siga os passos
relacionados no item 2.2 e selecione ‘Normal’para ‘Distribuicdo’. Em ‘Parametros’, insira os
valores referentes a média e ao desvio-padrao da distribui¢ao desejada.

Exemplo de Aplicacio:

Simule a coleta de 80 observagdes de uma variavel normal (10,25) e obtenha o intervalo de 92%
de confianca para a média. Repita esse procedimento 100 vezes, isto €, obtenha 100 intervalos de
confianga. Verifique quantos deles contém a verdadeira média.

Geracao dos niumeros aleatorios para solugao:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Gera¢io de nimero
aleatério, em cuja caixa de didlogo preenchem-se os dados necessarios a simulagdo, conforme
ilustrado na figura abaixo. O resultado serd a simulagdo de 100 amostras aleatdrias com as
caracteristicas solicitadas.

Geracdo de nimero aleatério

Mumegro de varidveis: IIDD—
Mumero de nimeros aleatdrios: ,.‘:‘D— Cancelar
Distribuicda: ,m Ajuda
Parametros

Media = |13—

Desvio padréo = ,5—

Semente aleatdria:

Opcoes de saids

{* Intervalo de saida:

™ Mova planilha:
™ Mova pasta de trabalho

— Resultados da Simulagao:

Seguimos o procedimento descrito no item anterior e simulamos a coleta de 100 amostras com
distribuicao Normal, de acordo com os parametros solicitados, com 80 elementos cada amostra.
Calculamos assim a média e o desvio-padrao de todas as colunas da planilha, j4 que dispusemos
cada amostra em uma coluna. Para facilidade, copiamos estes resultados em outra planilha,
transpondo as médias amostrais em uma unica coluna, a partir da qual estimamos os limites
inferior e superior de cada intervalo. Para determinacdo da margem de erro do intervalo
utilizamos o comando Excel INT.CONFIANCA, conforme figura abaixo, obtendo-se o valor de
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0,978663422. Salienta-se que neste comando deve-se utilizar o nivel de significancia do Intervalo
de Confianga (a0 = 1 — coeficiente de confianga).

[ vm.conFranca | ~| X [ =] =INT.CONFIANCA{1 -vT.conFranca
& B c [ b ] Atfa [EEEE =] - 0,05
1 =
i Desv_padrio |Ds =5
2 |Coeficiente de confianca 092 | f
3 |Tamanho da amostra (n) 80 Tamanho |03 - =
4 Desvio-padrdo populacional g = 0,573663422
5 |Margem de erro do intervalo D4:03) Retorna o intervalo de confianga para uma média da populagdo. Consulte a Ajuda para a equagdo
& |Média pouplacional 1(]T utiizads.
7
2 23 Alfa € o nivel de significincia utilizade para calcular o nivel de confianga, um
N nidmero maior do gue 0 e menar do que 1.
Amuostra & Media lel.le len.e
5 Amaostral | Inferior | Superior Int
3 = 663
10 1 994572 306706 1092433 Resultado da formula = 0,978663422 Cancelar
aa WA RRRRAR RTRARAT R R RAT = T ARae T [ e P

Apresentamos a seguir uma visao da planilha efetuada e um resumo dos resultados obtidos.

| v = -
A B C D E F C
A 4 Média Limite Limite Média Populacional Desvio-padrdo
smostra # . X pertencente ao

Amaostral | Inferior | Superior ) Amaostral
q Intervalo de Confianca
10 0 994572 | B.96706| 1092438 Sim 478629
11 02 938098 | 8.40232| 1035965 Sim 489173
12 03 949181 | B.51315] 1047047 Sim 462398
13 04 10.64575| 9.66708| 11.62441 Sim 5,03825
14 05 893383 | 795517 991250 NED] 580473
15 08 9.96337 | 8.98471] 1094203 Sim 4541582
16 07 10.52570 | 9.54704] 11.50437 Sim 518053
17| 08 1054599 | 9.56732| 11.52465 Sim 531770
18 09 9.86625 | B.88759] 1084491 Sim 499802
19 10 10.25131| 9.27264| 11.22997 Sim 440854
20 1 10.02501 ) 9.04635] 11.00367 Sim 5.56427
21 12 10.82862 | 9.84995| 1180728 Sim 5,13877
22 13 10.06346 | 9.08480| 1104212 Sim 4 41167
23 14 10.55164 | 9.57297] 11.53030 Sim 457619
24 15 10.64432 | 9.66566| 11,6229 Sim 448810
25 16 10.17665 ) 9.19798] 11.15531 Sim 546493
26 17 937103 | 8,39236| 1034969 Sim 5,50090
27 18 10.70659 | 9.72792| 1168525 Sim 560830
28 19 10.20011) 9.22145] 11.17878 Sim 523805
29 20 9.88516 | B.90650| 1086333 Sim 585942
30 21 999652 | 9.01786| 1097519 Sim 519551
3 22 9.62919 | 8.65052| 1060735 Sim 51971
32 23 9.35649 | B.37783| 10.33515 Sim 4 47654
33 24 1037742 9.39875] 11.35608 Sim 498636
M 25 9.20009 | 8.22142| 1017875 Sim 543149
35 26 896281 | 7.98415| 994147 Mao 519195

S === (R e
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13,00

Intervalos de Confianga Gerados

Intervalo de Confianga

10,00 rr

7,00

31

41

51

Amostra #

Intervalos de Confianga
contendo a Média Populacional

61

7

— Comentario:

o Pelo grafico pode-se verificar a posi¢do dos 100 intervalos de confianca obtidos a partir das
amostras simuladas. Destes, 11 deles ndo contém a verdadeira média, valor bastante préximo
do valor esperado (8 intervalos de confianca ndo contendo a média populacional), dado que o

grau de confianca adotado foi 92%.

2.9 DISCRETA:

Caracterizada por uma distribui¢do de probabilidade discreta. O intervalo deve conter duas
colunas: a coluna da esquerda contém valores e a da direita deve conter probabilidades
associadas ao valor nesta linha. A soma das probabilidades deve ser 1.

Para gerar nUmeros aleatorios de acordo a uma determinada distribuicdo discreta de
probabilidades, siga os passos relacionados no item 2.2 e selecione ‘Discreta’ para
‘Distribuicdo’. Em ‘Intervalo de entrada de probabilidade e valor’, insira o endereco do

Qte. %
Sim 89 89,0
Nao 11 11,0
100

intervalo de células que contém a distribuicao de probabilidades.

32

81

91




Exemplo de Aplicacdo:

Dependendo da disponibilidade de pecas, uma companhia pode fabricar semanalmente 3, 4, 5 ou
6 unidades de determinado artigo, com as probabilidades de 0,10; 0,40; 0,30 e 0,20,
respectivamente. As probabilidades de haver uma procura semanal por 0, 1, 2, 3, ..., ou 8
unidades sdo respectivamente: 0,05 0,10 0,30 0,30 0,10 0,05 0,05 0,04 0,01.

Se uma unidade é vendida na semana em que ¢ fabricada, gera um lucro de $100; este lucro é
reduzido de $20 cada semana que uma unidade permanece estocada. Simule as operacdes desta
companhia durante 50 semanas consecutivas, e estime seu lucro semanal esperado.

Geragdo dos nimeros aleatdrios para solugao:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Gera¢io de nimero
aleatorio, em cuja caixa de didlogo preenchem-se os dados necessarios a simulacdao, conforme
ilustrado na figura abaixo. Repita a procedimento considerando os valores e suas correspondentes
probabilidades, compreendidos no intervalo entre as células C1:D8. O resultado serd a simulacao
da operagdo da empresa durante 50 semanas consecutivas.

A B = D E
J 3 0.10 0 0.05 Geragdo de nimero aleatdrio

4 040 1 0.10

5 0.30 2 0.30 Mimera de varidveis: . ] OK

6 0.20 3 0.30 B
4 0.10 MOmero de nimeros aleatdrios: |50 Cancelar
5 0.05 -
E 0 0; DistribuicZo: Discreta - Ajuda
7 0.04 Pardmetros
g 0.01 Intervalo de entrada de probabilidade e valor:

SAS1:SBS4 B3|

Semente sleatdria:
Cpgdes de saida

* Intervalo de saida:

™ Mova planilha:
" Mova pasta de rabalho

— Resultados da Simulagao:

Apresentamos abaixo uma planilha com os resultados da analise da simula¢do efetuada. Os
valores das colunas ‘Fabricagdo Semanal’ e ‘Demanda Semanal’ foram gerados de acordo com
os procedimentos descritos acima. Consideramos como Venda Semanal como o minimo entre a
demanda e o nivel de estoque da semana, considerando a producdo semanal em questdo. Assim,
pressupoe-se que as unidades vendidas inicialmente sdo aquelas produzidas durante a semana.
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Fabricagdo| Demanda| Venda | Estoque | Lucro na Custo .
Semana Lucro Final
Semanal | Semanal | Semanal | Semanal | Semana | Estoque

1 4 5 4 0 400 0,00 400,00
2 4 3 3 1 300[ (20,00) 280,00
3 4 0 0 5 0| (100,00) (100,00)
4 4 3 3 6 300 (120,00) 180,00
5 6 1 1 11 100 (220,00) (120,00)
6 5 3 3 13 300| (260,00) 40,00
7 5 2 2 16 200| (320,00) (120,00)
8 4 2 2 18 200| (360,00) (160,00)
9 4 3 3 19 300 (380,00) (80,00)
10 4 1 1 22 100( (440,00) (340,00)
11 6 3 3 25 300| (500,00) (200,00)
12 3 3 3 25 300| (500,00) (200,00)
13 6 1 1 30 100| (600,00) (500,00)
14 5 2 2 33 200| (660,00) (460,00)
15 4 4 4 33 400( (660,00) (260,00)
16 4 3 3 34 300| (680,00) (380,00)
17 3 2 2 35 200| (700,00) (500,00)
18 3 2 2 36 200| (720,00) (520,00)
19 4 3 3 37 300[ (740,00) (440,00)
20 6 2 2 41 200| (820,00) (620,00)
21 4 3 3 42 300| (840,00) (540,00)
22 5 2 2 45 200| (900,00) (700,00)
23 4 3 3 46 300 (920,00) (620,00)
24 6 7 7 45 700 (900,00) (200,00)
25 3 3 3 45 300[ (900,00) (600,00)
26 5 5 5 45 500| (900,00) (400,00)
27 6 2 2 49 200| (980,00) (780,00)
28 4 3 3 50 300](1.000,00) (700,00)
29 4 1 1 53 100] (1.060,00) (960,00)
30 5 3 3 55 300((1.100,00) (800,00)
31 4 2 2 57 200((1.140,00) (940,00)
32 4 4 4 57 400((1.140,00) (740,00)
33 4 3 3 58 300/ (1.160,00) (860,00)
34 4 3 3 59 300((1.180,00) (880,00)
35 3 7 7 55 700((1.100,00) (400,00)
36 6 3 3 58 300((1.160,00) (860,00)
37 4 1 1 61 100((1.220,00) (1.120,00)
38 4 2 2 63 200](1.260,00) (1.060,00)
39 5 3 3 65 300((1.300,00) (1.000,00)
40 4 4 4 65 400](1.300,00) (900,00)
4 4 3 3 66 300((1.320,00) (1.020,00)
42 5 2 2 69 200((1.380,00) (1.180,00)
43 6 4 4 71 400|(1.420,00) (1.020,00)
44 4 2 2 73 200](1.460,00) (1.260,00)
45 4 3 3 74 300((1.480,00) (1.180,00)
46 4 0 0 78 0](1.560,00) (1.560,00)
47 6 3 3 81 3001 (1.620,00) (1.320,00)
48 4 4 4 81 400((1.620,00) (1.220,00)
49 4 2 2 83 200](1.660,00) (1.460,00)
50 4 2 2 85 200](1.700,00) (1.500,00)
Total (31.880,00)
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— Comentarios:

e Verifica-se a forte tendéncia de crescimento dos prejuizos acumulados semanalmente devido
as diferencas entre as distribuigdes de probabilidade da demanda e da fabricagdo. Poderiamos
repetir a simulag@o para testar quais seriam os parametros destas distribui¢des que poderiam
suprimir o prejuizo verificado.

o Salienta-se que deveriamos repetir muitas vezes esta simulagdo no sentido de obtermos
estimativas melhores dos parametros e das probabilidades da distribui¢ao do resultado final
desta empresa, permitindo uma analise mais acurada de suas operacdes.

2.10 APLICACAO:

Apresentamos dois exemplos de aplicacdo buscando mostrar a facilidade em modelarmos
situacdes reais ao utilizarmos as facilidades que uma planilha de célculo pode oferecer em termos
de montagem e utilizagdo. As planilhas podem ser montadas de maneira a permitir analises
envolvendo a variacdo de outros pardmetros que ndo sejam aqueles de carater aleatorio,
permitindo montar varios cenarios, necessarios, por exemplo, em um processo de tomada de
decisdo. A complexidade da estrutura do modelo estara diretamente relacionada com a
complexidade da situa¢do em analise.

Salientamos que, de maneira geral, simulacdes devem ser efetuadas uma grande quantidade de
vezes, de maneira a permitir estimativas razoaveis com relacdo aos pardmetros das distribuigdes
de probabilidades das variaveis aleatorias envolvidas nos modelos. As estimativas mais uteis
seriam as da esperanga, variancia e das probabilidades associadas aos valores das varidveis
aleatorias.

Aplicagao 1:

Uma grande maquina industrial tem 3 rolamentos diferentes que quebram de tempos em tempos.
A probabilidade da vida util (em horas de operagdo) de um rolamento esta dada na tabela
abaixo:

Vida do Rolamento (horas) | Probabilidade ;/h’;’:’as) do  Rolamento | b 1\ bilidade
1.000 0,10 1.500 0,12
1.100 0,13 1.600 0,02
1.200 0,25 1.700 0,06
1.300 0,13 1.800 0,05
1.400 0,09 1.900 0,05

Quando um rolamento quebra, a maquina para e um mecanico é chamado para instalar um novo
rolamento no lugar do que quebrou. O tempo que o mecdnico demora para chegar ao rolamento
quebrado também é uma variavel aleatoria, com a distribui¢do dada na tabela abaixo:

Tempo de Espera (minutos) Probabilidade
5 0,60
10 0,30
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|15 [0.10 |
Cada minuto que a maquina fica parada custa $5 e o custo do mecdnico é de 30,20/ minuto
trabalhado substituindo o rolamento. O mecdnico demora 20 minutos para trocar um rolamento,
30 minutos para trocar 2 e 40 minutos para trocar os 3. Cada rolamento novo custa $16. Alguém
sugeriu que ao quebrar um dos rolamentos, se fizesse logo a troca dos 3. Deseja-se avaliar a
situa¢do do ponto de vista economico. Analise a situa¢do durante um longo periodo de tempo,
fazendo uma simulagdo de 20.000 horas (pouco mais de 2 anos).

— Geragdo dos numeros aleatérios para solugdo:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Gera¢io de nimero
aleatorio, em cuja caixa de didlogo preenchem-se os dados necessarios a simulacdao, conforme
ilustrado na figura abaixo. Repita a mesma operacdo nas colunas G e H para obter-se os tempos
de vida dos outros dois rolamentos. Faca o mesmo procedimento quatro outras vezes,
considerando agora os valores e suas correspondentes probabilidades, compreendidos no
intervalo entre as células C1:D8, para obter-se o tempo de espera para conserto de cada um
destes rolamentos, além do tempo de espera para a troca dos trés rolamentos conjuntamente. O
resultado serd a simulacdo da operagdo desta fabrica durante 20.000 horas. Para facilitar a
montagem da estrutura da planilha, ndo consideramos a ocorréncia de manutencdo em mais de
uma maquina ao mesmo tempo.

| o my = wuu
A B c D K
1 1.000 0.1 5 0.6
2 1.100 0.13 10 0.3
3 1200 0.25 15 0.1 Nimero de varidveis: L |
4 1.300 0,13 . = ,—
5 1400 009 Mimero de nimeros aleatdrios: (20 Cancelar
6 1.500 012 Trroe - s
= 1600 002 Distribuicso: Discreta M Ajuda
] 1.700 0.06 Pardmetros
] 1800 0.05 Intervalo de entrada de probabilidade e valor:
1? 1.900 0.05 SAS1:2B510 Y
12
13
14 Semente aleatdria:
1 ; Opcdes de saida
7 {* Intervalo de saida: sFs1:sFs20 E
18 " MNova planilha:
19 " Nova pasta de frabalho
20
21

— Resultados da Simulagao:

Seguimos os procedimentos citados anteriormente e geramos 3 colunas ‘Vida util’ para cada um
dos rolamentos, de acordo com a primeira distribuicdo de probabilidades. A coluna ‘Espera’ para
cada um dos rolamentos recebeu os valores gerados a partir da segunda distribuicdo de
probabilidades. Os resultados estdo apresentados abaixo:
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Rolamento A Rolamento B Rolamento C

) . | Tempo da Custo . . | Tempo da Custo ) . | Tempo da Custo

Ctn Vida util Falha Espera Troca Ctn Vida util Falha Espera Troca Ctn| Vida util Falha Espera Troca
1 1300 1300 15 198,00 | 1 1400 1400 15 198,00 | 1 1300 1300 10 172,00
1 1200 2500 5 146,00 | 1 1700 3100 5 146,00 | 1 1900 3200 10 172,00
1 1600 4100 5 146,00 | 1 1300 4400 5 146,00 | 1 1400 4600 10 172,00
1 1000 5100 5 146,00 | 1 1100 5500 5 146,00 | 1 1200 5800 5 146,00
1 1400 6500 5 146,00 | 1 1100 6600 5 146,00 | 1 1100 6900 5 146,00
1 1200 7700 10 172,00 |1 1700 8300 5 146,00 | 1 1900 8800 5 146,00
1 1800 9500 5 146,00 | 1 1300 9600 5 146,00 | 1 1100 9900 10 172,00
1 1700 11200 10 172,00 | 1 1400 11000 10 172,00 | 1 1300 11200 10 172,00
1 1200 12400 5 146,00 | 1 1300 12300 10 172,00 | 1 1000 12200 15 198,00
1 1000 13400 5 146,00 | 1 1200 13500 15 198,00 | 1 1300 13500 5 146,00
1 1000 14400 5 146,00 | 1 1200 14700 10 172,00 |1 1200 14700 5 146,00
1 1200 15600 5 146,00 | 1 1400 16100 5 146,00 | 1 1200 15900 5 146,00
1 1800 17400 10 172,00 [ 1 1000 17100 5 146,00 | 1 1000 16900 5 146,00
1 1100 18500 5 146,00 | 1 1200 18300 5 146,00 | 1 1500 18400 5 146,00
1 1100 19600 5 146,00 | 1 1200 19500 10 172,00 | 1 1200 19600 5 146,00
1 1300 20900 5 146,00 | 1 1800 21300 5 146,00 | 1 1300 20900 10 172,00
0 1200 22100 5 0,00 |0 1900 23200 10 0,00 |0 1100 22000 5 0,00
0 1200 23300 5 0,00 |0 1200 24400 10 0,00 |0 1400 23400 15 0,00
0 1900 25200 5 0,00 |0 1200 25600 5 0,00 |0 1000 24400 5 0,00
0 1000 26200 5 0,00 |0 1600 27200 10 0,00 |0 1100 25500 5 0,00
Total |2.466,00 Total | 2.544,00 Total | 2.544,00

Para a andlise da alternativa de troca conjunta de todos os rolamentos da maquina aproveitamos
os valores gerados anteriormente e escolhemos o menor valor dentre os valores de mesma ordem
e geramos novamente os valores referentes ao tempo de espera para troca dos rolamentos.
Abaixo, apresentamos um resumo destes resultados:

Todos Rolamentos
. . | Tempo da Custo

Ctn| Vida util Falha Espera Troca
1 1300 1300 5 282,00
1 1200 2500 5 282,00
1 1300 3800 5 282,00
1 1000 4800 10 308,00
1 1100 5900 10 308,00
1 1200 7100 5 282,00
1 1100 8200 5 282,00
1 1300 9500 5 282,00
1 1000 10500 5 282,00
1 1000 11500 5 282,00
1 1000 12500 15 334,00
1 1200 13700 5 282,00
1 1000 14700 5 282,00
1 1100 15800 5 282,00
1 1100 16900 15 334,00
1 1300 18200 5 282,00
1 1100 19300 5 282,00
1 1200 20500 5 282,00
0 1000 21500 10 0,00
0 1000 22500 15 0,00

Total |5.232,00

Alertamos que a coluna ‘Ctr’ serve para controlar os valores que a serem considerados, ja que
truncamos a analise no primeiro tempo de falha maior que 20.000 horas.

— Comentarios:

e Através desta simulagdo verificamos que a alternativa de troca conjunta de todos os
rolamentos mostra-se mais vantajosa economicamente, importando um total de $5.232 contra

37



$7.554 referentes a alternativa de troca dos rolamentos a medida que suas falhas forem
ocorrendo.
o Salienta-se que para efeito de uma analise mais acurada, deveriamos repetir esta simulagdo

varias vezes, de maneira a obtermos estimativas da esperanca, da variancia e das
probabilidades da distribuicdo da variavel aleatoria em estudo.

Aplicagdo 2:

Uma loja tem somente 1 atendente. Os fregueses chegam aleatoriamente com intervalo, entre
eles, variando de 1 a 8 minutos. Cada valor possivel do intervalo entre chegadas tem a mesma

probabilidade de ocorréncia, como mostrado na tabela a seguir:

Tempo entre e Tempo entre e
Chesa dé; (minutos) Probabilidade Chega dﬁs‘ (minutos) Probabilidade

1 0,125 5 0,125

2 0,125 6 0,125

3 0,125 7 0,125

4 0,125 8 0,125

A duragdo do atendimento aos clientes varia de 1 a 6 minutos, com probabilidades mostradas na

tabela a seguir:

Duragao do servigo Probabilidade Duracao do servigo | 0 b iridade
(minutos) (minutos)
1 0,10 4 0,25
2 0,20 5 0,10
3 0,30 6 0,05

Simule o atendimento de 20 clientes e verifique: o tempo de espera na fila, o tempo total na loja,
o tempo ocioso do atendente.

— Geragdo dos numeros aleatérios para solugao:

Escolha Analise de dados a partir do menu Ferramentas e selecione entdo Gera¢io de nimero
aleatorio, em cuja caixa de didlogo preenchem-se os dados necessarios a simulacdao, conforme
ilustrado na figura abaixo. Faca o mesmo procedimento novamente, considerando agora os
valores e suas correspondentes probabilidades, compreendidos no intervalo entre as células
C1:D6, para obter-se a duragdo do servico. O resultado sera a simulagdo da operagdo desta loja
durante o atendimento de 20 clientes.
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— Resultados da Simulagao:

0.10
0.20
0.30
0.25
0.10
0.05

@ B = O

Geragio de nimero aleatdrio

L]
Mimero de nimeros aleatdrios: |20 Cancelar
Discreta - %

Intervalo de entrada de probabilidade & valor:

=i

Mimero de varidveis:

Distribuicio:

Parémetros

SAS51:5858

——

SFS1:8FS20 EY

Semente aleatdria:
COpgles de saida

¥ Intervalo de saida:
" Nova planilha:

" Nova pasta de grabalho

Os resultados estdo apresentados a seguir, sendo que os valores das colunas ‘Tempo entre
chegadas’ e ‘Duragao do servigo’ foram gerados aleatoriamente de acordo as distribui¢cdes dadas:

Tempo entre . Duracéo do Tempo de Tempo total | Tempo ocioso
. Instante Atendimento . . .
Cliente # cheggdas chegada ser\flgo Espera 'na Fila na Iga atenqente
(min) nicio Em (min) (min) (min) (min)
1 0 0 0 4 4 0 4 0
2 5 5 5 8 3 0 3 1
3 3 8 8 13 5 0 5 0
4 1 9 13 15 2 4 6 0
5 1 10 15 16 1 5 6 0
6 4 14 16 19 3 2 5 0
7 1 15 19 21 2 4 6 0
8 3 18 21 24 3 3 6 0
9 6 24 24 26 2 0 2 0
10 7 31 31 37 6 0 6 5
11 7 38 38 42 4 0 4 1
12 2 40 42 46 4 2 6 0
13 4 44 46 51 5 2 7 0
14 8 52 52 56 4 0 4 1
15 8 60 60 63 3 0 3 4
16 6 66 66 70 4 0 4 3
17 8 74 74 78 4 0 4 4
18 5 79 79 81 2 0 2 1
19 1 80 81 85 4 1 5 0
20 4 84 85 87 2 1 3 0
67 24 91 20
— Comentarios:

Podemos, a partir da simulagdo estimar alguns parametros do processo em questao:

O tempo médio de espera de um cliente para ser atendido foi: 1,2 min., onde:
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Tempo total de espera na fila
Quantidade total de clientes
A proporgao de tempo que o atendente fica ocioso foi: 0,23

Tempo de espera médio =

Tempo ocioso total do atendente
Durag¢ao da simulacao

Probabilidade ociosidade =

O tempo médio de servico foi: 3,35

Duragao total do servigo
Quantidade total de clientes

Tempo médio de servigo =

A probabilidade de um cliente esperar na fila foi: 0,45

Qte. total de clientes esperando na fila
Quantidade total de clientes

Probabilidade de espera =

Verifica-se assim que, embora a maioria dos clientes tenha de esperar o atendimento, a espera
ndo se mostra demasiada e que o atendente ndo fica muito tempo ocioso. A decisdo a ser tomada
devera considerar um balango entre o custo de se colocar mais atendentes e o custo de espera na
fila.

Um tomador de decisdo estaria interessado nos resultados obtidos acima, salientando-se que
quanto maior a duragdo da simulagdo, maior a proximidade com o tempo médio esperado.

2.11 CONCLUSAO:

No menu ‘Andlise de Dados’ encontra-se também a ferramenta ‘Amostragem’ que retira
amostras de uma populacdo de valores. H4 ainda a possibilidade de se utilizar a func¢do
RANDOMICO, que retornarda um numero aleatorio sempre que a planilha for calculada,
permitindo sua integragdo a planilhas e possibilitando sua atua¢do sempre que a planilha for
calculada. Um exemplo de utilizacdo seria a montagem, em uma planilha de calculo do Excel, do
método de geracdo de varidveis aleatdrias exponenciais desenvolvido no capitulo anterior,
permitindo sua atuagao tantas vezes quanto a planilha for calculada.

O Excel oferece assim amplas possibilidades em modelagens probabilisticas mais simples ou em
situagdes que ndo exigem um grande esfor¢o computacional. Percebe-se, entretanto que sua
flexibilidade e facilidade permitem sua utilizacdo em modelagens mais simples, mas nem por
isso menos importantes, podendo ser usado como um facilitador para a disseminagdo do uso de
simulagdo em processos decisorios ou para analise preliminar.
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2.12 EXERCICIOS PROPOSTOS:

1. As probabilidades de um corretor de imoveis vender 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 casas em uma
semana sao:
0,14 0,27 0,27 0,18 0,09 0,04 0,01
Simule suas vendas durante 25 semanas consecutivas.

2. O proprietario de uma padaria sabe que as probabilidades de procura por 0, 1, 2, 3, 4, ou 5
unidades de um bolo de queijo altamente pereciveis sdo:
0,05 0,15 0,25 0,25 0,20 0,10

a) Simule a procura pelo bolo de queijo em 30 dias teis consecutivos;

b) Se o padeiro tem um lucro de $2,00 em cada bolo de queijo que vende, mas perde $1,00
em cada bolo perdido (isto é, que ndo ¢ vendido no dia da fabricagdo), determine o lucro
ou o prejuizo do padeiro em cada um dos 30 dias referidos no item anterior, supondo que
produza trés bolos de queijo diariamente. Determine o lucro médio do padeiro nos 30
dias.

¢) Refaga o item anterior, supondo que o padeiro faga diariamente quatro bolos de queijo em
lugar de trés. Nao repita o item a). Qual dos resultados parece ser mais lucrativo?

3. Um time de futebol ird disputar 10 partidas em um torneio de classificagao.

a) Supondo que sua chance de vitéria em cada jogo ¢ de 60%, simule sua possivel
campanha.

b) Simule agora se ¢ esperado o seguinte desempenho em cada jogo: 50% de vitoria, 30% de
empate ¢ 20% de derrota;

¢) Para a situacdo descrita em (b), simule 12 possiveis campanhas para o time, e estude a
variavel X= numero de pontos obtidos (vitoria = 3, empate = 1 e derrota = 0);

d) Proponha outros pardmetros para o time e repita a questao (c).

4. Utilizando um gerador de numeros aleatorios, obtenha uma amostra de 100 observagdes de
uma distribuicdo Binomial, com pardmetros n= 10, 30, 50, 100 e p = 0,5; 0,7; ¢ 0,9. Para cada
combinagdo de n e p, construa um histograma. Analise o comportamento dos histogramas
com relacdo aos valores de n e p. Baseando-se na forma dos histogramas construidos, o que
pode ser dito a respeito da aproximagao para a distribui¢do normal?

5. Com o objetivo de simular a distribuicdo amostral de X realize as seguintes tarefas:

a) Gere 100 amostras de tamanho 30 de uma Normal com média 200 e desvio-padrdo 5.
Calcule entdo a média de cada amostra e faca o histograma correspondente a esse
conjunto de médias amostrais. Qual conclusdo pode ser tirada? Calcule medidas
descritivas das 100 médias obtidas e comente.

e) Repita o item a) para as amostras geradas de uma binomial com pardmetros n = 50 e
p = 0,45. Comente a respeito do histograma e das medidas descritivas obtidas, tendo em
vista o Teorema Central do Limite.
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6. Uma pesquisa domiciliar ir4 entrevistar todos os moradores do domicilio e a distribui¢ao do
numero de moradores por domicilio encontra-se abaixo. Sera usada uma amostra de 5

10.

domicilios:

a) Simule 100 amostras de tamanho 5.

b) Considere X: nimero médio de pessoas pro amostra. Qual a distribuicdo de freqiiéncia
empirica de X?

¢) Construa a distribuicdo de X: nimero médio de pessoas por amostra.

d) Encontre para a populagdo o valor pu=numero médio de pessoas, € construa a
distribui¢do empirica de X - p. Como pode ser interpretada esta distribui¢ao?

e) Se o entrevistador recebe $2 por pessoa entrevistada, usando o resultado b), qual a

probabilidade de uma amostra custar mais de $12?

A altura X das pessoas segue aproximadamente uma curva normal com média p e varidncia

2
o .

a)
b)

c)

d)

Proponha dois valores realisticos para pu e o, e gere 10 alturas de uma populagdo de
homens. Calcule a média e o desvio-padrao desta populacao.

Com os mesmos parametros, gere uma outra amostra de 10 alturas. Olhando e analisando
as duas amostras elas parecem vir de populagdes distintas?

Gere uma amostra de 10 alturas de uma populagdo feminina. Compare com a amostra
obtida em a), e diga se ¢ possivel afirmar que as duas amostras vém de populacdes
distintas;

Como vocé acha que os parametros influenciam para diferenciar bem as amostras? Dé
exemplos.

Suponha que o niimero de horas que uma pessoa leva para aprender a operar uma certa
maquina ¢ uma variavel aleatéria com uma distribuicdo normal com média 5,8 e desvio-
padrao 1,2. Suponha que ¢ necessario que duas pessoas aprendam a operar uma maquina.
Simule o tempo que 4 pares de pessoas levam para aprender como operar a maquina, ou seja,
para cada par, calcule o maximo de dois tempos de aprendizagem.

Repita a simulagdo do problema anterior 100 vezes e faga um histograma de:

a)
b)

400 tempos de aprendizagem para os pares de operadores;
os 100 valores representando o tempo para treinar quatro pares de operadores.

Em uma populacdo 20% das pessoas compram o produto C. Seleciona-se, com reposi¢ao
individuos dessa populagao, até encontrar um comprador de C. A Varidvel X indica o nimero
de individuos entrevistados. Qual a distribuicdo simulada de X?
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