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Introducao

Este relatorio consiste de listas de exercicios de Analise de Regressao elaboradas
pela professora llka Afonso Reis e resolvidas pela aluna, entdo no 4° periodo de
Graduagao em Estatistica, Giselle Silva de Carvalho.

As listas estado divididas em tedricas (1° parte) e praticas (2° parte), sendo que as
listas tedricas nao estao resolvidas. Ha também uma parte na qual se ensina de maneira
resumida como usar o software Minitab® para se fazer analise de regressdo. Os dados
utilizados nos exercicios estdo nas tabelas em anexo.

A intencdo deste relatorio é fazer com que alunos, ndo sé da Estatistica e Ciéncias
Atuariais, mas outras pessoas interessadas nesta area, tenham um material (em
portugués) para consultar.



1° Parte - Exercicios praticos

e Questoes:
% Regressé&o linear simples:

- Parte 1

1) Utilizando os dados da Tabela A.1 (pagina 51, Draper & Smith, 3 ed.) :

a) Faca o diagrama de disperséo.

b) Ajuste o modelo de regresséo Y = ,8 +IB X +¢,encontrando a reta estimada.

c) Construa a Tabela de Analise de Variancia e calcule o R?.

d) Retire o par de observagdes n° 16 (Y=5.9 ; X = 6.7) e refaga os itens de a) a c).

e) Comparando somente os valores de R?, quais dos dois modelos é o melhor? O par de
observagdes n° 16 influencia a qualidade do ajuste ?

2) Os dados deste exercicio sao do exercicio K (Capitulo 3) do livro de Draper & Smith e
estdo na Tabela A.2 no Anexo. A variavel resposta (Y.3K) representa a porcentagem
de amendoins nao-contaminados por certo fungo em um lote e a variavel explicativa
(X.3K) representa a quantidade média de uma substancia quimica para evitar
contaminagao em cada 60 gramas de amendoins.

a) Faca o diagrama de dispersao.

b) Ajuste o modelo de regressao Y::BOJ’IBlX + &, encontrando a reta estimada.

c) Construa a Tabela de Analise de Variancia e calcule o R?.

d) Este conjunto de dados possui dois niveis de X com medidas repetidas (X =18,8 e X =
46,8). Entretanto, alguns niveis de X tem valores “muito proximos” que, na pratica,
poderiam ser considerados “iguais” e, assim, os valores de Y nestes niveis poderiam
ser considerados medidas repetidas. S&o eles:

X=93;9,9

X=12,3;125e 12,6

X=18,8;18,8; 18,9

X=21,7;219

X =46,8 ; 46,8 (estes sdo realmente medidas repetidas)
X=70,6;71,1;713

X=83,2;83,6.

e) Considere os valores de Y nestes niveis como sendo medidas repetidas e calcule a
soma de quadrados do erro puro (SSErroPuro). Este valor € , claro, uma aproximagao.

4



Encontre também os graus de liberdade desta soma.

f) Construa a nova Tabela de Analise de Variancia, agora com a SSResidual
desmembrada em SSErroPuro e o SSL (SS da falta-de-ajuste). Faga o teste F da falta-
de-ajuste.

g) Caso o teste F da falta-de-ajuste seja nao-significante, faga o teste F geral.

h) Interprete os coeficientes da reta de regresséo.

- Parte 2

1) Utilizando os dados da Tabela A.3. (exercicio V, capitulo 3, Draper & Smith, 3 ed.,
pagina 105) :

Variavel Resposta: Y = tamanho da “linha da vida” da mao esquerda (em cm) ;
Variavel Explicativa: X = idade da pessoa ao morrer (em anos);

a) Faca o diagrama de disperséo.

b) Ajuste o modelo de regressao Y = 180+ﬁ1X + ¢, encontrando a reta estimada.

c¢) Construa a Tabela de Analise de Variancia com a SSResidual desmembrada em
SSErroPuro e o SSL (SS da falta-de-ajuste). Faga o teste F da falta-de-ajuste.

d) Faca o teste F da regressao (Escreva hipdteses nula e alternativa, faga o teste e
conclua).

e) Calcule o valor de R? e o valor de max(R?) e faca a interpretacdo de R?.

f) Verifique a suposi¢ao de normalidade dos residuos através do grafico de probabilidade
Normal.

g) Faca o teste da homogeneidade do erro puro (Bartllet e Levene).

h) Analise os graficos de residuos apropriados.

i) Reporte os possiveis problemas encontrados na analise dos residuos (itens f, g e h) .
j) Faca o teste Hp: Bo =0 contra Ha: Bo#0.

k) A partir de suas analises nos itens anteriores, conclua sobre a relagédo entre Y e X.



- Parte 3 — Regressao simples e regressao inversa

1) Num estudo retrospectivo sobre a possivel relagdo entre “o tempo de utilizagdo de um
plano de previdéncia” e o “tempo de contribuicdo do beneficiario” , ambos medidos em
meses, uma amostra de 100 beneficiarios de um plano de previdéncia tiveram essas
duas variaveis registradas. Os dados estdo na Tabela A.4 em anexo.

Variavel resposta: Y = tempo de contribuicdo, em meses.
Variavel explicativa: X = tempo de utilizagdo do beneficio, em meses (tempo entre a data
da aposentadoria e a data do falecimento do beneficiario).

a) Faca o diagrama de disperséo.
b) Ajuste o modelo de regressao linear adequado, encontrando a reta estimada.

c) Construa a tabela de analise de variancia com a SSresidual desmembrada em
Sserropuro e o SSL (SS da falta de ajuste). E faga o teste da falta de ajuste.

d) Faca o teste F da regressdo (escreva a hipotese nula e alternativa, faca o teste e
conclua).

e) Calcule o valor de R? e do max(R?) e faca a interpretacéo do R?.

f) Verifique a suposi¢cao de normalidade dos residuos através do grafico de probabilidade
Normal.

g) Faca o teste da homogeneidade do erro puro (Bartlet e Levene).

h) Analise os graficos de residuos apropriados.

i) Reporte os possiveis problemas encontrados na analise de residuos.

j) Facaoteste Hy: o =0 contra Hy : # B .

k) A partir das suas analises anteriores conclua sobre a relagdo entre Y e X.

I) Regressdo inversa: como o estudo foi retrospectivo, a partir do falecimento do
beneficiario foi possivel estabelecer o valor da variavel explicativa e, entdo o valor da
resposta para aquele nivel ad variavel explicativa. Porém, na pratica, gostariamos de
estudar a relagéo inversa, ou seja, a partir do tempo de contribuicdo gostariamos de
predizer o tempo de uso do beneficio. Deste modo, usaremos a regressao inversa.

1.1) A partir da reta estimada em (b), estabeleca a equagéo da regresséo inversa, Isto é, X
como funcédo de Y.

1.2) Dado o valor do tempo de contribuicdo igual a 348 meses, estime o valor médio do
tempo de uso do beneficio.

1.3) Estabelegca o intervalo a 95% de confianga para o tempo de uso do beneficiario
quando o tempo de contribuigao for igual a 355 meses.



- Parte 4

1) Um investigador deseja estudar a possivel relagdo entre os salarios e o tempo de
experiéncia no cargo de gerente de agéncias bancarias de uma grande empresa. Além
disto, gostaria de saber se ha diferengcas quando s&o levados em conta homens e
mulheres separadamente. Os dados coletados estdao disponiveis na Tabela A5 em
anexo, e a descrigao do banco de dados segue abaixo.

Variavel Resposta Y: Salario, em mil reais ;
Variaveis Explicativas X:  Experiéncia = tempo de trabalho no cargo, em anos
completos ;

Sexo = sexo do empregado (0 — feminino ; 1 — masculino)

a) Faca o diagrama de dispersédo do salario versus experiéncia e avalie a possibilidade
do ajuste de um modelo de regressao linear.

b) Ajuste o modelo de regressao Y = IB +ﬂ X +¢,sendo X a variavel “experiéncia” ,
0 1
encontrando a reta estimada.

c) Construa a Tabela de Analise de Variancia e calcule o valor de R?.

d) Verifique a suposigdo de normalidade dos residuos através do grafico de probabilidade
Normal.

e) Analise o grafico residuos versus ajustados (preditos). Os residuos parecem se
distribuir aleatoriamente em torno do valor zero?

f) Analisando as respostas aos itens d) e €), o modelo ajustado em b) parece ser
adequado?

g) Analise o grafico residuos versus sexo. O que se pode concluir?
h) Para cada sexo separadamente, repita os itens de b) a e).

i) Para cada sexo separadamente, faca o teste F da regressao (escreva hipoteses nula e
alternativa, fagca o teste e conclua).

j)  Compare os valores de R? dos modelos em separado com o valor calculado em c). O
que se pode concluir?

k) Faca a mesma comparagdo usando o valor do MSResidual das tabelas ANOVA.
Lembre-se de que o MSResidual é a estimativa da variancia da resposta (Utilize o
conceito de desvio-padrao, se achar mais facil sua analise).

I) Interprete a reta de regressao estimada para cada sexo e tire suas conclusdes sobre a
relacao entre “salario” e “experiéncia” para os gerentes de banco desta empresa.



- Parte 5 — Modelo sem intercepto e variaveis Dummy

1) Considere o conjunto de dados da Tabela A.6 no Anexo.
a) Ajuste o modelo de regressdo Y=3,MB,X,*¢.

b) Construa a Tabela de Analise de Variancia, calcule o valor de R? faga o teste de falta
de ajuste (se possivel)'.

c¢) Caso nao haja problemas com o teste da falta de ajuste , faga o teste F da regressao
(escreva hipoteses nula e alternativa, faga o teste e conclua).

d) Teste a significancia do intercepto do modelo (teste -Student ou intervalo de
confianga. Escreva hipoteses nula e alternativa, faga o teste e conclua).

e) Ajuste o modelo de regressdo sem o intercepto. Y=B,X,t¢ .

f) Note que o MINITAB n3o calcula o R? para o0 modelo sem intercepto. Use entdo o
valor do MSResidual para escolher entre os dois modelos (com intercepto e sem
intercepto).

2) Variaveis Dummy

Suponha que desejassemos estudar a renda (em R$) dos empregados de certo setor
em fungéo de sua experiéncia no cargo em que ocupa (anos) e de seu local de trabalho.
Se tivéssemos 4 cidades (A, B, C e D), as variaveis dummies a serem criadas seriam :

Local 1 Local 2 Local 3
Cidade A 0 0 0
Cidade B 1 0 0
Cidade C 0 1 0
Cidade D 0 0 1

a) Suponha que exista uma quinta cidade (Cidade E). Como ficaria a tabela de
codificacdo das cidades com a introducao da Cidade E?

b) Considere agora a seguinte codificagéo:

Local 1 Local 2 Local 3
Cidade A 0 0 1
Cidade B 0 1 0
Cidade C 1 0 0
Cidade D 0 0 0

1 Por questdes diddticas, estamos omitindo a etapa de andlise dos residuos, que viria antes da utilizacdo de
qualqguer teste.
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o modelo :
Salario = + B, experiéncia + P21 “local1” + B2 “local2” + Bo3 “local3” + erro

e seguinte equacgao de regressao estimada :
Salario = 2,50 + 0,099 experiéncia + 0,55 “local1” + 0,69 “local2” + 0,75 “local3”

Considerando a mesma experiéncia, qual é a diferengca média entre os salarios das
pessoas da:

b.1) cidade Ae B
b.2) cidade Ae C
b.3) cidade Ae D
b.4) cidade Be C
b.5) cidade B e D
b.6) cidade Ce D

c¢) Considere a primeira codificacdo. Suponha que, ao fazermos o teste t-Student para os
parametros do modelo:

A categoria de referéncia é a cidade A .

O parametro B,; refere a cidade B (local1).
O parametro B2, refere a cidade C (local2).
O parametro P23 refere a cidade D (local3).

c.1) a hipétese B,; =0 ndo seja rejeitada. O que isto significa em termos da comparagao
entre as cidades?

c.2) a hipétese B, = 0 ndo seja rejeitada. O que isto significa em termos da comparagéao
entre as cidades?

c.3) a hipoétese B,; = 0 ndo seja rejeitada. O que isto significa em termos da comparagao
entre as cidades?

d) Pense na primeira tabela de codificagao (local 1, local 2 e local 3). Para representar a
cidade E, uma alternativa a resposta em a) seria fazer “local 1" = 1; “local 2" = 1 e
‘local 3" =1 . Considerando os testes de hipoteses para os parametros descritos em c)
, pense em por que este procedimento ndo pode ser adotado (pense na comparagao
entre as cidades quando apenas um parametro n&o for considerado significativo)

Ba1 B22 B23
Local 1 Local 2 Local 3
Cidade A 0 0 0
Cidade B 1 0 0
Cidade C 0 1 0
Cidade D 0 0 1
Cidade E 1 1 1




% Exercicios de Revisdo de Regresséo Linear Simples

Considere o modelo de regressao linear simples, Y = g, + S, X +¢ .

1) Qual é a variavel dependente? E qual é a variavel independente? Que outros
nomes sao usados para se referir a estas variaveis?

2) Qual é o método utilizado para estimar Bo e pB1? Para utilizar esse método é
necessario supor alguma distribuicdo para a variavel resposta Y? Em caso positivo,
qual é a distribuicao?

3) Quais as suposicdes feitas pelo modelo de erros normais? O que estas suposi¢des
acarretam para Y?

4) O que significa “fazer extrapolagdo” no contexto de um modelo de regressao linear
simples? Cite pelo menos dois riscos desta pratica.

5) Defina o coeficiente de determinacdo (R®) e expliqgue quais valores ele pode
assumir.

6) Em que situagao € possivel realizar um teste de falta de ajuste (“Lack-of-fit”) e qual
€ 0 objetivo deste teste?

7) Quais os procedimentos graficos podem ser usados para verificar as suposigoes
enumeradas no item (2)?

8) Em que situagcdo podemos utilizar um teste para a suposicdo de nao auto-
correlacao entre os erros? Cito dois possiveis testes a serem usados nesta situagao.

9) Quando ¢ indicado o uso de transformagéo da variavel resposta?

10) Que tipo de transformacao é feita na variavel resposta no método analitico de Box-
Cox? Exemplifique.

11) Em que situagao € usada a regressao inversa?

12) Por que o teste F da tabela ANOVA é equivalente ao teste t-student para as
hipoteses Ho: B4 = 0 contra Ha: B1 # 0?7 (Mostre a equivaléncia entre as duas
estatisticas de teste)

13) Na analise de residuos, porque utilizamos o grafico “residuos” x “valores

ajustados” e ndo o grafico dos “residuos”x “valores observados”?
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s Regresséao Multipla

- Parte 1

1) (Adaptacao dos exercicios 3.LL e 6.H, Draper and Smith) O gerente de um
pequeno servico de entregas contrata pessoal adicional sempre que o volume de
servico excede a carga de trabalho de seus usuais trés empregados. Para verificar a
eficacia desta idéia, ele registrou durante 13 dias seguidos as seguintes variaveis:

Variavel Resposta: Y - Numero de Entregas ;
Variaveis Explicativas: X - Numero de Empregados (atuais mais extras) ;
Z - Numero de Empregados que nao estavam trabalhando em
algum periodo do dia;
Os dados coletados estao disponiveis em na Tabela A.7 no anexo. Obs: nos trés
primeiros dias de coleta, alguns dos empregados usuais estavam de férias ou de licenga
médica.

a) Faca o diagrama de disperséo de Y versus X, Y versus Z e avalie a possibilidade do

ajuste de um modelo de regressao linear.

b) Faca o grafico em 3 dimensdes de Y versus X e Z. (MINITAB: Graph > 3-D plot)

c) Ajuste o modelo de regresséo Y = ,BU+IBIX +¢&, encontrando a reta estimada.

d) Construa a Tabela de Analise de Variancia.

e) Faca Analise dos Residuos (considere o dia como ordem de coleta e faga também o
grafico dos residuos versus a variavel Z). Se existem problemas com as suposi¢cdées do
modelo de erros normais, quais sao eles?

f) Caso ndo haja problemas com as suposi¢ées do modelo de erros normais, fagca os
testes F (Falta de Ajuste e Regressao) da Tabela Anova em (d).

g) Ajuste o modelo de regressao Y=ﬂ0+ﬂ1X +/BZZ +¢&, encontrando a equagéo
estimada.

h) Construa a Tabela de Analise de Variancia, separando as SS sequenciais.

i) Faca Analise dos Residuos do modelo em (g) . Ha algum problema?

j) Caso nao haja problemas em (i), faga o teste da Falta de Ajuste da Tabela Anova em

(h).

k) Caso n&o haja problemas no teste de falta de ajuste, faga os testes F seqlenciais da
regressao (escreva as hipéteses nula e alternativa de cada teste).

I) Utilizando o teste t-Student, teste a significancia de cada parametro individualmente.
Os resultados concordam com os resultados dos testes F sequenciais de (k)?
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m) Interprete a equagao de regressao estimada em (g).

n) Intervalo de Confianca para E[Y] dadas novas observagbes de X e Z : a matriz

' -1
(X X) pode ser armazenada no MINITAB (na janela |Regression], botdo [Storage],

marque a opgao0 ). Esta matriz sera armazenada num objeto chamado m1.
Para imprimir este objeto na janela Session , basta ir no menu Edit > Command Line
Editor , digitar e pressionar [Submit Commands| . Esta é a matriz que sera
usada no calculo do erro de estimagao no intervalo de confianga para E[Y|(x,z)].

Considerando um numero de empregados (X) igual a 5 e todos eles trabalhando todo o
tempo (ou seja, Z = 0), construa um intervalo de 95% de confianga para E[Y], o numero
médio de entregas realizadas quando ha 5 empregados trabalhando todo o tempo .

- Parte 2 — Deteccao de pontos de influéncia

1) Detectando pontos de influéncia - Considere os seguintes exercicios das listas
anteriores : 2 - parte 1; 1 — parte2; 1 — parte 3; 1 — parte 4; 2 — parte 5 e 1 — parte 6.

a) Faca a andlise de residuos a procura de pontos de influéncia. Use as medidas Hi, D-
cook, residuos studentizados.

b) Caso seja(m) detectado(s) ponto(s) de influéncia, ajuste o modelo sem este(s)
ponto(s) e compare sua equagao estimada com a equagao estimada com todos os
pontos para verificar o tamanho da influéncia deste(s) ponto(s).

- Parte 3 — modelo com ponderacao

1) (Adaptacao dos dados da Tabela 3.8, Montgomery and Peck) A renda mensal
média de vendas de refei¢des (Y), assim como os gastos mensais com propaganda
(X), foram registradas para 30 restaurantes. Um analista de vendas gostaria de
encontrar uma relac&o entre as vendas e os gastos com propagandas.

Os dados coletados estédo disponiveis em na Tabela A.8 no Anexo. (Os valores de Y e X
foram arredondados para facilitar a resolugéo do problema)

a) Faca o diagrama de disperséo de Y versus X e avalie a possibilidade do ajuste de um
modelo de regressao linear.

b) Ajuste o modelo de regressido Y = ;Bo+ﬂ1X + &, encontrando a reta estimada

c) Faga Anadlise dos Residuos do modelo em b). Se existem problemas com as
suposi¢des do modelo de erros normais, quais sao eles?

d) Para corrigir o problema da heterocedasticidade, vamos proceder com a técnica dos
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minimos quadrados ponderados:

d.1) Calcule a estimativa do Erro Puro para cada nivel de X com medidas repetidas
(No MINITAB, use o comando Stat > Basics Statistics > Display Descriptive

d.2) Fagca um grafico de Var(Y|X), as estimativas do Erro Puro encontradas em d.1),
versus nivel de X . Existe relacionamento entre estas duas variaveis? Se sim, de que
tipo?

d.3) Crie uma coluna de pesos e coloque o inverso da coluna X . Por que usar o
inverso de X como peso? (Pense no relacionamento encontrado em d.2) e nos exemplos
utilizados em sala).

d.4) Use os pesos construidos em f) para ajustar o modelo em b). (No MINITAB, na
janela Regression, botdao Options, selecionar a coluna com pesos no espago weights. Nao
se esqueca de guardar os residuos e os preditos).

e) Analise dos Residuos: Crie uma coluna com a multiplicagdo da coluna de residuos
pela coluna da raiz quadrada dos pesos. Faca o mesmo com a coluna dos preditos e
com a coluna dos valores de X.

f) Faca o grafico de residuos transformados versus preditos transformados. O problema
da homocedasticidade foi resolvido?

g) Caso nado haja problemas em i), construa a Tabela Anova e faga o teste da Falta de
Ajuste da Tabela Anova.

h) Caso n&do haja problemas no teste de falta de ajuste, faga o teste F da regressao
(escreva as hipoteses nula e alternativa de cada teste).

i) Utilize agora a transformac&o raiz quadrada em Y e ajuste o modelo de regressao
linear, fazendo a analise de residuos . Esta transformacdo resolve o problema da
heterocedasticidade?

j) Analisando o valor do R? compare o ajuste do modelo em b) feito via minimos
quadrados ponderados com o ajuste feito via transformacdo “raiz quadrada” em Y.
Por que ndo podemos comparar os valores do MSResidual?

- Parte 4 — Multicolinearidade e Analise de Variancia via Analise de
Regressao

1) (Multicolinearidade) Um grupo de estudantes participou de um experimento simples:
cada estudante teve anotado sua altura (height), peso (weight), sexo (sex) , habito de
fumo (smokes), nivel de atividade usual (activity) e pulso em repouso. Depois, eles
correram no lugar durante um minuto e o pulso foi novamente medido. O objetivo é
saber como predizer a medicdo do pulso depois da corrida através das variaveis
medidas. Os dados estdo na Tabela A.9 no Anexo.

13



Pulse1 - pulso antes da corrida (em batidas por minuto)

Pulse2 - pulso depois da corrida (em batidas por minuto)

Smokes - 1=fuma regularmente ; 2 = nao fuma regularmente

Sex - 1=homem 2 = mulher

Height - altura (em polegadas)

Weight - Peso (em libras)

Activity - Nivel de atividade fisica: 1 =leve 2 = moderado 3 = intenso

a) Ajuste um modelo de regressao linear, entrando sequencialmente com as variaveis:
pulse1, Sex, height, weight, smokes, activity. A cada entrada de variavel, faga o teste
F seqiiencial, avaliando a Soma de Quadrados Extra devida a variavel que esta
entrando . Avalie os VIF's (fatores de inflagdo da variancia). (No MINITAB, janela
Regression, botao Options).

b) Ajuste o modelo de regressdo somente com as variaveis que deram contribuicao
significativa para a Soma de Quadrados de Regressdo, avaliando também os VIF's.
Ha indicacao de problemas de multicolinearidade das variaveis explicativas?

¢) Interprete o modelo ajustado em b).

2) (Analise de Variancia via Analise de Regressao)

Pulse1 pulso antes da corrida (em batidas por minuto)
Activity Nivel de atividade fisica: 1 =leve 2 = moderado 3 = intenso

Com os dados do exercicio 1, vamos verificar se o pulso médio varia conforme o
nivel de atividade. Ou seja, devemos comparar a média do pulso em trés grupos de
individuos.

A hipétese nula é a de que o pulso médio € igual nos trés grupos , e a hipdtese alternativa
€ a de que pelo menos um dos grupos tem média diferente.

Estas sdo as hipoteses usadas na técnica de Analise de Variancia, que pode ser realizada
através de um modelo de regressdo. Vejamos como:

a) Ajuste um modelo de regressao (com intercepto) da variavel pulse1 em fungdo da
variavel activity. Lembre-se de que a variavel activity € qualitativa e tem trés niveis.
Construa a Tabela Anova e teste a significancia desta regressao, através do teste F.
Em caso de rejeicao de H,, teste a significancia de cada coeficiente em separado
através do teste t.

b) Interprete o modelo ajustado. Qual é a diferenga média entre o pulso de individuos do
grupo de atividade fisica leve e o pulso de individuos do grupo de atividade fisica
moderada ? E entre individuos do grupo de atividade fisica leve e os de atividade
intensa? E entre os dos grupos moderada e intensa? (se a regressao nao for
considerada significante, essa interpretagao servira como pratica).

c) Com o teste F em a), existem evidéncias estatisticas suficientes contra a hipétese de
igualdade entre o pulso médio dos trés grupos?

d) Utilizando a técnica da Analise de Variancia, responda novamente a questdo c).
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e) Compare a tabela ANOVA de d) com a tabela ANOVA de a). O que se pode concluir?

- Parte 5 — Regressao Polinomial

1) (Adaptacdo de Montgomery and Peck, 2" Edigdo : Modelos Polinomiais) O nivel de
carbonagao (gas) de um refrigerante € afetado pela temperatura do produto e pela
pressdo da maquina que enche as garrafas. Para estudar este processo, foram
coletados dados em 12 situagdes, que estdo disponiveis na Tabela A.10 no Anexo

Y - carbonacéo da bebida
X - temperatura da bebida
Z - Pressao da maquina que enche a garrafa

a) Centralize as variaveis explicativas (X e Z) em torno de suas médias (No MINITAB,
use o menu Calc ou o0 menu Edit > Command Line Editor com os seguintes comandos
let c4 = c2-mean(c2) e let ¢ = c3-mean(c3) , onde c2 e c3 s&o as colunas quem
contém X e Z, respectivamente).

b) Faca um diagrama de dispersdo de Y e X e outro para Y e Z, usando as variaveis
centralizadas criadas em a). Com qual das duas variaveis (X ou Z) o relacionamento
de Y parece ser mais forte? De que tipo parece ser este relacionamento?

c¢) Com a variavel explicativa escolhida em b), ajuste um modelo de regressao linear
simples. Faca o grafico de residuos versus preditos. Ha algum problema com este
grafico?

d) Acrescente o termo quadratico ao modelo ajustado em c), guarde os residuos e faga
novamente o grafico de residuos versus preditos. O aspecto do grafico melhora em
relacdo ao do grafico em c)?

e) Teste a contribuicdo do termo quadratico para a soma de quadrados de regressao
através do teste F sequencial.

f) Faca um grafico dos residuos do modelo em d) versus a variavel explicativa
(centralizada) que ficou de fora (X ou Z). Ha algum padréo neste grafico?

g) Acrescente a variavel utilizada em f) (centralizada) ao modelo em d). Teste a
contribuigdo desta variavel para a soma de quadrados de regressao atraves do teste F
sequencial. Ela é significante? Em caso negativo, retire-a do modelo.

h) Ao modelo escolhido em g), acrescente o termo de interacdo entre X e Z
(centralizado)(comando: let c10 = c4*c5, onde c4 e ¢5 sdo as colunas quem contém X
e Z centralizadas, respectivamente). A contribuicdo do termo de interagao para a soma
de quadrados de regressao € significante (use o teste F sequencial) ? Em caso
negativo, retire-o do modelo.

i) Para o modelo escolhido em h), faca a andlise de residuos completa (graficos de
residuos, probabilidade normal, testes, se possivel, pontos de influéncia,
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multicolinearidade (VIF's) ).
j) Faca o teste de falta de ajuste, se possivel.

k) Caso o modelo passe pelo teste em j), faga o teste F da regressdo e, em caso de
significancia estatistica, faga o teste t individuais.

I) (Utilizando a equagao escolhida) Para uma maquina operando a uma pressao de 23,5
e um produto a temperatura de 30, qual € o nivel de carbonagéo esperado? (Lembre-
se de que o modelo utiliza as variaveis centralizadas)

m) Construa um intervalo de 95% de confianga para o valor de Y, quando X e Z possuem
os valores de |). Para calcular o erro de estimacao, lembre-se de que sera necessaria
a matriz (X’X)™". Para o modelo em h), ela pode ser armazenada em Storage, na janela
Regression. Ela sera armazenada no objeto m1. Para imprimi-lo, va ate o menu Edit >
Command Line Editor com o seguinte comando: print m1.

OBS: O MINITAB possui a janela do PROJECT MANAGER (gerenciador do projeto) onde
estdo as informagdes sobre todo o projeto: planilhas, colunas, objetos (constantes e
matrizes). Além disto, é nesta janela onde podemos escrever informagdes sobre o projeto,
descrigdes das colunas e objetos. Esta janela esta sempre ativa no modo minimizado.
Para vé-la, uma opcgéo é minimizar todas as outras janelas, localiza-la e maximiza-la.
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s Exercicios de Revisdo de Regressdo Multipla

Considere o modelo de regressao linear multipla, Y =XB +¢ ,onde Y, X, B e € séo
vetores ou matrizes.

1) Se dispomos de 100 “individuos” com observacbes em 5 variaveis consideradas
explicativas, mais a variavel resposta, quais sdo as dimensées de Y, X,Bee ?

2) Qual é o método utilizado para estimar o vetor B? Para utilizar este método, é
necessario supor alguma distribuigdo para a variavel resposta Y? Em caso positivo,
qual distribuigao?

3) Quais sédo as suposicoes feitas pelo modelo de erros normais? O que estas
suposi¢oes acarretam para Y?

4) Considerando o modelo de regressao linear multipla, em que situacdo € possivel
realizar um teste de falta de ajuste (“lack-of-fit’) e qual é objetivo deste teste?

5) Quais os procedimentos graficos podem ser usados para verificar as suposi¢coes
enumeradas no item (3) ? Que outros graficos podem ser feitos na andlise de
residuos?

6) Quais sao as hipéteses nula e alternativa do teste F da tabela ANOVA ?

7) (Soma de Quadrados Extras ; Testes F sequenciais). Pensando num modelo de
regressao linear com trés variaveis explicativas (X1, X2 e X3) e n observagdes, como
montar a tabela ANOVA com a decomposi¢cdo da soma de quadrados da regresséo
(SSReg) abaixo?

Expliqgue como obter as SSReg’s da tabela, quais seriam os respectivos graus de
liberdade (g.l.), como obter os MS (quadrados médios) e as respectivas estatisticas F.

Fonte SS gl MS F

Regressao
(X1, X2, X3)

X1
X2 | X1
X3 | X1, X2

Residuo (Erro)

Total

8) Quais as hipdteses nula e alternativa de cada um dos testes F da tabela ANOVA em
(7)?

9) O que é multicolinearidade e o que este problema pode causar na analise de
regressao?
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10) Quais sao os tipos de pontos de influéncia e como detecta-los?

11) Em qual(is) situacdo(ées) é indicado o uso do Método dos Minimos Quadrados
Ponderados (MQP) ao invés do Método dos Minimos Quadrados Ordinarios (MQO) na
estimagdo da equacao de regressao? Qual é a diferenga entre os dois métodos?
Quais sao as consequéncias de se usar o MQO quando o MQP seria 0 método
indicado?

12) Compare a transformacéao de Box-Cox e o MQP como alternativas para estabilizar a
variancia dos erros, citando vantagens e desvantagens.

13) Quais sédo as vantagens da centralizagcado das variaveis explicativas em suas médias
para a estimacao dos parametros da regressao ? (Pense em termos da matriz (X’X) )
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e Respostas:

s Regresséo linear simples:

- Parte 1

1) Utilizando os dados da Tabela A.1 no Anexo. (pagina 51, Draper & Smith, 3 ed.) :

a) Faca o diagrama de disperséo.

b) Ajuste o modelo de regressao Y = ;BﬁﬂlX + &, encontrando a reta estimada.

Y2.1

plot x2.1 vs y2.1

Regression Plot
Y2.1=1,42564 + 0,315786 X2.1

$=0,852955 R-Sq=265% R-Sq(adj)=23,0%
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c) Construa a Tabela de Analise de Variancia e calcule o R?.

Analysis of Variance

Source DF
Regression 1
Residual Error 21
Total 22

SS

5,4992
15,2782
20,7774

MS F
5,4992 7,56
0,7275

O valor de R? é: 26,5% .

d) Retire o par de observagdes no. 16 (Y=5.9 ; X = 6.7) e refaca os itens de a) a c).

plot x2.1 vs y2.1

Regression Plot
Y2.1 =1,83833 + 0,188134 X2.1

R-Sq=16,5%

R-Sq(adj) = 12,4 %

a)
35 —
o
> 25 —
L]
L]
1,5 —
T
1
b)
S = 0,658459
3,5 —
o
> 25—
e
1,5 — (]
T T
1 2
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c)

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 1,7182 1,71818 3,96288 0,060
Error 20 8,6714 0,43357

Total 21 10,3895

R?=16,5% .

e) Comparando somente os valores de R2, quais dos dois modelos € o melhor? O par de
observacdes n° 16 influencia a qualidade do ajuste ?

Observando-se apenas os valores dos coeficientes de determinagcdo dos dois
modelos, vé-se que o modelo relativo a questdo (b) € melhor, pois este apresenta maior
R2 (26,5%). Pode-se notar ainda que, pelo fato de haver ocorrido mudangas
significativas na regressdo como um todo, a observagao que foi retirada foi modelo estava
influenciando o mesmo. Note que esta influencia é negativa, pois houve um decréscimo
no valor do R2 e um aumento no valor P da regressdo. Neste caso seria melhor estudar a
possibilidade de se retirar a observacao influente do modelo.

2) Os dados deste exercicio sao do exercicio K (Capitulo 3) do livro de Draper & Smith e
estdo na tabela A.2 no Anexo. A variavel resposta (Y.3K) representa a porcentagem de
amendoins nao-contaminados por certo fungo em um lote e a variavel explicativa
(X.3K) representa a quantidade média de uma substéncia quimica para evitar
contaminagao em cada 60 gramas de amendoins.

a) Faca o diagrama de dispersao.

0,8 — -

Y.3K

0,7 —

0,6 —

b) Ajuste o modelo de regressao Y = fy + X + ¢, encontrando a reta estimada.

A reta estimada é: Y.3K = 1,00 - 0,00290 X.3K
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Regression Plot
Y.3K=1,00210 - 0,0029035 X.3K
$=0,0393282 R-Sq=82,9% R-Sq(adj) =823 %

Y.3K

0 éo 100
X.3K

c) Construa a Tabela de Analise de Variancia e calcule o Ra.

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 0,23915 0,23915 154,62 0,000
Residual Error 32 0,04949 0,00155

Total 33 0,28864

O valor do R, é: 82,9%

d) Este conjunto de dados possui dois niveis de X com medidas repetidas (X = 18,8 e X =
46,8). Entretanto, alguns niveis de X tem valores “muito préximos” que, na pratica,
poderiam ser considerados “iguais” e, assim, os valores de Y nestes niveis poderiam
ser considerados medidas repetidas. Sao eles:

X=93:99

X=123:125e 12,6

X=18,8;18,8;18,9

X=217:219

X =46,8 ; 46,8 (estes sdo realmente medidas repetidas)
X=706;71,1;71,3

X=83,2;83,6.

e) Considere os valores de Y nestes niveis como sendo medidas repetidas e calcule a
soma de quadrados do erro puro (SSErroPuro). Este valor é , claro, uma aproximacao.
Encontre também os graus de liberdade desta soma

SSErroPuro = 0,01678
Graus de liberdade = 10
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f) Construa a nova Tabela de Analise de Varidncia, agora com a SSResidual
desmembrada em SSErroPuro e o SSL (SS da falta-de-ajuste). Faga o teste F da falta-
de-ajuste.

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 0,23897 0,23897 153,95 0,000
Residual Error 32 0,04967 0,00155
Lack of Fit 22 0,03289 0,00150 0,89 0,610
Pure Error 10 0,01678 0,00168
Total 33 0,28864

Teste de Falta de Ajuste:

H,: Néo ha falta de ajuste
H.: Ha falta de ajuste

O valor observado de F foi de 0,89.
Regiéo Critica = {F: F > 2,7740} , Nivel de significancia = 0,05.

Como 0,89 néo esta na regido critica, entdo pode-se afirmar que o modelo ndo apresenta
falta de ajuste.

g) Caso o teste F da falta-de-ajuste seja nao-significante, faga o teste F geral.

Ho: p1 =0, isto é, o modelo ndo é razoavel
H.: p1 =0, ou seja o modelo é razoavel .

O valor observado de F foi de 153,95.
Regiéo Critica = {F: F > 4,1709} , Nivel de significancia = 0,05.

Como néo esta na regido critica, entdo se pode afirmar que o (1 é diferente de zero,
logo o modelo parece descrever bem os dados.

h) Interprete os coeficientes da reta de regresséo.

Caso a quantidade média de uma substancia quimica para evitar contaminagdo em
cada 60 gramas de amendoins seja igual a zero, teremos 100% de amendoins
contaminados.

E para cada aumento de uma unidade na quantidade meédia da substancia quimica
para evitar contaminagdo havera um decréscimo de 0,00290 na porcentagem de
amendoins ndo contaminados em um lote.
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- Parte 2

1) Utilizando os dados da Tabela A.3 do Anexo. (Exercicio V, capitulo 3, Draper & Smith,
3 ed., pagina 1095) :

Variavel Resposta: Y = tamanho da “linha da vida” da mao esquerda (em cm) ;
Variavel Explicativa: X = idade da pessoa ao morrer (em anos);

a) Faca o diagrama de disperséo.

Grafico de dispersao: Y vs. X

13 .
12 — ]
L
1 . .
10_ L] -.l
L] . L] f e o
> o | R N
..- ae
8 — e T
7_ L]
L]
6 — .

b) Ajuste o modelo de regressao Y = fy + 51X + ¢, encontrando a reta estimada.

Regression Plot
Y = 9,93042 - 0,0109873 X
S=126846 R-Sq=15% R-Sq(adj)=0,0%
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c) Construa a Tabela de Analise de Varidancia com a SSResidual desmembrada em
SSErroPuro e o SSL (SS da falta-de-ajuste). Faga o teste F da falta-de-ajuste.

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 1,178 1,178 0,73 0,397
Residual Error 48 77,232 1,609
Lack of Fit 29 45,777 1,579 0,95 0,557
Pure Error 19 31,455 1,656
Total 49 78,410

Teste de Falta de Ajuste:

H,: Néo ha falta de ajuste
H,: Ha falta de ajuste

Observando que o P-valor da falta de ajuste é de maior que 0,05 (0,557), conclui-
se que o modelo ndo apresenta falta de ajuste.

d) Faca o teste F da regressao (Escreva hipdteses nula e alternativa, faga o teste e
conclua).

H,: p1 = 0, isto é, o modelo n&o é razoavel
Ha.: p1 =0, ou seja o modelo é razoavel .

Sendo o P-valor da regressao igual a 0,397, isto é, maior que 0,05, verifica-se que o
modelo ndo é razoavel, pois p1, que é o pardmetro mais importante do modelo, é igual a
zero.

e) Calcule o valor de R? e o valor de max(R?) e faca a interpretacdo de R?.

R?=1,5%

Max(R?) - 1 — SSerropuro = 0,4012
SStotal

Ro/Max(Rz) = 0,03739

Através do valor do coeficiente de determinagcdo vé-se que a variagdo de Y que
explicada pela reta de regressé&o é muito pequena.
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f) Verifique a suposi¢ao de normalidade dos residuos através do grafico de probabilidade
Normal.

Normal Probability Plot

,999
99 -
95 -
2 80
® 50 -
Ne]
e 20 -
o
,05 +
01 4
,001
-3 2 -1 0 1 2 3 4
RESI1 ) )
Average: 0,0000000 Anderson-Darling Normality Test
iDev: 1,25545 A-Squared: 0,613
’ P-Value: 0,105

Teste de Normalidade:
H,: Os residuos seguem a distribuicdo normal
H,: Os residuos ndo seguem a distribuigcdo normal

Como o P-valor do teste de Anderson —Darling foi maior que 0,05 pode-se admitir que
os residuos s&o normalmente distribuidos.

g) Faca o teste da homogeneidade do erro puro (Bartllet e Levene).
Como fazer o teste:

1°) Ir em : STAT > ANOVA> TEST FOR EQUAL VARIANCES
2°) em seguida aparecera a Janela:

x|

C1 OBS Response: [FZERE
c2 X
C3 ki
4 RESI1 Factors: X |=]
C5 FITS1

Confidence level: 95.0

Title: |

Select | Storage... |
Help | Ok I Cancel |

26



Na qual basta colocar a coluna dos residuos no local escrito Response e selecionar
a coluna com a variavel X onde esta escrito Factors.
A saida sera parecida com a abaixo, porém com alguns detalhes a mais.

H,: Os residuos tém variancia constante.
H,: Os residuos ndo tém variéncia constante.

Bartlett's Test

Test Statistic: 16,228
P-Value : 0,181

Levene's Test

Test Statistic: 1,239
P-Value : 0,328

Como nos dois testes a probabilidade de significancia foi maior que 0,05 a hipotese de
que 0s erros possuem variancia constante néo foi rejeitada.

h) Analise os graficos de residuos apropriados.

Residuos vs. valores ajustados

(response is Y)

4 L ]
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Residuos padronizados vs. valores ajustados

(response is Y)

Standardized Residual

I I I I I I I I
9,0 9,1 9,2 9,3 9,4 9,5 9,6 9,7

Fitted Value

9,8

Obs.: os asteriscos
representam os
pontos que estao fora
do intervalo (-2, 2).

Analisando-se o gréfico dos residuos versus os y, vé-se que parece existir um dado
atipico, o que pode estar influenciando a variancia dos residuos, fazendo com que esta
pareca ndo ser constante. Ainda através da analise deste grafico nota-se que existe uma
tendéncia ndo linear dos residuos. Pelo grafico dos residuos padronizados contra os y
percebe-se que existem 4 pontos (ou seja, 8% dos dados) que estéo fora do intervalo (-2,
2), como esta porcentagem €& maior que 5% isto poderia estar comprometendo a
normalidade dos residuos. O que nao acontece, como pode ser averiguado pelo
histograma dos residuos (que esta de acordo com o teste de normalidade realizado no
item(f)). Sendo assim estas observagbes podem ser atipicas ou apresentarem algum

outro problema.

i) Reporte os possiveis problemas encontrados na analise dos residuos (itens f, g e h) .

Os residuos ndo apresentaram grandes problemas, porém existem algumas
observagbes que podem estar prejudicando o modelo, principalmente no que se trata a
variancia, como foi destacado no item anterior.

j) Facaoteste Ho: Bo =0 contra Ha: Bo#0.

Ho.'ﬂ():o

Ha..ﬂ0¢0

The regression equation is
Y = 9,93 - 0,0110 X
Predictor Coef
Constant 9,9304

X -0,01099

SE Coef T
0,8747 11,35
0,01284 -0, 86

P
0,000
0,397

Como o P-valor de p, € aproximadamente zero pode-se dizer que esse parémetro é

significante para o modelo.

28




f) A partir de suas analises nos itens anteriores, conclua sobre a relagao entre Y e X.

A relagdo entre X e Y nédo é claramente linear como pode ser visto no grafico de
disperséo. Isto pode ser explicado pelo fato de haver alguns dados muito afastados da
nuvem de pontos. O que atrapalha também na detec¢do de uma relagéo clara entre as
variaveis em questdo. Na verdade, ndo parece existir relacionamento algum entre Y e X.

- Parte 3 — Regressao Simples e Regressao Inversa

1) Num estudo retrospectivo sobre a possivel relagéo entre “o tempo de utilizagdo de um
plano de previdéncia” e o “tempo de contribuicdo do beneficiario” , ambos medidos em
meses, uma amostra de 100 beneficiarios de um plano de previdéncia tiveram essas
duas variaveis registradas.

Variavel resposta: Y = tempo de contribuicdo, em meses.
Variavel explicativa: X = tempo de utilizagdo do beneficio, em meses (tempo entre a data
da aposentadoria e a data do falecimento do beneficiario).

a) Faca o diagrama de disperséo.

355 —

[] []
L] L] L] L]
350 — s ssses ssses .
[] s s sss s ss e s s s
> - = = ss L) .
e e o8 sses s s
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345 — [ ] s es s 8 @8 [ ]
. .
[

L]
T T T T T T T
90 100 110 120 130 140 150

X

b) Ajuste o modelo de regressao linear adequado, encontrando a reta estimada.

Regression Plot
Y = 361,246 - 0,111900 X
S=1,90148 R-Sq=288% R-Sq(adj) =28,1%

354 —

349 —

344 —|
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c) Construa a tabela de analise de varidncia com a SSresidual desmembrada em
Sserropuro e o SSL (SS da falta de ajuste). E faga o teste da falta de ajuste.

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 143,46 143,46 39,68 0,000
Residual Error 98 354,33 3,62
Lack of Fit 40 89,03 2,23 0,49 0,991
Pure Error 58 265,30 4,57
Total 99 497,79

Teste de Falta de Ajuste:

H,: Néo ha falta de ajuste
H,: Ha falta de ajuste

Como o Valor P do teste é maior que 0,05 pode-se dizer que o modelo ndo
apresenta falta de ajuste.

d) Faca o teste F da regressdo (escreva a hipotese nula e alternativa, faga o teste e
conclua).

Ho.. ﬂ1 = 0
Ha.. 181 Z 0

Observa-se que a probabilidade de significancia deste teste é inferior a 0,05, o que
nos possibilita afirmar que o modelo ajustado é razoavel, pois a hipotese de que S; = 0 foi
rejeitada.

e) Calcule o valor de R? e do max(R?) e faga a interpretagéo do R?.

max(R?) = 0,4670.
R? = 28,8%.

R¥max(R?) = 0,288/0,4670 = 0,6166
Apesar do modelo ndo apresentar falta de ajuste o valor do coeficiente de

determinagédo é razoavel, pois a porcentagem da variabilidade de Y que é possivel de ser
explicada por X vale 61,66%.
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f) Verifique a suposi¢cao de normalidade dos residuos através do grafico de probabilidade
Normal.

Normal Probability Plot
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RESI1
Anderson-Darling Normality Test
A-Squared: 0,218
P-Value: 0,836

Average: -0,0000000
StDev: 1,89185
N: 100

g) Faca o teste da homogeneidade do erro puro (Bartlet e Levene).

H,: Os residuos tém variancia constante.
H,: Os residuos ndo tém variancia constante.

Bartlett's Test

Test Statistic: 19,981
P-Value 0,832
Levene's Test

Test Statistic: 0,631
P-Value 0,904

E possivel afirmar que os residuos possuem homocedasticidade, pois ambos P-
valores, do teste de Bartlet e do teste de Levene, sGo maiores que 0,05.

h) Analise os graficos de residuos apropriados.

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y)
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Através do histograma acima verifica-se que o0s residuos s&o normalmente
distribuidos. Pelo primeiro grafico apresentado nesta questdo pode-se considerar que 0s

Standardized Residual

Frequency

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y)

I I I I I I I
345 346 347 348 349 350 351

Fitted Value

Histogram of the Residuals

(response is Y)

20 —

Residual

residuos possuem uma variancia razoavelmente constante.

i) Reporte os possiveis problemas encontrados na analise de residuos.

Os residuos ndo apresentaram problemas, pois as analises anteriormente feitas
mostraram que eles sdo normalmente distribuidos, razoavelmente homocedasticos e
aleatorios.

j) Faca o teste Ho: o =0 contra Ha : # fBo -

Ho.' ﬂo =0
Ha.. ﬂo z 0

Ao analisar-se o P-valor de [, vé-se que esse é aproximadamente zero, logo a

hipdtese de que py é igual a zero pode ser refutada.




k) A partir das suas analises anteriores conclua sobre a relagao entre Y e X.

A relacdo entre X e Y parece realmente ser linear, como pode ser verificado pelo
grafico de disperséo, porém nédo € uma relagdo muito forte.

I) Regresséo inversa: como o estudo foi retrospectivo, a partir do falecimento do
beneficiario foi possivel estabelecer o valor da variavel explicativa e, entdo o valor da
resposta para aquele nivel ad variavel explicativa. Porém, na pratica, gostariamos de
estudar a relagao inversa, ou seja, a partir do tempo de contribuicdo gostariamos de
predizer o tempo de uso do beneficio. Deste modo, usaremos a regresséo inversa.

I.1) A partir da reta estimada em (b), estabeleca a equacéo da regresséo inversa, Isto é, X
como funcdo de Y.

361,246 -1,
A equagdo de regressdo inversa é: “° (112

1.2) Dado o valor do tempo de contribuicdo igual a 348 meses, estime o valor médio do
tempo de uso do beneficio.

O valor médio do tempo de uso do beneficio (X ) é: 118,268

1.3) Estabelega o intervalo a 95% de confianga para o tempo de uso do beneficiario
quando o tempo de contribuigao for igual a 355 meses.

1
. Y, X)) |2
ic= %+, 2QMR(1+1+M”

S~ ; n Sxx

Sendo )?0 =565,7678, Sxx = 11457,04 e t,» n2= 1,96 , temos que:

ICos9 = [16,8285; 94,7071]

- Parte 4

1) Um investigador deseja estudar a possivel relagdo entre os salarios e o tempo de
experiéncia no cargo de gerente de agéncias bancarias de uma grande empresa. Além
disto, gostaria de saber se ha diferencas quando sdo levados em conta homens e
mulheres separadamente. Os dados coletados estao disponiveis na Tabela A.5 no
Anexo e a descri¢do do banco de dados segue abaixo.

Variavel Resposta: - Salario, em mil reais ;
Variaveis Explicativas: - Experiéncia = tempo de trabalho no cargo, em anos
completos ;

- Sexo = sexo do empregado (0 — feminino ; 1 — masculino) .
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a) Faca o diagrama de dispersao do salario versus experiéncia e avalie a possibilidade
do ajuste de um modelo de regresséo linear.

salario

0 10 20 30
experiencia

b) Ajuste o modelo de regressao Y = 3 + 1X + ¢, sendo X a variavel “experiéncia” ,
encontrando a reta estimada.

The regression equation is

salario = 1,83 + 0,0998 experiéncia

c) Construa a Tabela de Analise de Variancia e calcule o valor de R?.

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 18,154 18,154 453,77 0,000
Residual Error 25 1,000 0,040
Lack of Fit 18 0,560 0,031 0,49 0,892
Pure Error 7 0,440 0,063
Total 26 19,154
S = 0,2000 R-Sq = 94,8% R-Sg(adj) = 94,6%

Max(R?) = 1— (0,440/19,154) = 1—0,0229 = 0,977

0,948/0,977 = 0,97 (a variavel experiéncia explica 97% da variabilidade dos salarios que
pode ser explicada).
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d) Verifique a suposi¢ao de normalidade dos residuos através do grafico de probabilidade
Normal.

Teste de Normalidade

Probability
3

-06 -05 -04 -03 -02 -01 00 01 02 03

RESI1 ) )
Average: -0,0000000 Anderson-Darling Normality Test

StDev: 0,196133 A-Squared: 0,790
N:27 P-Value: 0,035

P-valor do teste Anderson-Darling = 0,035 (a hipotese de normalidade dos
residuos é rejeitada a 5%)

e) Analise o grafico residuos versus ajustados (preditos). Os residuos parecem se
distribuir aleatoriamente em torno do valor zero?

Residuals Versus the Fitted Values

(response is salario)
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Né&o, ha agrupamentos de residuos, ora acima de zero, ora abaixo de zero.

f) Analisando as respostas aos itens d) e e€), o modelo ajustado em b) parece ser
adequado?

Né&o, pois a suposi¢gbes de normalidade foi violada e ha indicios de que os residuos
néo se distribuem aleatoriamente em torno do valor zero, existindo relagdo entre eles e os
valores ajustados.
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g) Analise o grafico residuos versus sexo. O que se pode concluir?

Residuals Versus sexo

(response is salario)
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Existe clara correlag&o entre os residuos e a informagdo sobre o sexo do empregado.
h) Para cada sexo separadamente, repita os itens de b) a e).

Sexo feminino:

The regression equation is

salario 0 = 1,97 + 0,0722 experiencia O

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 1,96844 0,05877 33,49 0,000
experien 0,072199 0,005199 13,89 0,000
S =0,1114 R-Sg = 94,6% R-Sg(adj) = 94,1%

Max(R?) = 1— (0,0022/2,5296) = 0,999
0,946/ 0,999 = 0,9469

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 2,3931 2,3931 192,82 0,000
Residual Error 11 0,1365 0,0124
Lack of Fit 9 0,1343 0,0149 13,63 0,070
Pure Error 2 0,0022 0,0011
Total 12 2,5296

Comentarios : o problema da normalidade dos residuos foi corrigido, mas ainda ha
problemas com a distribuicdo dos residuos em torno do zero, que ndo parece ser
aleatoria.

36




Teste de Normalidade p/ mulheres
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P-Value: 0,856

Residuals Versus the Fitted Values
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Sexo masculino :
The regression equation is
salario 1 = 1,98 + 0,0983 experiencia 1
Predictor Coef SE Coef T P
Constant 1,97753 0,06122 32,30 0,000
experien 0,098261 0,003102 31,68 0,000
S = 0,09206 R-Sg = 98,8% R-Sg(adj) = 98,7%
Max(R?) = 1 - (0,0061/8,6073) = 0,999
0,988/ 0,999 = 0,9887
Analysis of Variance
Source DF SS MS F P
Regression 1 8,5056 8,5056 1003, 54 0,000
Residual Error 12 0,1017 00,0085
Lack of Fit 10 0,0956 0,0096 3,15 0,265
Pure Error 2 0,00061 0,0030
Total 13 8,6073
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Teste de Normalidade p/ homens
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Comentarios : o problema da normalidade dos residuos foi corrigido, mas ainda ha
problemas com a distribuicdo dos residuos em torno do zero, que ndo parece ser
aleatoria.

i) Para cada sexo separadamente, faca o teste F da regresséo (escreva hipoteses nula e
alternativa, faca o teste e conclua).

Sexo feminino :

Ho.: B1 = 0 (A variavel experiéncia ndo explica uma parte significativa da variabilidade dos
saléarios entre as mulheres )

Ha: pr = 0 (A variavel experiéncia explica uma parte significativa da variabilidade dos
salarios entre as mulheres )

Estatistica F da ANOVA = 192,82 .
Comparar com o percentil 95 da F .11 = 4,8443

Rejeitar a Hy, ou seja, existem evidéncias estatisticas de que a regressdo dos
salarios na variavel experiéncia ¢é significante a 5% no grupo das mulheres.
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Sexo masculino :

Ho: 1 = 0 (A variavel experiéncia néo explica uma parte significativa da variabilidade dos
salarios entre os homens )
Ha: pr = 0 (A variavel experiéncia explica uma parte significativa da variabilidade dos
salarios entre os homens )

Estatistica F da ANOVA = 1003,54 .
Comparar com o percentil 95 da F 1.1, = 4,7472

Rejeitar a Hy, ou seja, existem evidéncias estatisticas de que a regressdo dos salarios
na variavel experiéncia é significante a 5% no grupo dos homens.

j) Compare os valores de R? dos modelos em separado com o valor calculado em c) O
que se pode concluir?

Modelo R? / max(R°)
Geral 0,977
Homens 0,989
Mulheres 0,947

Em termos de R?, houve um pequeno ganho no grupo de homens em relag&o ao
modelo geral, mas uma pequena perda no grupo de mulheres.

k) Faca a mesma comparagao usando o valor do MSResidual das tabelas ANOVA.
Lembre-se de que o MSResidual é a estimativa da variancia da resposta (Utilize o
conceito de desvio-padrao, se achar mais facil sua analise).

Modelo MSResidual ( s)
Geral 0,040 (0,200)
Homens 0,0085 (0,092)
Mulheres 0,0124 (0,111)

Os dois modelos, tanto para homens, quanto para mulheres, conseguiram uma redugao
na variancia, evidenciando que uma parte da variancia dos salarios pode ser explicado
pelo sexo do empregado. A redugéo foi maior entre os homens.

I) Interprete a reta de regresséo estimada para cada sexo e tire suas conclusdes sobre a
relacao entre “salario” e “experiéncia” para os gerentes de banco desta empresa.

As retas sdo

Sexo feminino
salario 0 = 1,97 + 0,0722 experiencia 0

Sexo masculino
salario 1= 1,98 + 0,0983 experiencia_1

O intercepto é praticamente o mesmo para ambos 0S grupos, indicando que um
empregado com menos de um 1 ano de experiéncia ganha, em média, 1,97 mil reais
(mulheres) e 1,98 mil (homens) .

39



Ja o coeficiente angular mostra uma maior inclinagdo da reta para o grupo de
homens, indicando que, para um mesmo ganho na experiéncia, o aumento médio no
salario dos homens € maior do que das mulheres. No grupo de mulheres, a cada ano de
experiéncia, ha um aumento médio no salario de R$72,20. No grupo de homens, este
aumento é R$98,30.

Obs: ainda ha problemas nos modelos separados, como vimos na analise de residuos.
Uma das maneiras de solucionar é tentar um modelo de regressdo mdltipla, onde iremos
considerar a interagdo entre a experiéncia e o sexo do empregado.

Y = By + [i(experiéncia) + BA(sexo) + [(sexo*experiéncia) + erro

- Parte 5 — Modelo sem Intercepto e Variaveis Dummy

1) Considere o conjunto de dados da Tabela A.6 no Anexo.

Para se estudar a influéncia das variaveis “capital investido” e “gasto em
publicidade” no lucro anual de empresas, foram observadas essas variaveis em doze
empresas em um mesmo ano. Os seguintes resultados foram registrados, na unidade de
100 mil reais.

Variaveis:
Y — Lucro anual
X1 — Capital
X2 — Publicidade

a) Ajuste o modelo de regressé@o Y = Sy + X2 + &

Regression Plot
y =1,01599 + 2,62345 x2
$=3,57791 R-Sq=716% R-Sq(adj) = 68,8 %

20 —

> 10 —
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b) Construa a Tabela de Analise de Variancia, calcule o valor de R? faca o teste de falta
de ajuste (se possivel)?.

R?=71,6%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 322,90 322,90 25,22 0,001
Residual Error 10 128,01 12,80
Lack of Fit 5 7,51 1,50 0,06 0,996
Pure Error 5 120,50 24,10
Total 11 450,92

Teste de Falta de Ajuste:

H,: Ndo ha falta de ajuste
H.: Ha falta de ajuste

Como o P-valor da falta de ajuste é maior que 0,05 pode-se dizer que o modelo
né&o apresenta falta de ajuste.

¢) Caso nao haja problemas com o teste da falta de ajuste , faga o teste F da regressao
(escreva hipoteses nula e alternativa, faga o teste e conclua).

Ho.' ,51 =0
Ha.' ﬂ1 =0

Sendo a probabilidade de significancia da regressdo maior que 0,05, é possivel
afirmar que f; ndo é zero, isto &, o modelo de regressdo ajustado é razoavel.

d) Teste a significancia do intercepto do modelo (teste -Student ou intervalo de
confianga. Escreva hipoteses nula e alternativa, faga o teste e conclua).

Ho.. ﬂo = 0
Ha.. ﬂo Zz 0

Estatistica t-student = 0,48
Regiéo Critica ={t e R: t >2,228 ou t <-2,228}

A 5% de significancia, pode-se afirmar que o intercepto do modelo é igual zero, ou
seja, 0 mesmo ndo é importante para o modelo.

e) Ajuste o modelo de regressdo sem o intercepto. Y=,X,t¢ .

The regression equation is:
y = 2,84 x2

2 Por questdes diddticas, estamos omitindo a etapa de andlise dos residuos, que viria antes da utilizacdo de
qualqguer teste.
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f) Note que o MINITAB néo calcula o R? para o modelo sem intercepto. Use ent&o o
valor do MSResidual para escolher entre os dois modelos (com intercepto e sem

intercepto).

Analysis of Variance

Source

Regression

Residual Error

Total

SS MS
1622,1 1622,1
130, 9 11,9
1753, 0

136,30

P

0,000

Nota-se que o MSResidual do modelo sem intercepto € menor que este mesmo
valor para o modelo com intercepto. Isto mostra que realmente foi melhor, neste caso,
retirar fp do modelo.

2) Variaveis Dummy

Suponha que desejassemos estudar a renda (em R$) dos empregados de certo setor em
funcdo de sua experiéncia no cargo em que ocupa (anos) e de seu local de trabalho. No
exemplo utilizado em sala, lidamos com 4 cidades (A, B, C e D) e as variaveis dummies

criadas foram :

Local 1 Local 2 Local 3
Cidade A 0 0 0
Cidade B 1 0 0
Cidade C 0 1 0
Cidade D 0 0 1

a) Suponha que exista uma quinta cidade (Cidade E). Como ficaria a tabela de

codificacado das cidades com a introducao da Cidade E?

Local 1 Local 2 Local 3 Local 4
Cidade A 0 0 0 0
Cidade B 1 0 0 0
Cidade C 0 1 0 0
Cidade D 0 0 1 0
Cidade E 0 0 0 1

b) Considere agora a seguinte codificagéo:

Local 1 Local 2 Local 3
Cidade A 0 0 1
Cidade B 0 1 0
Cidade C 1 0 0
Cidade D 0 0 0
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o modelo :

Salario = By + P experiéncia + Py “local1” + B, “ocal2” + B,; “local3” + erro
e seguinte equacgao de regressao estimada :

Salario = 2,50 + 0,099 experiéncia + 0,55 “local1” + 0,69 “local2” + 0,75 “local3”

Considerando a mesma experiéncia, qual é a diferenca média entre os salarios das
pessoas da:

b.1) cidade AeB = 0,06 (0,75-0,69) = 0,06 (R$6,00 a mais)

b.2) cidade Ae C=0,20 (0,75 - 0,55) = 0,20 (R$20,00 a mais)
b.3) cidade Ae D =0,75 (0,75—-0,00) = 0,75 (R$75,00 a mais)
b.4) cidade Be C = 0,714 (0,69 — 0,55) = 0,14 (R$14,00 a mais)
b.5) cidade Be D = 0,69 (0,69 — 0,00) = 0,69 (R$69,00 a mais)
b.6) cidade C e D = 0,55 (0,565 - 0,00) = 0,55 (R$55,00 a mais)

c) Considere a primeira codificacdo. Suponha que, ao fazermos o teste t-Student para os
parametros do modelo:

A categoria de referéncia é a cidade A .

O parametro 3,; refere a cidade B (local1).
O parametro B, refere a cidade C (local2).
O parametro 3,3 refere a cidade D (local3).

c.1) a hipotese B, =0 ndo seja rejeitada. O que isto significa em termos da comparagao
entre as cidades?

Significa que uma pessoa que mora na cidade B tem o mesmo salario de uma que
mora na cidade A, com o mesmo tempo de experiéncia.

c.2) a hipotese B, =0 ndo seja rejeitada. O que isto significa em termos da comparagao
entre as cidades?

Significa que as pessoas, com o mesmo tempo de experiéncia, que residem nas
cidades A e C ganham o mesmo salario.

¢.3) a hipotese B,; =0 ndo seja rejeitada. O que isto significa em termos da comparagéo
entre as cidades?

Individuos que residem nas cidades A e D e que possuem o mesmo tempo de
experiéncia tem salarios iguais.

d) Pense na primeira tabela de codificagao (local 1, local 2 e local 3). Para representar a
cidade E, uma alternativa a resposta em a) seria fazer “local 1" = 1 ; “local 2" = 1 e
‘local 3" =1 . Considerando os testes de hipdteses para os parametros descritos em c)
, pense em por que este procedimento ndo pode ser adotado (pense na comparagao
entre as cidades quando apenas um parametro nao for considerado significativo)
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ﬂZ] ﬁZZ ﬂZJ
Local 1 Local 2 Local 3
Cidade A 0 0 0
Cidade B 1 0 0
Cidade C 0 1 0
Cidade D 0 0 1
Cidade E 1 1 1

Por que nédo conseguimos comparar as cidades A e E. E ainda cada variavel Local
representa duas cidades, a cidade E e alguma outra.
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% Exercicios de Revisdo de Regresséo Linear Simples

Considere o modelo de regresséo linear simples, Y = g, + S, X +¢ .

1) Qual é a variavel dependente? E qual é a variavel independente? Que outros nomes
sdo usados para se referir a estas variaveis?

- Variavel independente ou variavel resposta =Y
- Variavel dependente ou explicativa ou preditora = X

2) Qual é o método utilizado para estimar 0 e B1? Para utilizar esse método é
necessario supor alguma distribuicdo para a variavel resposta Y? Em caso positivo,
qual é a distribuicao?

O método utilizado para estimar [, e [ € chamado de métodos dos minimos
quadrados. Na verdade, para se usar o método de minimos quadrados ndo é necessario
supor distribuicdo para Y. A distribuicdo é necessaria quando queremos fazer testes e
construir intervalos.

3) Quais as suposigdes feitas pelo modelo de erros normais? O que estas suposi¢coes
acarretam para Y?

E necessario supor que os erros sdo independentes, aleatérios e normalmente
distribuidos com média zero e variédncia o°. Isto implica que os Yi's tenham distribuig&o
normal com médias f3, + B, X, e varidncia constante o°.

4) O que significa “fazer extrapolagdo” no contexto de um modelo de regresséo linear
simples? Cite pelo menos dois riscos desta pratica.

Fazer extrapolagéo significa inferir acerca de valores de X nao contidos na amostra
usada para ajustar o modelo de regresséo. Ao se fazer extrapolagdo pode acontecer do
valor estudado estar muito afastado dos valores da amostra e, desta maneira, ser descrito
por outro modelo, isto é, ter outro comportamento diferente dos dados da amostra.
Acontece também que a varidncia do valor predito fica grande a medida que nos
afastamento do valor médio de X, ficando o intervalo de confianga muito largo e sem
utilidade pratica.

5) Defina o coeficiente de determinacdo (R?) e explique quais valores ele pode assumir.

R?=SQReq ; 0 <sR*<1
SQT

O coeficiente de determinagéo representa a porcentagem da variabilidade de Y que
é explicada pelo modelo de regresséo ajustado.
Em caso de existéncia de medidas repetidas, o valor méximo de R’ é 1 -
(SSErroPuro/SQT).
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6) Em que situagao é possivel realizar um teste de falta de ajuste (“Lack-of-fit”) e qual é o
objetivo deste teste?

E possivel realizar o teste de falta de ajuste quando existem medidas de X
repetidas. Este teste nos permite verificar se a reta de regressao ajustada se “ajusta” aos
dados, ou seja, se o modelo € bom.

7) Quais os procedimentos graficos podem ser usados para verificar as suposigdes
enumeradas no item (2)?

- 0 grafico de probabilidade normal (p/ os erros) — para a verificagdo de
normalidade dos residuos (e assim dos Y;’s)

- Grafico dos residuos vs. a ordem (tempo) de coleta, quando disponivel —
para se constatar a aleatoriedade dos erros ;

- Grafico dos residuos vs. variavel explicativa — para verificar suposi¢cao de
variéncia constante (homocedasticidade) e aleatoriedade dos residuos;

- Grafico dos residuos vs. Preditos — para verificar suposi¢do de varidncia
constante (homocedasticidade) e aleatoriedade dos residuos;

8) Em que situacdo podemos utilizar um teste para a suposigdo de nao auto-correlagéao
entre os erros? Cito dois possiveis testes a serem usados nesta situagao.

Quando a ordem de coleta esta disponivel utiliza-se os seguintes testes:

- Teste de Durbin-Watson
- Teste de corridas

9) Quando ¢ indicado o uso de transformagéo da variavel resposta?
A transformagdo € necessaria nos casos em 0S erros ndo possuem variancia
constante e/ou ndo sdo normalmente distribuidos. E ainda quando a relagdo entre X e Y

nao é linear.

10)Que tipo de transformagéo é feita na variavel resposta no método analitico de Box-
Cox? Exemplifique.

A transformacéo é a seguinte:

A
Vi = Y _%Y’H se A#0

YInY se A=0

Caso o valor de A seja igual a »2, por exemplo, a transformagéo sera Jr .

11) Em que situagao é usada a regressao inversa?

A regressao inversa é feita quando surge a necessidade (por algum motivo) de se
estimar valores para X a partir de em Y conhecido, além de saber os possiveis valores de
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uma variavel Y a partir dos valores de X.

12) Por que o teste F da tabela ANOVA é equivalente ao teste t-student para as hipoteses
Ho: B1 = 0 contra Ha: B1 = 0?7 (Mostre a equivaléncia entre as duas estatisticas de
teste

t= QMR =4 / /’B L S /SQReg Elevando-se ambos lados ao quadrado

2 :SQReg :QMReg _F
OMR OMR
student com n graus de liberdade, quando elevada ao quadrado, passa a ter distribuicdo F

com 1 grau de liberdade no numerador e n no denominador.

temos: t

, sendo que uma variavel que possui distribuicdo t-

13) Na analise de residuos, porque utilizamos o grafico “residuos” x “valores ajustados” e
nao o grafico dos “residuos”x “valores observados”?

Porque a correlagdo entre os residuos e os valores ajustados para Y € zero, mas
existe correlagdo entre os residuos e os valores observados para Y, mesmo que o modelo
esteja bem ajustado.

Assim, se o modelo foi bem ajustado, ndo podemos observar padrées no grafico residuos
vs valores ajustados.
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s Regresséao Multipla

- Parte 1

1) (Adaptacdo dos exercicios 3.LL e 6.H, Draper and Smith) O gerente de um
pequeno servico de entregas contrata pessoal adicional sempre que o volume de
servigo excede a carga de trabalho de seus usuais trés empregados. Para verificar a
eficacia desta idéia, ele registrou durante 13 dias seguidos as seguintes variaveis:

Variavel Resposta: Y - Numero de Entregas ;
Variaveis Explicativas: X - Numero de Empregados (atuais mais extras) ;
Z- Numero de Empregados que nao estavam trabalhando

em algum periodo do dia;

Os dados coletados estao disponiveis na Tabela A.7 em Anexo.
Obs: nos trés primeiros dias de coleta, alguns dos empregados usuais estavam de férias
ou de licenca médica.

a) Faca o diagrama de disperséo de Y versus X, Y versus Z e avalie a possibilidade do
ajuste de um modelo de regressao linear.

400 —

400 —

300 — ° 300 —

Y.7
Y.7

200 | 200 —|

100 — . 100 —

Ao se analisar os graficos acima vé-se que ha um relacionamento claro entre as
variaveis Y e X, o que ndo o corre com a variavel Z. Por isso o ajuste de um modelo de
regresséo linear seria mais aconselhavel para as variaveis Y e X.

b) Faca o grafico em 3 dimensdes de Y versus X e Z. (MINITAB: Graph > 3-D plot)

400 <

300 H

Y7 20 . !

100
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Neste grafico vé-se que quando se analisa as {trés variaveis juntas o
relacionamento entre elas fica evidente.

¢) Ajuste o modelo de regressao Y = fy + X + ¢, encontrando a reta estimada.

Regression Plot
Y.7 = 43,8393 + 37,2321 X7
§$=36,3593 R-Sq=91,4% R-Sq(adj)=90,7 %

400 -
300 —|

N~

> 200

100 —

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

d) Construa a Tabela de Analise de Variancia.

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 155258 155258 117,44 0,000
Residual Error 11 14542 1322
Lack of Fit 6 13075 2179 7,43 0,022
Pure Error 5 1467 293
Total 12 169800

e) Faca Analise dos Residuos (considere o dia como ordem de coleta e faga também o
grafico dos residuos versus a variavel Z). Se existem problemas com as suposi¢cdes do
modelo de erros normais, quais sao eles?

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y.7/modelo simples)

50 —

Residual
o
|

-50

T T T T
100 200 300 400
Fitted Value
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Residuals Versus the Order of the Data
(response is Y.7/modelo simples)

L]
50
L ]
L]
.
— L]
®©
>
'-g 07 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
L ]
. L ]
L]
-50 —
L ]
T T T T T T
2 4 6 8 10 12
Observation Order
teste de normalidade - modelo simples
,999
99
95
2 80
8 50
Q
e 20
o
,05
,01
,001
-50 0 50
RESI1
Average: -0,0000000 Anderson-Darling Normality Test
StDev: 34,8114 A-Squared: 0,190
N:13 P-Value: 0,876

Teste de Durbin-Watson

H,: Os residuos ndo séo correlacionados
Ha: Os residuos séo correlacionados

D=0,74 4-D=326 (Como D é mais proximo de zero, trabalhar com D)

d =095 du=1.23

Como D < dl, ha evidéncias de correlacdo serial positiva, como pode ser
visualizado no gréfico de residuos versus ordem de coleta.

Teste de homogeneidade

H,: Os residuos tém varidncia constante.
H.: Os residuos nao tém varidncia constante.
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Bartlett's Test
Test Statistic: 0,270
P-Value : 0,960

Levene's Test
Test Statistic: 0,079
P-Value : 0,968

Em ambos os testes a hipotese de variancia dos residuos constante néo foi
rejeitada.

Afravés das analises dos graficos acima vé-se que os residuos apresentam
correlagdo e também ndo parecem ser aleatorios. Entretanto os mesmos apresentam
distribuicdo normal (teste de normalidade) e varidncia constante, pelo teste de
homogeneidade.

f) Caso nado haja problemas com as suposi¢cées do modelo de erros normais, fagca os
testes F (Falta de Ajuste e Regressao) da Tabela Anova em (d).

Ha problemas : padrdo ndo esperado no grafico residuos versus ajustados e no
grafico residuos versus ordem de coleta.
Né&o fazer testes F .

g) Ajuste o modelo de regresséo Y=IBO+IB]X +ﬁzZ +¢&, encontrando a equagéao
estimada.

The regression equation is
Y.7 = - 5,95 + 54,4 X.7 - 27,4 7.7

h) Construa a Tabela de Analise de Variancia, separando as SS sequenciais.

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 2 168031 84016 474,98 0,000
X.7 1 155258
zZ.7 1 12773
Residual Error 10 1769 177
Lack of Fit 5 302 60 0,21 0,946
Pure Error 5 1467 293
Total 12 169800
OBS.:

SS(Z.7) = SSReg — SS(X.7) = 168031 — 155258 = 12773
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Residuals Versus the Order of the Data

(response is Y.7)

i) Faca Analise dos Residuos do modelo em (g) . Ha algum problema?

L]
20 —
L ]
10 — [}
T * . .
S
% 0t e
14
L ] L]
-10 - L]
L [
L ]
-20 —
T T T T T T
2 4 6 8 10 12
Observation Order
Residuals Versus the Fitted Values
(response is Y.7)
L]
20
L]
10 0
T ° . .
3
4 L]
§ 0 —f = mm = e e o]
L] L]
-10 — .
L ] L]
[ ]
-20 —
T T T T T
0 100 200 300 400
Fitted Value
teste de normalidade
,999
99 +
95 -

Probability
2
Il

05
01 4
001
-10 0 10 20
RESI2

Average: -0,0000000

N:13 P-Value: 0,431

Anderson-Darling Normality Test
StDev: 12,1409 A-Squared: 0,343
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Teste de Durbin-Watson

H,: Os residuos ndo sao correlacionados
H,: Os residuos séo correlacionados

D=241 4-D=1,59
dl=0,83 du = 1,40

Como ambos D e 4-D sdo maiores que du pode-se afirmar que os residuos néao
sdo correlacionados.

Analisando-se os graficos acima nota-se que o0s residuos ndo séo correlacionados,
possuem varidncia constante e sdo aleatorios. E ainda, através do teste de Anderson-
Darling foi verificado que os residuos ndo normalmente distribuidos.

j) Caso nédo haja problemas em (i), faga o teste da Falta de Ajuste da Tabela Anova em

(h).

Teste de Falta de Ajuste:
H,: Néo ha falta de ajuste
H.: Ha falta de ajuste

E possivel afirmar que o modelo de regressdo ajustado ndo apresenta falta de
ajuste, pois o valor P da falta de ajuste mostrado na tabela de analise de variancia é maior
que 0,05 (0,946).

k) Caso n&o haja problemas no teste de falta de ajuste, faga os testes F sequenciais da
regressao (escreva as hipéteses nula e alternativa de cada teste).

H,: A contribuigéo de p4, dado [y, ndo é significante (1 = 0)

Hs: A contribuigédo de 4, dado fo, é significante (£; = 0)

SQReg(Xl%

= 15656258/1322 = 117,44
OMR(X,)

Estatistica F =

Regiéo Critica = {F CF> F1;11;0,05} , onde F1;11;0,05 = 4, 8443

H,: A contribuigéo de f», dado p; e f, ndo é significante (5, = 0)
H,: A contribuigéo de [, dado p; e [y, € significante (3, #0)

SOReg(X, \Xl%

= 12773 /177 = 72,164
OMR(X, X,)

Estatistica F =

Regiéo Critica = {F CF> F1;10;0,05} , onde F1;10;0,05 = 4,9646

Em ambos os testes os valores de F estdo na regiéo critica o que significa que os dois
paréametros sao significativos.
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1) Utilizando o teste t-Student, teste a significancia de cada parametro individualmente.
Os resultados concordam com os resultados dos testes F sequenciais de (k)?

Ho.. ﬂ] = 0
Ha.' ﬂ[ Z0

Estatisticat = 22,89
Regiéo Critica = {t : t <-2,201 ou t > 2,201}

Ho.. ﬂ2 = 0
Ha.. ﬂQ ¢0

Estatistica t = -8,50
Regiéo Critica ={t : t <-2,201 ou t > 2,201}

Nos dois testes a hipotese nula foi rejeitada, o que quer dizer que o0s dois
parametros sdo importantes para o modelo.

m) Interprete a equagao de regressao estimada em (g).

Para um numero fixo de empregados que ndo estavam trabalhando em algum periodo
do dia, a cada aumento de uma unidade no numero de empregados ha um aumento de
54,4 no numero de entregas. Ja para um numero de empregados fixo, 0 numero de
entregas decresce de 27,4 a cada uma unidade aumentada no numero de empregados
que ndo estavam trabalhando em algum periodo do dia.

n) Intervalo de Confianga para E[Y] dadas novas observagdes de X e Z : a matriz

. boto [FEoragd,

marque a opgdo X’ X inverse|). Esta matriz serd armazenada num objeto chamado

m1. Para imprimir este objeto na janela Session , basta ir no menu Edit > Command

Line Editor , digitar e pressionar [Submit Commands|. Esta é a matriz que
sera usada no calculo do erro de estimagao no intervalo de confianga para E[Y|(x,z)].

Considerando um numero de empregados (X) igual a 5 e todos eles trabalhando

todo o tempo (ou seja, Z = 0), construa um intervalo de 95% de confianga para E[Y], o

numero médio de entregas realizadas quando ha 5 empregados trabalhando todo o tempo

' -1
(X X) pode ser armazenada no MINITAB (na janela Regression

s _ | 0494189 -0,11138  0,10678
(XX)" =1 011138 0,031881 -0,03672
0,10678 -0,03672 0,058757

QMR[xo'(X’X)'xg] = 177 * 0,174 = 30,798
tw2:n-p-1= 2,201

Logo, _
Cosss = (20, JOMRLx,'(X'X)"x]) = (253,83 ; 278,26)

O numero médio de entregas realizadas quando ha 5 empregados trabalhando
todo o tempo esta entre 253 e 278 casos, com 95% de confianga.
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- Parte 2 — Deteccao de Pontos de Influéncia

1) Detectando pontos de influéncia - Considere os seguintes exercicios das listas
anteriores : 2 - parte 1; 1 — parte2; 1 — parte 3; 1 — parte 4; 2 — parte 5 e 1 — parte 6.

a) Faca a andlise de residuos a procura de pontos de influéncia. Use as medidas Hi, D-
cook, residuos studentizados.

b) Caso seja(m) detectado(s) ponto(s) de influéncia, ajuste o modelo sem este(s)
ponto(s) e compare sua equacgdo estimada com a equagédo estimada com todos os
pontos para verificar o tamanho da influéncia deste(s) ponto(s).

2 — parte 1)
Analise de residuos

Residuals Versus the Fitted Values Residuals Versus the Order of the Data
(response is Y.3K) (response is Y.3K)
0,08 0,08
L] ° . L
0,06 . . 0,06 . .
L4 L]
0,04 ° 0,04 .
. (L] L
_ 0,02 * . 002 s . .
© —_ !
3 0,00 == == = B e % e g . s .
2 ’ . ® s W e % OvUO*”"_’"i"’.’ ”””””” P B e T o T
. . 3 .
T 002 e N . L ¢ o0 . . . . . .
0,044 . 0,04 ' .
.
-0,06 | . . -0,06 — °
L] . L]
o T J J J 0,08 T - T T T T T
o7 08 ) 09 10 5 10 15 20 25 30
Fitted Value Observation Order
Histogram of the Residuals Teste de normalidade
(response is Y.3K)
,999 +
10—
99 +
95 +
2 80
=
Z T 50 o
c
g 5 2 20 A
o o
2
- ,05 +
01
001
o T T T T T T T T T
; ; ; ; ; ; ; ; ; -0,08 -0,06 -0,04 -002 0,00 002 004 006 0,08
008 006 -004 002 000 002 004 006 008 RESI1
Resi I Average: -0,0000000 Anderson-Darling Normality Test
esidua StDev: 0,0387278 A-Squared: 0,390
N: 34 P-Value: 0,364
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Residuos padronizados vs. valores ajustados
(response is Y.3K)

Standardized Residual

Fitted Value

Obs SRES1 HI1 COOK1 Obs SRES1 HI1 COOK1
1 -0,59010 | 0,069216 | 0,012947 18 0,03014 0,034835 0,000016
2 -0,24864 | 0,065291 0,002159 19 -1,78955 | 0,033526 | 0,055545
3 0,10474 0,057650 | 0,000336 20 1,90461 0,030682 | 0,057412
4 -0,10723 | 0,055690 | 0,000339 21 1,57455 0,029417 | 0,037571
5 -0,42771 | 0,054548 | 0,005277 23 0,57977 0,029772 | 0,005157
6 -0,23933 | 0,052519 | 0,001588 24 -0,37399 | 0,031500 | 0,002275
7 -0,27101 | 0,050232 | 0,001942 25 -0,08317 | 0,033077 | 0,000118
8 0,16156 0,049891 0,000685 26 -1,42780 | 0,033077 | 0,034869
9 -1,99583 | 0,049722 | 0,104211 27 1,13468 0,045702 | 0,030830
10 0,13176 0,044521 0,000404 28 -0,60640 | 0,052690 | 0,010226
11 0,73801 0,043376 | 0,012348 29 1,52642 0,070155 0,087896
12 0,71350 0,040585 0,010767 30 -0,20214 | 0,071363 0,001570
13 -0,14315 | 0,040585 | 0,000433 31 0,68410 0,071850 | 0,018114
14 -0,39518 | 0,040459 | 0,003292 32 1,86819 0,105953 | 0,206807
15 -0,80578 | 0,037241 0,012558 33 -1,11325 | 0,107272 | 0,074460
16 0,81585 0,037032 | 0,012799 34 -1,98586 | 0,168868 | 0,400629
17 1,27164 0,036128 0,030305 35 -0,61342 | 0,225576 | 0,054803

Pela analise da tabela acima percebe-se que as observagbes n° 32 e 34 possuem
valores de COOKs um pouco maiores que as demais, porém os valores dos Hi’s e dos
residuos studentizados ndo sdo muito discrepantes. Também pela analise grafica dos
residuos vé-se que o0s pontos citados e nenhum outro ponto consistem num ponto

influente.
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1 - parte 2)
Analise de residuos

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y)

Residual
<

PP

T T T T T T T T
8,9 9,0 9,1 9,2 93 94 9,5 9,6

Fitted Value

Histogram of the Residuals

(response is Y)

Frequency

Standardized Residual

Probability

Residuos padronizados vs. valores ajustados

(response is Y)

8,9 9,0 9,1 9,2 9,3 9,4 9,5 9,6 97 9,8
Fitted Value

Normal Probability Plot

999
99 -
95
80
50
20
05

01 -~

4 24 0 1 2 s 5 2 a4 0 1 2 3
Residual Average: 0,0000000 RESI1 Anderson-Darling Normality Test
ﬁf%?)v: 125545 A-Squared: 0,613
P-Value: 0,105

Obs SRES1 HI1 COOK1 Obs SRES1 HI1 COOK1
1 0,02585 0,252847 0,000113 26 -0,14597 | 0,020184 | 0,000219
2 -0,40635 0,092859 0,008451 27 -1,09315 0,020561 0,012543
3 0,10785 0,082337 0,000522 28 0,69917 0,020561 0,005131
4 0,23130 0,082337 0,002400 29 1,06671 0,021144 0,012289
5 1,49259 0,059621 0,070624 30 -0,00025 0,021931 0,000000
6 0,04693 0,051970 | 0,000060 31 0,23889 0,021931 0,000640
7 1,51044 0,048452 0,058084 32 0,23889 0,021931 0,000640
8 -0,27073 | 0,036430 | 0,001386 33 0,24778 0,022923 0,000720
9 -1,09365 0,031649 0,019546 34 -0,82065 0,024120 0,008323
10 2,15094 0,031649 0,075605 35 -0,21351 0,025523 0,000597
11 -0,96364 | 0,029566 | 0,014146 36 0,38545 0,025523 0,001946
12 0,71693 0,029566 0,007830 37 -2,12316 | 0,027130 0,062854
13 -0,59415 | 0,027688 0,005026 38 0,51444 0,027130 0,003690
14 -1,64340 | 0,023284 0,032192 39 0,87411 0,027130 0,010654
15 -1,03581 0,022226 0,012194 40 -2,47635 | 0,028942 0,091387
16 -0,31827 0,022226 0,001151 41 -0,18771 0,030960 0,000563
17 -0,76958 0,020282 0,006131 42 -0,04134 | 0,038242 0,000034
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18 -0,29170 | 0,020282 | 0,000881 43 0,58101 0,044122 | 0,007791

19 0,42513 0,020282 0,001871 44 1,30672 0,044122 0,039408
20 -0,28291 0,020045 0,000819 45 3,36289 0,044122 0,261005
21 -0,04400 | 0,020045 0,000020 46 -0,86302 | 0,047370 0,018518
22 0,79219 0,020045 0,006418 47 -0,84125 | 0,058342 0,021924

23 -0,03525 | 0,020012 | 0,000013 48 0,15217 0,066682 | 0,000827

24 -0,98222 | 0,020184 0,009937 49 0,64178 0,066682 0,014714

25 -0,26543 | 0,020184 | 0,000726 50 0,08493 0,096623 0,000386

Frequency

Através da analise dos graficos nota-se que existem alguns pontos que podem
estar influenciando o modelo. Esta suposicdo € confirmada pela tabela acima, que
apresenta cinco pontos cujos valores dos COOKs se diferem das demais observagoes.
Para avaliar se estes pontos realmente sdo pontos influentes vamos ajustar um modelo
sem estes valores.

A equacgdo estimada com todas as observagées é: Y = 9,93042 - 0,0109873 X
Equacédo sem as observacgoées influentes: Y = 9,48 - 0,00516 X

Com relagéo as retas estimadas a diferenga entre elas nao foi muito grande,
entretanto, no que diz respeito aos residuos, a melhora foi significativa, como pode ser
verificado através dos graficos abaixo:

Residuals Versus the Fitted Values Residuals Versgs the Fitted Values
(response is Y/sem obs) (response is Y/sem obs)
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c 14
-1 3
o
2
2]
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Fitted Value Fitted Value
Histogram of the Residuals Teste de normalidade p/ o modelo sem as Obs
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Residual RESI1
Average: -0,0000000 Anderson-Darling Normality Test
StDev: 0,854518 A-Squared: 0,341
N: 45 P-Value: 0,480
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1 - parte 3)

Analise de Residuos

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y)

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y)

2] 7
344 345 346 3‘::7itted Vasl‘:jse 349 350 351 344 345 346 34'1:7itted V;«:}Be 349 350 351
Histogram of the Residuals Residuals Versus the Order of the Data
(response is Y) (response is Y)
N e L
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Normal Probability Plot
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DQ_ 20 -
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5 0 5
RESI1
Average: -0,0000000 Anderson-Darling Normality Test
StDev: 1,89185 A-Squared: 0,218
N: 100 P-Value: 0,836
Obs SRESI1 HI1 COOK1 Obs SRES1 HI1 COOK1
1 0,62456 | 0,0100358 | 0,0019772 51 1,15313 | 0,0100358 | 0,0067399
2 0,45175 | 0,0138483 | 0,0014329 52 0,86043 | 0,0255790 | 0,0097170
3 0,68378 | 0,0102348 | 0,0024174 53 0,08969 | 0,0363043 | 0,0001515
4 0,32910 | 0,0116592 | 0,0006388 54 -0,72523 | 0,0118792 | 0,0031615
5 0,36009 | 0,0973777 | 0,0069942 55 -2,21204 | 0,0212638 | 0,0531533
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6 0,93289 | 0,0287072 | 0,0128608 56 -0,48957 | 0,0165156 | 0,0020125
7 1,16163 | 0,0181111 | 0,0124448 57 0,86195 | 0,0118792 | 0,0044659
8 0,50490 | 0,0193680 | 0,0025175 58 -0,92040 | 0,0333611 | 0,0146184
9 0,10016 | 0,0181111 | 0,0000925 59 -0,72677 | 0,0262389 | 0,0071164
10 0,33289 | 0,0118792 | 0,0006661 60 1,79941 | 0,0135305 | 0,0222057
11 1,65285 | 0,0371597 | 0,0527176 61 -2,07739 | 0,0100113 | 0,0218206
12 1,03490 | 0,0101614 | 0,0054974 62 -0,78843 | 0,0125076 | 0,0039368
13 -0,90274 | 0,0198812 | 0,0082653 63 1,10297 | 0,0394220 | 0,0249635
14 -0,08568 | 0,0212638 | 0,0000797 64 -0,96114 | 0,0100358 | 0,0046824
15 0,21091 | 0,0135305 | 0,0003051 65 -0,90208 | 0,0102348 | 0,0042073
16 -0,19617 | 0,0118792 | 0,0002313 66 1,15313 | 0,0100358 | 0,0067399
17 1,12031 | 0,0753371 | 0,0511292 67 -0,60743 | 0,0138483 | 0,0025907
18 -0,49099 | 0,0371597 | 0,0046519 68 -1,43070 | 0,0102348 | 0,0105831
19 1,32848 | 0,0125076 | 0,0111768 69 0,45175 | 0,0138483 | 0,0014329
20 -0,85932 | 0,0305925 | 0,0116516 70 1,93796 | 0,0262389 | 0,0506001
21 0,68157 | 0,0147281 | 0,0034720 71 1,40501 | 0,0262389 | 0,0265964
22 -0,31859 | 0,0135305 | 0,0006961 72 -0,13703 | 0,0127764 | 0,0001215
23 -0,96114 | 0,0100358 | 0,0046824 73 0,68378 | 0,0102348 | 0,0024174
24 -0,96857 | 0,0403263 | 0,0197103 74 -0,37346 | 0,0102348 | 0,0007211
25 -0,96786 | 0,0161001 | 0,0076643 75 -1,19563 | 0,0127764 | 0,0092503
26 0,97591 | 0,0104861 | 0,0050464 76 -0,60743 | 0,0138483 | 0,0025907
27 -1,55860 | 0,0176468 | 0,0218192 77 1,27179 | 0,0106083 | 0,0086712
28 -0,02617 | 0,0193680 | 0,0000068 78 2,21330 | 0,0161001 | 0,0400801
29 1,09445 | 0,0176468 | 0,0107586 79 -0,26505 | 0,0279985 | 0,0010118
30 -1,07950 | 0,0101614 | 0,0059814 80 -2,55352 | 0,0181111 | 0,0601356
31 0,38683 | 0,0233341 | 0,0017876 81 1,09445 | 0,0176468 | 0,0107586
32 -0,14066 | 0,0109854 | 0,0001099 82 0,32766 | 0,0255790 | 0,0014091
33 0,15969 | 0,0198812 | 0,0002586 83 -0,01859 | 0,0150946 | 0,0000026
34 -0,08146 | 0,0104861 | 0,0000352 84 -0,32517 | 0,0305925 | 0,0016684
35 -0,78843 | 0,0125076 | 0,0039368 85 0,27915 | 0,0239451 | 0,0009559
36 -0,31437 | 0,0106083 | 0,0005298 86 0,80246 | 0,0111565 | 0,0036325
37 0,62272 | 0,0161001 | 0,0031727 87 0,27002 | 0,0125076 | 0,0004617
38 -0,60743 | 0,0138483 | 0,0025907 88 -0,01498 | 0,0341676 | 0,0000040
39 -0,55090 | 0,0101614 | 0,0015578 89 -1,07844 | 0,0150946 | 0,0089123
40 -0,61727 | 0,0212638 | 0,0041390 920 1,84239 | 0,0471832 | 0,0840447
41 0,44722 | 0,0104861 | 0,0010598 91 1,62253 | 0,0100113 | 0,0133111
42 -1,74178 | 0,0233341 | 0,0362411 92 0,91698 | 0,0109854 | 0,0046699
43 -0,13436 | 0,0287072 | 0,0002668 93 -0,25316 | 0,0239451 | 0,0007862
44 -0,84809 | 0,0135305 | 0,0049327 94 -0,37152 | 0,0198812 | 0,0013999
45 -0,69068 | 0,0498226 | 0,0125068 95 -0,61015 | 0,0104861 | 0,0019726
46 -1,25790 | 0,0116592 | 0,0093331 96 -0,37346 | 0,0102348 | 0,0007211
47 -1,62036 | 0,0341676 | 0,0464417 97 2,57226 | 0,0212638 | 0,0718747
48 -0,31239 | 0,0218259 | 0,0010887 98 0,32766 | 0,0255790 | 0,0014091
49 -0,25921 | 0,0125076 | 0,0004255 99 0,32910 | 0,0116592 | 0,0006388
50 -1,74178 | 0,0233341 | 0,0362411 100 | -0,37230 | 0,0436675 | 0,0031645

Apesar de existirem cinco pontos que, no grafico dos residuos padronizados vs.
Valores ajustados, estao fora do intervalo (-2 ; 2), 0s mesmos parecem ndo serem pontos
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de grande influencia no modelo. Apenas dois pontos de destacam um pouco dos demais,

s&o eles: obs. n° 80 e n° 90.

Ajustado o modelo com todas as observacbes temos: Y = 361,246 - 0,111900 X
A equacdo estimada sem os pontos influentes é: Y =362-0,114 X

N&ao houveram diferencgas significantes entres os dois modelos tanto quanto a reta

estimada quanto aos residuos.

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y/ sem obs)
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.
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1 - parte 4)
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Obs SRES1 HI1 COOK1 Obs SRES1 HI1 COOK1
1 0,54059 | 0,144611 | 0,024703 15 0,50329 | 0,081494 | 0,011237
2 -1,79140 | 0,041977 | 0,070305 16 1,36539 | 0,056796 | 0,056130
3 -0,27590 | 0,081494 | 0,003377 17 -0,14039 | 0,045819 | 0,000473
4 -1,00536 | 0,037586 | 0,019737 18 0,97437 | 0,129792 | 0,070801
5 0,24548 | 0,050758 | 0,001611 19 1,11046 | 0,041977 | 0,027015
6 -1,20105 | 0,037586 | 0,028168 20 0,83641 0,045819 | 0,016796
7 0,12641 | 0,056796 | 0,000481 21 0,11277 | 0,160528 | 0,001216
8 -0,55708 | 0,081494 | 0,013767 22 -0,05854 | 0,081494 | 0,000152
9 -1,39911 | 0,037586 | 0,038224 23 0,69007 | 0,091922 | 0,024102
10 -3,07003 | 0,056796 | 0,283768 24 0,34047 | 0,072163 | 0,004508
11 -0,53991 | 0,041977 | 0,006386 25 0,95803 | 0,103448 | 0,052951
12 -0,12281 | 0,129792 | 0,001125 26 0,91616 | 0,050758 | 0,022441
13 0,56467 | 0,072163 | 0,012400 27 0,83658 | 0,103448 | 0,040377
14 0,20553 | 0,063931 | 0,001443

Nota-se que apenas um ponto, obs. 10, esta muito afastada dos demais pontos
(maior valor de residuos studentizados) e pode estar influenciando o modelo de regresséo
(valor alto de COOK). Para verificar esta influencia é interessante ajustar um modelo sem
esta observacéo.

Equacéo estimada com todas observagdes: salario = 1,83070 + 0,0998186 experiéncia

Reta estimada sem a observacao 10: salario = 1,82 + 0,102 experiéncia

Neste caso, assim como nos anteriores, ndo houve muitas diferengas entre os dois
modelos ( com e sem a obs. 10).

2 — parte 5)
Analise de Residuos

Residuals Versus the Fitted Values

(response is y)

Residuals Versus the Fitted Values

(response is y)

Residual
Standardized Residual
o
|

Fitted Value Fitted Value
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Residuals Versus the Order of the Data

(response is y)

Normal Probability Plot

,999
57 99
95 .
2 80 °
El § 50 |
E L £ 20 - - :
,05 -
,01
5 ,001 A
I 5 0 :
Observation Order RESI1
verage: 0,237148 Anderson-Darling Normality Test
tDev: 3,44081 A-Squared: 0,181
N: 12 P-Value: 0,891
Obs SRES2 HI2 COOK2 Obs SRES2 HI2 COOK2
1 0,19242 0,079602 | 0,003202 7 -1,37081 | 0,019900 | 0,038154
2 -0,37297 | 0,124378 | 0,019760 8 1,62464 0,044776 | 0,123724
3 -1,63792 | 0,044776 | 0,125755 9 -0,65421 | 0,179104 | 0,093381
4 0,86964 0,000000 | 0,000000 10 -0,01433 | 0,179104 | 0,000045
5 1,55727 0,019900 | 0,049240 11 -0,24434 | 0,004975 | 0,000299
6 0,62556 0,179104 | 0,085380 12 0,24659 0,124378 | 0,008638

Tanto pela analise gréafica quanto analisando-se os valores da tabela acima vé-se
que parece ndo existir nenhum ponto influente.

1 - parte 6)
Analise de Residuos

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y.7/modelo simples)

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y.7/modelo simples)
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Histogram of the Residuals

(response is Y.7/modelo simples)

Residuals Versus the Order of the Data

(response is Y.7/modelo simples)
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Average: -0,0000000 Anderson-Darling Normality Test
StDev: 34,8114 A-Squared: 0,190
N: 13 P-Value: 0,876
obs SRES1 HI1 COOK1 obs SRES1 HI1 COOK1
1 -0,96747 | 0,219780 | 0,131831 8 1,23025 0,085852 | 0,071071
2 -0,24878 | 0,157280 | 0,005775 9 1,80557 0,085852 | 0,153084
3 -0,84798 | 0,157280 | 0,067101 10 1,03753 0,112637 | 0,068320
4 -0,16162 | 0,112637 | 0,001658 11 0,54838 0,157280 | 0,028062
5 -0,45359 | 0,112637 | 0,013058 12 -1,18882 | 0,300137 | 0,303046
6 0,71428 0,112637 | 0,032381 13 -1,84634 | 0,300137 | 0,730970
7 -0,07962 | 0,085852 | 0,000298

Tanto pela analise grafica quanto pola tabela acima é possivel notar que os pontos
12 e 13 sdo os de maior influencia no modelo. Para verificar esta influencia sera ajustado

0 modelo sem estas observagées.

A reta estimada com todas observagoes €: Y.7 = 43,8393 + 37,2321 X.7

A reta estimada sem as observacgées 12 e 13 é: Y.7=10,1+47,5X.7

Neste caso foi verificado que realmente estas observacdes estavam influenciando
muito o modelo, pois as duas retas estimadas acima sdo bastante diferentes.
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Residuals Versus the Fitted Values Residuals Versus the Order of the Data

(response is Y.7/ sem obs) (response is Y.7/ sem obs)
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- Parte 3 — Modelo com Ponderacao

1) (Adaptacao dos dados da Tabela 3.8, Montgomery and Peck) A renda mensal
média de vendas de refeigdes (Y), assim como os gastos mensais com propaganda (X),
foram registradas para 30 restaurantes. Um analista de vendas gostaria de encontrar uma
relagdo entre as vendas e os gastos com propagandas.

Os dados coletados estao disponiveis em na Tabela A.8 em Anexo. (Os valore de Y e X
foram arredondados para facilitar a resolugéo do problema)

a) Faca o diagrama de dispersao de Y versus X avalie a possibilidade do ajuste de um
modelo de regresséo linear.

200 —

o 150 —

100 —

X.9
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b) Ajuste o modelo de regressao Y = By + 41X + ¢, encontrando a reta estimada.

Regression Plot
Y.9 = 49,4911 + 8,20729 X.9
S=844624 R-Sq=96,0% R-Sq(adj) =959 %

200 —

o 150 —

100 —

5 10 15 20

c¢) Faca Anadlise dos Residuos do modelo em b). Se existem problemas com as
suposi¢cdes do modelo de erros normais, quais sao eles?

. : Histogram of the Residuals
Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y.9-modelo s/ ponderago) (response is Y.9-modelo s/ ponderag&o)
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modelo sem ponderagao

999
99
95
,80
50

Probability
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,01
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-10 0 10
RESI1
Av erage: -0,0000000 Anderson-Darling Normality Test

StDev: 8,29404 A-Squared: 0,369
N: 29 P-Value: 0,405

Através dos graficos acima vé-se que apesar dos residuos serem normalmente
distribuidos, os mesmos ndo possuem variancia constante.
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d) Para corrigir o problema da heterocedasticidade, vamos proceder com a técnica dos
minimos quadrados ponderados:

d.1) Calcule a estimativa do Erro Puro para cada nivel de X com medidas repetidas

(No MINITAB, use o comando Stat > Basics Statistics > Display
Descriptive) .
Variable X.9 N Mean Median TrMean StDev
Y.9 3 3 75,33 73,00 75,33 4,93
5 2 95,00 95,00 95,00 5,66
9 5 122,20 123,00 122,20 7,19
11 1 141,00 141,00 141,00 *
12 4 143,50 146,00 143,50 8,70
13 1 147,00 147,00 147,00 *
15 6 174,17 178,50 174,17 10,94
16 2 181,00 181,00 181,00 11,31
17 1 192,00 192,00 192,00 *
19 4 207,00 208,50 207,00 12,03

d.2) Faca um grafico de Var(Y|X), as estimativas do Erro Puro encontradas em
d.1), versus nivel de X . Existe relacionamento entre estas duas variaveis? Se sim, de que

tipo?

X var(x)

3 | 24,305
5 | 32,036
9 | 51,696
12 | 75,690
15 | 119,684
16 | 127,916
19 | 144,721

Existe relacionamento entre as variaveis, e este é linear positivo (tipo Y = X).

150 —

100 —

var(x)

50 —

d.3) Crie uma coluna de pesos e coloque o inverso da coluna X . Por que usar o
inverso de X como peso? (Pense no relacionamento encontrado em d.2) e nos exemplos
utilizados em sala).

Pesos

Pesos

Pesos

Pesos
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0,076923
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0111111

0,111111

0,062500

0111111
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Devido ao relacionamento linear entre a varidancia e X. Fazendo esta ponderagéo
estamos dando um peso pequeno aos pontos com residuos maiores e pesos maiores aos
pontos com residuos pequenos. Assim tornamos os pontos mais homogéneos, isto e,
concentrados em torno de um so6 valor.

d.4) Use os pesos construidos em f) para ajustar o modelo em b). (No MINITAB, na
janela Regression, botdao Options, selecionar a coluna com pesos no espago weights. Nao
se esqueca de guardar os residuos e os preditos.

The regression equation is
Y.9 = 51,2 + 8,07 X.9

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 51,170 2,620 19,53 0,000
X.9 8,0686 0,2521 32,00 0,000
S = 2,422 R-Sqg = 97,4% R-Sg(adj) = 97,3%

e) Analise dos Residuos: Crie uma coluna com a multiplicacdo da coluna de residuos
pela coluna da raiz quadrada dos pesos. Faga 0 mesmo com a coluna dos preditos e
com a coluna dos valores de X .

resi/trans | x-trans | fits-trans | resi/trans | x-trans | fits-trans | resi/trans | x-trans | fits-trans

3,24709 | 1,73205 | 43,5183 | 0,32432 | 3,31662 | 42,1888 | 3,30531 | 3,87298 | 44,4615

-1,37171 | 1,73205 | 43,5183 | 0,86807 | 3,46410 | 42,7219 | -4,18246 | 3,87298 | 44,4615

-1,94906 | 1,73205 | 43,5183 | -0,28663 | 3,46410 | 42,7219 | -1,81679 | 4,00000 | 45,0668

-0,22942 | 2,23607 | 40,9259 | -4,90543 | 3,46410 | 42,7219 | 2,18321 | 4,00000 | 45,0668

3,34829 | 2,23607 | 40,9259 | -0,86398 | 3,46410 | 42,7219 | 0,88872 | 4,12311 | 45,6781

1,07092 | 3,00000 | 41,2624 | -2,51320 | 3,60555 | 43,2837 | -0,33789 | 4,35890 | 46,9093

-3,26241 | 3,00000 | 41,2624 | 1,75612 | 3,87298 | 44,4615 | -2,86146 | 4,35890 | 46,9093

-2,69574 | 3,00000 | 41,2624 | -1,60047 | 3,87298 | 44,4615 | 3,33276 | 4,35890 | 46,9093

-0,26241 | 3,00000 | 41,2624 | 2,27252 | 3,87298 | 44,4615 | 2,18569 | 4,35890 | 46,9093

2,40426 | 3,00000 | 41,2624 | 1,49792 | 3,87298 | 44,4615

f) Faca o grafico de residuos transformados versus preditos transformados. O problema
da heterocesdasticidade foi resolvido?

4 _
3_|® . . .
2 . I [] [}
3
T L4 . .
2 o _| .
@ s s . .
s 14 L
a []
2 o _| . S .
-3 i * [ ]
.
-4 _| .
5 [}

41 42 43 44 45 46 47
fits-trans

O problema da heterocedasticidade foi resolvido.
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g) Caso nao haja problemas em i), construa a Tabela Anova e faga o teste da Falta de
Ajuste da Tabela Anova.

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 6009, 9 6009, 9 1024,11 0,000
Residual Error 27 158,14 5,9
Lack of Fit 8 23,2 2,9 0,41 0,903
Pure Error 19 135,3 7,1
Total 28 6168,4

Ho : 0 modelo néo apresenta falta de ajuste
H,: o modelo apresenta falta de ajuste

Como o P-valor da falta e ajuste € maior que 0,05, pode-se afirmar que o modelo de
regresséo ajustado ndo apresenta falta ajuste.

h) Caso ndo haja problemas no teste de falta de ajuste, faga o teste F da regressao
(escreva as hipoteses nula e alternativa de cada teste).

Ho.' ﬂ1 =0
Ha.. 181 Z 0

Sendo a probabilidade de significancia deste teste aproximadamente zero, é possivel
dizer que p é diferente de zero, ou seja, 0 modelo ajustado ¢é razoavel.

i) Utilize agora a transformagao raiz quadrada em Y e ajuste 0 modelo de regressao
linear, fazendo a analise de residuos . Esta transformagado resolve o problema da
heterocedasticidade?

The regression equation is

sqrt(Y) = 7,81 + 0,352 X.9

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 7,8104 0,1676 46,60 0,000
X.9 0,35216 0,01284 27,43 0,000
S = 0,3384 R-Sq = 96,5% R-Sg(adj) = 96,4%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 86,152 86,152 752,33 0,000
Residual Error 27 3,092 0,115
Lack of Fit 8 0,433 0,054 0,39 0,914
Pure Error 19 2,658 0,140
Total 28 89,244
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Residuals Versus the Fitted Values
(response is sqrt(Y))
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Ao analisar-se o grafico acima nota-se que o problema de heterocedasticidade dos
residuos foi resolvido.

j) Analisando o valor do R2, compare o ajuste do modelo em b) feito via minimos
quadrados ponderados com o ajuste feito via transformagéo “raiz quadrada” em Y. Por
gue nao podemos comparar os valores do MSResidual?

Modelo ponderado: R? = 97,4%
Modelo transformado: R? = 96,5%

Apesar dos dois valores estarem préximos, o R? do modelo ponderado é maior, sendo
assim este modelo parece ser o melhor.

N&o pode-se comparar os MSResidual porque estamos tratando de escalas
diferentes.

- Parte 4 — Multicolinearidade e Analise de Variancia via Analise de
Regressao

2) (Multicolinearidade) Um grupo de estudantes participou de um experimento simples:
cada estudante teve anotado sua altura (height), peso (weight), sexo (sex) , habito de
fumo (smokes), nivel de atividade usual (activity) e pulso em repouso. Depois, eles
correram no lugar durante um minuto e o pulso foi novamente medido. O objetivo é
saber como predizer a medicdo do pulso depois da corrida através das variaveis
medidas .

Pulse1 pulso antes da corrida (em batidas por minuto)

Pulse2 pulso depois da corrida (em batidas por minuto)

Smokes 1= fuma regularmente ; 2 = ndo fuma regularmente

Sex 1 =homem 2 = mulher

Height altura (em polegadas)

Weight Peso (em libras)

Activity Nivel de atividade fisica: 1 =leve 2 = moderado 3 = intenso
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a) Ajuste um modelo de regressao linear, entrando sequencialmente com as variaveis:
pulse1, Sex, height, weight, smokes, activity. A cada entrada de variavel, faca o teste
F seqiiencial, avaliando a Soma de Quadrados Extra devida a variavel que esta
entrando . Avalie os VIF's (fatores de inflagdo da varidncia). (No MINITAB, janela
Regression, botao Options).

Tabela ANOVA para os testes F seqiienciais :

Fonte de Variagcdo SS MS MSResi (g.1) F

Regressao (X1,...X6) 8972,9 | 1281,8 | 119,6 (27) | 10,72 *

X1 (pulset) 4500,2 | 4500,2 | 233,4(33) | 19,28 *
X2 (Sex) | X1 3332,9 | 33329 | 136,5(32) | 24,41 *
X3 (height) | X1, X2 62,2 62,2 | 1389(31) | 045
X4 (weight) | X3, X2, X1 156,0 | 156,0 | 1383(30) | 1,13
X5 (smokes) | X4,X3,X2,X1 201,6 | 201,6 | 136,1(29) | 1,48
X6 (activity) | X5,X4,X3,X2,X1 720,1 | 360,17 | 119,6(27) | 3,01

Residuo (Erro) (X1,...,X6) 32279 | 1196 | - | -

Total 12200,7 | === | meeemeeeem | emeeen

OBS: as somas de quadrados ndo somam exatamente a SSTotal devido a erros de
arredondamento, dado que cada SS veio do ajuste de modelos diferentes.

F0_05 ;1,30 = 4, 1709 F0_05 ;1,29 = 4, 1830 F0_05 [ 2:27 = 3, 3541
Predictor Coef SE Coef P VIF
Constant 30,21 62,88 0,635

Pulsel 0,6542 0,1906 0,002 1,4
Sex 14,353 6,417 0,034 2,6
Height 0,1565 0,8556 0,856 2,4
Weight -0,1502 0,1363 0,280 2,7
Smokes 3,690 4,221 0,390 1,2
Actl 3,923 7,548 0,607 3,4
Act?2 -8,806 7,861 0,273 2,9
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b) Ajuste o modelo de regressdao somente com as variaveis que deram contribuigdo
significativa para a Soma de Quadrados de Regressé&o, avaliando também os VIF's.
Ha indicacao de problemas de multicolinearidade das variaveis explicativas?

Modelo com Pulse1 e Sex como explicativas:

The regression equation is
Pulse2 = 18,9 + 0,583 Pulsel + 23,4 Sex

Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 18,86 13,05 1,45 0,158

Pulsel 0,5830 0,1950 2,99 0,005 1,2
Sex 23,396 4,735 4,94 0,000 1,2
S = 11,68 R-Sg = 64,2% R-Sg(adj) = 62,0%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 2 7833,1 3916,5 28,69 0,000
Residual Error 32 4367,7 136,5

Total 34 12200,7

Fesidual Model Diagnostics

Marmal Plat of Residuals
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Tentativas para corrigir a normalidade:

v Transformacgéo raiz quadrada : (pulso sdo contagens, bpm)

Modelo :
raiz(pulse2) = b0 + b1 *raiz(pulsel) + b2* Sex + erro
Sem sucesso.

Modelo :
raiz(pulse2) = b0 + b1 *raiz(pulsel) + b2* Sex + b31*act1 +b32*act2 + erro

Modelo raiz quadrada

Mormal Plot of Residuals

Residual
|
'\\

Marmal Score

Histogram of Residuals Residuals ws. Fits
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Corrige o problema da normalidade sem causar outros problemas.

The regression equation is

Sgrt (pulse2) = 4,02 + 0,596 Sqgrt (pulsel) + 0,907 Sex2 +
0,332 Actl - 0,368 Act2

Sex 2 0, se masculino
1, se feminino
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Predictor Coef SE Coef T P VIF

Constant 4,022 1,498 2,68 0,012

Sgrt (pul 0,5961 0,1674 3,56 0,001 1,3
Sex?2 0,9069 0,25406 3,56 0,001 1,0
Actl 0,3323 0,3637 0,91 0,368 3,0
Act2 -0,3679 0,3875 -0, 95 0,350 2,7
S = 0,5570 R-Sq = 71,0% R-Sg(adj) = 67,1%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 4 22,7980 5,6995 18,37 0,000
Residual Error 30 9,30064 0,3102

Total 34 32,1043

c) Interprete o modelo ajustado em b).

The regression equation is
Sgrt (pulse2) = 4,02 + 0,596 Sqgrt (pulsel) + 0,907 Sex2 +
+ 0,332 Actl - 0,368 Act2

Considerando pessoas de mesmo sexo e mesmo nivel de atividade fisica, um
aumento de 1 unidade na raiz quadrada do pulso em repouso leva a um aumento médio
de 0,596 unidades na raiz quadrada do pulso apos a corrida.

Considerando pessoas de mesmo pulso em repouso e mesmo nivel de atividade
fisica, a raiz quadrada do pulso médio de um individuo do sexo feminino tem 0,907
unidades a mais do que o pulso médio de um individuo do sexo masculino.

Considerando pessoas de mesmo pulso em repouso e mesmo Sexo, a raiz
quadrada do pulso médio de um individuo com nivel de atividade fisica moderada tem
0,332 unidades a mais do que o pulso médio de um individuo com nivel de atividade
fisica leve.

Considerando pessoas de mesmo pulso em repouso e mesmo Sexo, a raiz
quadrada do pulso médio de um individuo com nivel de atividade fisica moderada tem
0,332 unidades a mais do que o pulso médio de um individuo com nivel de atividade
fisica leve.

Considerando pessoas de mesmo pulso em repouso e mesmo sSexo, a raiz quadrada
do pulso médio de um individuo com nivel de atividade fisica intensa tem 0,368 unidades
a mais do que o pulso médio de um individuo com nivel de atividade fisica leve.

3) (Analise de Variancia via Analise de Regressao)

Pulse1 - pulso antes da corrida (em batidas por minuto)
Activity - Nivel de atividade fisica : 1 = leve 2 = moderado 3 = intenso

Com os dados do exercicio 1, vamos verificar se o pulso médio varia conforme o
nivel de atividade. Ou seja, devemos comparar a média do pulso em trés grupos de
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individuos.
A hipétese nula é a de que o pulso médio € igual nos trés grupos , e a hipbtese
alternativa é a de que pelo menos um dos grupos tem média diferente.
Estas sdo as hipdteses usadas na técnica de Analise de Variancia, que pode ser
realizada através de um modelo de regressao. Vejamos como:

a) Ajuste um modelo de regressao (com intercepto) da variavel pulse1 em fungdo da
variavel activity. Lembre-se de que a variavel activity é qualitativa e tem trés niveis.
Construa a Tabela Anova e teste a significancia desta regressao, através do teste F.
Em caso de rejeicdo de HO, teste a significAncia de cada coeficiente em separado
através do teste t.

Criacdo das variaveis dummies:

Act1 | Act 2 No MINITAB, menu  Calc > Make Indicator Variables.
Activity — 1 0 0 Apagar a coluna com a indicadora da classe a ser referéncia
Activity — 2 1 0
Activity — 3 0 1

The regression equation is
Pulsel = 76,7 - 2,91 Actl - 4,95 Act2

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 76,667 6,764 11,33 0,000
Actl -2,907 7,159 -0,41 0,687
Act2 -4,952 8,085 -0,61 0,545
S =11,72 R-Sqg = 1,2% R-Sg(adj) = 0,0%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 2 53,7 26,9 0,20 0,823
Residual Error 32 4392,7 137,3

Total 34 444¢6,4

Teste F da Tabela ANOVA Ho: p1=p2=0

H+: pelo um dos betas diferente de zero

Teste T para o intercepto [y . Ho: po=0
H1.' ﬂo =0

b) Interprete o0 modelo ajustado. Qual é a diferenga média entre o pulso de individuos do
grupo de atividade fisica leve e o pulso de individuos do grupo de atividade fisica
moderada ? E entre individuos do grupo de atividade fisica leve e os de atividade
intensa? E entre os dos grupos moderada e intensa? (se a regressdao nao for
considerada significante, essa interpretagao servira como pratica).

Interpretacao de [, : representa o pulso médio dos individuos de atividade fisica leve
(76,7 batidas por minuto, bpm).
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Interpretacao de f; : representa a diferenga entre o pulso médio dos individuos de
atividade fisica moderada e os de atividade fisica leve (2,91 bpm).

Interpretac&o de p» : representa a diferenga entre o pulso médio dos individuos de
atividade fisica intensa e os de atividade fisica leve (4,95 bpm).

Diferenca entre f» e p;_: representa a diferenga entre o pulso médio dos individuos de
atividade fisica intensa e os de atividade fisica moderada (4,95 - 2,91 = 2,04 bpm).

c¢) Com o teste F em a), existem evidéncias estatisticas suficientes contra a hipétese de
igualdade entre o pulso médio dos trés grupos?

Né&o, pois os coeficientes de regressdo ndo foram considerados significantes.

d) Utilize a técnica da Analise de Variancia, responda a questao em c).

Utilizando o menu Stat > ANOVA > One- Way:

Response : Pulsel Factor: Activity
One-way ANOVA: Pulsel versus Activity

Analysis of Variance for Pulsel

Source DF SS MS F P
Activity 2 54 27 0,20 0,823
Error 32 4393 137

Total 34 4446

Individual 95% CIs For Mean
Based on Pooled StDev

Level N Mean Sthev ——+-—--——--—-- to——————— to——————— +-——-
1 3 76,67 12,22 (- Hemmmm oo )
2 25 73,76 11,55 (=———- Fomm )
3 7 71,71 12,19 (-——==———--- Hmmmm o )

=t Fomm Fomm = t-——-
Pooled StDev = 11,72 64,0 72,0 80,0 88,0

e) Compare a tabela ANOVA de d) com a tabela ANOVA de a). O que se pode concluir?

REGRESSAO
Analysis of Variance
Source DF SS MS F P
Regression 2 53,7 26,9 0,20 0,823
Residual Error 32 4392,7 137,3
Total 34 444¢6,4
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ANOVA

Analysis of Variance for Pulsel

Source DF SS MS F P
Activity 2 54 27 0,20 0,823
Error 32 4393 137

Total 34 4446

A concluséo é : a técnica da Analise de Varidancia (ANOVA) para testar igualdade
das médias de varios grupos € um caso particular de Analise de Regresséo Linear, onde
“as variaveis explicativas” sdo as variaveis dummies criadas a partir da variavel indicadora

de grupo.

- Parte 5 — Regressao Polinomial

1) (Adaptagdo de Montgomery and Peck, 2" Edigdo : Modelos Polinomiais) O nivel de
carbonacgao (gas) de um refrigerante € afetado pela temperatura do produto e pela
pressdo da maquina que enche as garrafas. Para estudar este processo, foram
coletados dados em 12 situagodes, que estao disponiveis na Tabela A.10, no Anexo.

Y carbonacgao da bebida

X temperatura da bebida

Z Press&o da maquina que enche a garrafa

a) Centralize as variaveis explicativas (X e Z) em torno de suas médias (No MINITAB,
use o menu Calc ou o0 menu Edit > Command Line Editor com os seguintes comandos
let c4 = c2-mean(c2) e let c5 = c3-mean(c3) , onde c2 e c3 sdo as colunas quem
contém X e Z, respectivamente).

Xx-centralizado z-centralizado x-centralizado z-centralizado
-0,5 -0,91667 0,0 -0,91667
-0,5 -0,41667 0,0 0,08333
-0,5 0,08333 0,5 -0,41667
-0,5 0,58333 0,5 1,58333
0,0 -1,41667 0,5 1,58333
0,0 -1,41667 0,5 1,58333

b) Faca um diagrama de dispersdo de Y e X e outro para Y e Z, usando as variaveis
centralizadas criadas em a). Com qual das duas variaveis (X ou Z) o relacionamento
de Y parece ser mais forte? De que tipo parece ser este relacionamento?

17 — . 17 —

12 — 12 —

Y.11
Y. 11

. . . .
T T T | | |
-0,5 0,0 0,5 -1 0 1

x-central. z-central.




A variavel Y aparenta ter uma relagdo mais forte com a variavel Z, e essa relagdo
parece ser linear.

c¢) Com a variavel explicativa escolhida em b), ajuste um modelo de regressao linear

simples. Faca o grafico de residuos versus preditos. Ha algum problema com este
grafico?

The regression equation is
Y.11 = 7,95 + 4,87 z-central.

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y.11)

Residual

| T T T
0 5 10

Fitted Value

Nota-se que o grafico acima apresenta uma tendéncia na forma de uma parabola, o
que nos leva a pensar no ajuste de um modelo de regresséo quadratico.

d) Acrescente o termo quadratico ao modelo ajustado em c), guarde os residuos e faga

novamente o grafico de residuos versus preditos. O aspecto do grafico melhora em
relacéo ao do grafico em c)?

The regression equation is
Y.11 = 6,91 + 4,56 z-central.

+ 0,896 (z/centra.)”2

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y.11)

Residual
o
|

Fitted Value

O ajuste do modelo com o termo quadratico melhorou o aspecto do gréafico, pois
agora o mesmo ndo apresenta nenhuma tendéncia e nenhum outro problema.
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e) Teste a contribuicdo do termo quadratico para a soma de quadrados de regressao
através do teste F sequencial.

H,: A contribuigdo de f,, dado py e p1, ndo é significante (£, = 0)
H,: A contribuigéo de f,, dado fy e 1, € significante (S = 0)

Estatistica F = 8,63 /0,45 = 19,178
Regiéo Critica = {F CF> F1;9;0,05} , onde F1;g’-0,05 =51174

Como Fqps esta na regiéo critica estdo é possivel dizer que a influéncia de S, para o
modelo é significante, ou seja, o termo quadratico tem contribuicdo para o modelo.

f) Faca um grafico dos residuos do modelo em d) versus a variavel explicativa
(centralizada) que ficou de fora (X ou Z). Ha algum padrao neste grafico?

1 - :

RESI2
o
\

I I I
-0,5 0,0 0,5
x-central.
Pelo grafico acima nota-se que a medida em que o valor de x cresce a varidncia dos

residuos também aumenta.

g) Acrescente a variavel utilizada em f) (centralizada) ao modelo em d). Teste a
contribuigdo desta variavel para a soma de quadrados de regresséo através do teste F
sequencial. Ela é significante? Em caso negativo, retire-a do modelo.

The regression equation is
y.11 = 7,05 + 4,50 z-central. + 0,775 (z/centra.)”2 + 0,561 x-
central.

H,: A contribuigédo de s, dado fo, 1 € P2, ndo é significante (3 = 0)
H,: A contribuicdo de s, dado fo, f1 e B., é significante (3 = 0)

Estatistica F = 0,33 /0,47 = 0,703
Regié'o Critica = {F CF> F17-3,-0,05} , onde F1;37-0,05 = 5,3177
Ha evidéncias a favor da hipotese de que a contribuicdo de fs para o modelo ndo é

significante, isto €, x (centralizada) ndo é importante para o modelo de regresséo
ajustado, pois Fops N&0 esta na regiéo critica.
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h) Ao modelo escolhido em g), acrescente o termo de interagdo entre X e Z
(centralizado)(comando: let c10 = c4*c5, onde c4 e c5 s&o as colunas quem contém X
e Z centralizadas, respectivamente). A contribuigdo do termo de interagdo para a soma

de quadrados de regressdo é significante (use o teste F sequencial) ? Em caso
negativo, retire-o do modelo.

The regression equation is
Y.11 = 6,87 + 4,72 z-central. + 1,11 (z/centra.)”2 - 0,993 iteracao

Ho: A contribuigdo de fs3, dado S, f1 e fo, ndo é significante (3 = 0)
H,: A contribuigéo de fs, dado [y, p1 € [, € significante (3 = 0)

Estatistica F = 0,54 /0,44 = 1,228
Regiéo Critica = {F CF> F1;8,-0,05} , onde F1;8;0,05 = 5,3177

Né&o existem evidéncias a favor da hipotese de que ps é significante para o modelo,
pois Fops N0 esta na regido de rejeigdo.

i) Para o modelo escolhido em h), fagca a andlise de residuos completa (graficos de

residuos, probabilidade normal, testes, se possivel, pontos de influéncia,
multicolinearidade (VIF's) ).

O modelo escolhido em (h) é: Y.11 = 6,91 + 4,56 z-central. + 0,896 (z/centra.)"2

Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 6,9057 0,3072 22,48 0,000

z-centra 4,5608 0,1934 23,58 0,000 1,1
(z/centr 0,8962 0,2052 4,37 0,002 1,1
S =0,6729 R-Sg = 98,8% R-Sg(adj) = 98,5%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 2 338,12 169,06 373,41 0,000
Residual Error 9 4,07 0,45
Lack of Fit 3 2,08 0,69 2,08 0,204
Pure Error 6 2,00 0,33
Total 11 342,19

1 rows with no replicates

Source DF Seq SS
z—-centra 1 329,48
(z/centr 1 8,63
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Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y.11)

Residual
o
|

Fitted Value

Probability

999
99
95
80
50
20

Normal Probability Plot

05 -
,01
,001 o

-0,5

Average: -0,0000000
StDev: 0,608625

N:12

Residuals Versus the Fitted Values

(response is Y.11)

0:0
RESI2

Standardized Residual

Teste de Durbin-Watson

H,: Os residuos nao séo correlacionados

H.: Os residuos séo correlacionados

D=183 4-D=217

dl =0,83

du=1,40

sdo correlacionados.

Fitted Value

0,5 1,0

Anderson-Darling Normality Test

A-Squared: 0,253

P-Value: 0,669

Obs | SRES1 HI1 COOK1 | Obs | SRES1 HiI1 COOK1
1 |-0,79986 | 0,143718 | 0,035794 7 | -1,37805 | 0,143718 | 0,106244
2 0,32317 | 0,162140 | 0,006737 | 8 | -0,62343 | 0,213644 | 0,035199
3 | -0,38880 | 0,213644 | 0,013690 | 9 1,67079 | 0,162140 | 0,180069
4 0,49799 | 0,204207 | 0,021212 | 10 | 1,71116 | 0,324279 | 0,468394
5 0,68011 | 0,391977 | 0,099398 | 11 | -1,39855 | 0,324279 | 0,312888
6 0,29892 | 0,391977 | 0,019201 | 12 | -0,45841 | 0,324279 | 0,033615

Pela analise

dos graficos de residuos verifica-se

Como ambos D e 4 — D sdo maiores que du pode-se afirmar que o0s residuos ndo

que 0S mesmos possuem
homocedasticidade, sdo normalmente distribuidos (teste de Anderson-Darling) e ndo sao
correlacionados, o que é confirmado pelo teste de Durbin-Watson. Nota-se ainda que o
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modelo apresenta uma pequena multicolinearidade, mas esta que ndo é prejudicial ao
modelo, pois os VIFs estdo proximos de um (1,1).

Através da tabela acima vé-se que existem dois possiveis pontos influentes (obs. 10 e
11), porém ao analisar o grafico dos residuos padronizados percebe-se que isto ndo
acontece, pois ndo ha nenhum ponto fora do intervalo de =2 a 2.

j) Faca o teste de falta de ajuste, se possivel.

H,: Néo ha falta de ajuste
H,: Ha falta de ajuste

Existem evidéncias de que o modelo ndo apresenta falta de ajuste, pois o p-valor da
falta de ajuste é maior que 0,05 (0,204).

k) Caso o modelo passe pelo teste em j), faga o teste F da regressdo e, em caso de
significancia estatistica, faca o teste t individuais.

Ho.' ﬂ1 = ﬂz =0
H,: pelo menos um diferente de zero

Como o valor P da regressdo é aproximadamente zero pode-se dizer que pelo menos
um parametro do modelo é diferente de zero.

Ho.. ﬂ1 = 0 Ho.. ﬂ2 = 0
Ha.. ﬂ1 z O Ha.. ﬂz Z 0

Como para os dois parametros os valores P sdo menores que 0,05, nos é permitido
afirmar que ambos pardmetros sdo diferentes de zero.

I) (Utilizando a equacgao escolhida) Para uma maquina operando a uma pressao de 23,5
e um produto a temperatura de 30, qual é o nivel de carbonacéo esperado? (Lembre-
se de que o modelo utiliza as variaveis centralizadas)

O nivel de carbonacédo esperado é de 12,898.

m) Construa um intervalo de 95% de confianga para o valor de Y, quando X e Z possuem
os valores de ). Para calcular o erro de estimacgéao, lembre-se de que sera necessaria
a matriz (X’X)". Para o modelo em h), ela pode ser armazenada em Storage, na
janela Regression. Ela sera armazenada no objeto m1. Para imprimi-lo, va ate o
menu Edit > Command Line Editor com O seguinte comando: print ml.

-1 —
(X’X)" =|| 0,208480 0,036724 -0,107911
0,036724 0,082633 -0,031666
~0,107911 -0,031666 0,093049

ICos9 = (}7it%’(n_p_l)\/QMR[xO'(X'X)‘lxo]) = (12,254;13,543)
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s Exercicios de Revisdo de Regressdo Multipla

Considere o modelo de regressédo linear multipla, Y = Xp + ¢, onde Y, X, B e ¢ sé&o
vetores ou matrizes.

1) Se dispomos de 100 “individuos” com observagdes em 5 variaveis consideradas
explicativas, mais a variavel resposta, quais sao as dimensées de Y, X,Be¢ ?

Y tem dimensédo: 100 x 1
X tem dimensdo: 100 x 6
p tem dimenségo: 6 x 1

& tem dimensédo: 100 x 1

2) Qual é o método utilizado para estimar o vetor B? Para utilizar este método, é
necessario supor alguma distribuicdo para a variavel resposta Y? Em caso positivo,
qual distribuigao?

O método utilizado para estimar f é chamado de métodos dos minimos quadrados.
Na verdade, para se usar o método de minimos quadrados ndo € necessario supor
distribuicdo para Y. A distribuicdo é necessaria quando queremos fazer testes e construir
intervalos.

Estimativa de 8= (X'X)'X’Y

3) Quais sédo as suposicoes feitas pelo modelo de erros normais? O que estas
suposi¢des acarretam para Y?

E necessério supor que os erros sdo independentes, aleatérios e normalmente
distribuidos com média zero e variancia o°. Isto implica que o vetor Y tenham distribuic&o
normal com média BX e variancia constante ¢.

4) Considerando o modelo de regressao linear multipla, em que situacdo € possivel
realizar um teste de falta de ajuste (“lack-of-fit’) e qual € objetivo deste teste?

Quando se tem medidas repetidas, lembrando que a repeticdo tem que acontecer
em todas as variaveis para que dois observagbes sejam consideradas medidas repetidas.
Este teste nos permite verificar se a reta de regresséo ajustada se “ajusta” aos dados, ou
seja, se o modelo é bom.

5) Quais os procedimentos graficos podem ser usados para verificar as suposi¢coes
enumeradas no item (3) ? Que outros graficos podem ser feitos na andlise de
residuos?

e grafico de probabilidade normal (p/ os erros) — para a verificagdo de normalidade dos
residuos (e assim dos Y)
e Grafico dos residuos vs. a ordem (tempo) de coleta, quando disponivel — para se
constatar a aleatoriedade dos erros ;
e Grafico dos residuos vs. variavel explicativa — para verificar suposi¢cdo de varidncia
constante (homocedasticidade) e aleatoriedade dos residuos;
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e Gréfico dos residuos vs. Preditos — para verificar suposi¢cdo de varidncia constante
(homocedasticidade) e aleatoriedade dos residuos;

e E ainda o grafico de residuos vs. variaveis que nédo entraram no modelo — Para
verificar se ha relagcéo entre os residuos do modelo e as variaveis fora dele.

6) Quais sao as hipéteses nula e alternativa do teste F da tabela ANOVA ?

Ho.'ﬂ1 =ﬂ2=ﬂ3= ...... =ﬂp

H.: pelo menos um é diferente

7) (Soma de Quadrados Extras ; Testes F sequenciais). Pensando num modelo de
regressao linear com trés variaveis explicativas (X1, X2 e X3) e n observagdes, como
montar a tabela ANOVA com a decomposi¢cao da soma de quadrados da regressao
(SSReg) abaixo?

Fonte SS g.l MS F
MSReg(X1,X2,X3) /
Regressao(X1, X2, X3) SSReg(X1,X2,X3) 3 SSReg(X1,X2,X3) / 3
MSRes(X1,X2,X3)
X1 SSReg(X1) 1 SSReg(X1) /1 MSReg(X1) / MSRes(X1)
MSReg(X2| X1) /
X2 | X1 SSReg(X2 | X1) 1 SSReg(X2| X1)/1
MSRes(X1,X2)
MSReg(X3| X1,X2) /
X3 | X1, X2 SSReg(X3|X1,X2) 1  SSReg(X3| X1, X2)/1
MSRes(X1,X2,X3)
Residuo (Erro) SSRes(X1,X2,X3) n—4 SSRes(X1,X2,X3)/n-4
Total SSTotal n-1

Expligue como obter as SSReg’s da tabela, quais seriam os respectivos graus de
liberdade (g.l.), como obter os MS (quadrados médios) e as respectivas estatisticas F.

As somas de quadrados das regressées sdo obtidas da sequinte forma:
Ex.: Calculo da SQReg(X2|X1) :

- Ajusta-se o modelo apenas com a variavel X1 e depois faz-se outra regressdo
com X1 e X2. Dessa forma obtém-se: SQReg(X1) e SQReg(X1,X2). Assim temos que:
SQReg(X2|X1) = SQReg(X1,X2) - SQReg(X1)

Procede-se dessa maneira para todas as outras SQReg'’s.

Cada SS tem 1 grau de liberdade, se for adicionado 1 termos, 2 graus se forem
adicionados 2 termos e assim por diante. Exemplo: os graus de liberdade da
SQReg(X1|X2) é um e o0s g. I. de SQReg(X2,X3|X1) é 2.

Para se obter os quadrados médios basta dividir a soma de quadrados da regresséo
pelo seu respectivo grau de liberdade. E para calcular a estatistica F dividi-se o MSReg
seqtiiencial pelo MSRes da regressdo “maior”. Por exemplo: Fxsx1,x2 = MSReg(X3| X1,X2)
/ MSRes(X1,X2,X3) , onde MSRes(X1,X2,X3) é o MSRes da regressdo com as trés
variaveis, X1, X2 e X3.
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8) Quais as hipdteses nula e alternativa de cada um dos testes F da tabela ANOVA em
(7)?

Ho: A contribuigéo de 4, dado [y, ndo é significante (1 = 0)
Ha: A contribuicdo de 1, dado S0, é significante (1 =0)

Ho: A contribuigdo de p», dado p; e po, ndo é significante (f> = 0)
Ha: A contribuicdo de f,, dado f; e B, é significante (fz #0)

Ho: A contribuigéo de s, dado po, 1 e fo, ndo é significante (3 = 0)
Ha: A contribuicdo de fs, dado [, 1 e o, é significante (B3 = 0)

9) O que é multicolinearidade e o que este problema pode causar na andlise de
regresséo?

Multicolinearidade é a existéncia de correlagdo entre as variaveis explicativas.
Caso ela exista a qualidade, (precisdo) do modelo de regresséo ajustado sera afetada.

10)Quais sao os tipos de pontos de influéncia e como detecta-los?

Os pontos de influéncia podem ser pontos de alavancas (outliers em X, mas néo
em Y) e pontos de influéncia propriamente ditos (outliers em X e Y). Os Hi’s servem para
detectar os pontos de alavanca e o Dcooks os pontos de influéncia. Pode-se também
detectar possiveis pontos de influéncia através da anélise dos graficos de residuos.

11) Em qual(is) situacdo(ées) é indicado o uso do Método dos Minimos Quadrados
Ponderados (MQP) ao invés do Método dos Minimos Quadrados Ordinarios (MQO) na
estimagdo da equacao de regressao? Qual é a diferenga entre os dois métodos?
Quais sao as consequéncias de se usar o MQO quando o MQP seria 0 método
indicado?

O método de minimos quadrados ponderados é indicado quando ha indicios de que o0s
erros ndo apresentam variancia constante, verificado através da analise de residuos. A
diferencga entre os dois métodos esta no fato de que, ao fazer a ponderagdo, o MQP da
pesos diferentes as observagées.

12)Compare a transformagdo de Box-Cox e o MQP como alternativas para estabilizar a
variancia dos erros, citando vantagens e desvantagens.

Uma desvantagem do método de box-cox é o fato de que para se fazer previsées é
necessario fazer a transformagédo inversa. Outra desvantagem €& que néo esta
implementado em programas estatisticos conhecidos. Uma vantagem dele € que é
semiautomatico, bastando apenas escolher valores apropriados para os lambdas a serem
testados. A desvantagem do MQP é que precisamos descobrir 0s pesos a serem usados,
0 que pode ser bastante trabalhoso. Uma vantagem é que ja esta implementado e fornece
a estimativas dos betas diretamente.
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13)Quais sdo as vantagens da centralizacdo das variaveis explicativas em suas médias
para a estimacao dos parametros da regressao ? (Pense em termos da matriz (X’X) )

Com a centralizagdo, a média das novas variaveis sera igual a zero, zerando 0s
elementos fora da diagonal da matriz (X'X). Isto ajuda na estimagédo dos betas, que passa
a ter estimativas ndo correlacionadas e ajuda a evitar o problema da multicolinearidade na
regresséo polinomial.
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2° Parte — Exercicios Teoricos
% Regresséo Simples

1) Paraomodeloderegressdo Y=/4 +f3 X +f X ,+¢,

encontre os estimadores de o, B1e B2 pelo método de minimos quadrados dos erros.

2) Mostre que: Z( YY) :Z(Y —)7)2 +i(Yi —2)2
i=1

i=1 i=1

Dica : usar o resultado:  »'Y, *e, =0
i=l1

3) Considere o modelo Y=,B +ﬂX +e .

Mostre que SSReg =Z(Y —)7)2 =p*S,, onde § = i“()(’,—)?)2
i=1 im1

4)
a) Mostre que i(X,»_)?)z = X.(X,-X).

i=1 i=1

b) Usando o resultado de a) , mostre que ,31 € um estimador n&o viciado para [ .

2 2 2
5) Para o modelo Y= f + B X +¢&, mostre que R = 5, , onde T3, é o quadrado do

coeficiente de correlagédo entre Ye Y .

s Regresséao Multipla

1) Considerando o modelo de regressao linear simples em termos matriciais: Y=XB +e

onde B’ = (Bo, B1), Y € um vetor de n observagdes e X é a matriz definida

1 X,
como X = : X,
1 X,

Mostre que, em termos matriciais, que Y'e =0.
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Lembre-se de que € é o vetor de residuos e pode ser escrito como e=(I-H)Y, onde | &

a matriz identidade e H = X(X'X)'1 X',

2) Considerando o modelo de regressao linear simples em termos matriciais: Y=XB+¢

X,
onde B’ = (B41), Y € um vetor de n observagdes e X € a matriz definida como - _ X,

Xﬂ
que nao ha intercepto no modelo.

n

Sy

i=1

Mostre, em termos matriciais, que 5, =, . Lembre-se que a solugao das

>

i=1

equacdes normais

€ dada por . (Neste caso, ha somente uma equagao normal, pois ha

B=(X'X)" X'Y

somente um parametro a ser estimado).

. Note
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Analise de Regressio no Minitab®

e Regressao Simples
- Gréfico de disperséao:

Acesse na barra de ferramentas:
GRAPH > PLOT

Aparecera a janela abaixo, na qual basta colocar no local correspondente a variavel
Y a coluna que contém esta variavel e fazer o mesmo para X, como na figura abaixo.
Para isto vocé deve clicar uma vez no local onde quer colocar a coluna, depois clicar no
nome da coluna que vocé deseja mover (que esta do lado esquerdo da janela) e entdo
clicar em SELECT. Ou clicar uma vez no local onde quer colocar a coluna e depois clicar
duas vezes no nome da coluna.

x|
C1 v K Graph variables:
C2 3K
Graph ' b'e ﬂ
1 ). "KLK
2
3 hd
Data display:
ltem Display |v For each |v Group variables ﬂ
1 Symbol Graph
2
3 =

Edit Attributes... |
Select | Annotation El Frame El Regions El
Help | Options... | OK I Cancel |

- Ajustando a reta de regresséo:

STAT > REGRESSION > FITTED LINE PLOT >

C1 ¥ 3K Response [Y): |'Y.3K'
C2 3K .
Predictor [x]: |'X.3K'

Type of Regression Model
& Linear  Quadratic ¢ Cubic

Select | Options... | Storage... |
Help | 0K I Cancel |

Basta selecionar as variaveis da mesma forma citada anteriormente.
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- Encontrando a reta de regresséo, a tabela ANOVA, graficos de residuos e eftc :

STAT > REGRESSION > REGRESSION... >

x|
cl L Response: | ¥.3K'
z2 X 3K
Predictors: [ 1 31| ;l
=

I
| Graphs... | Options... |

Select | Results... | Storage... |
Help | 0K I Cancel |

ApOs aparecer a janela acima basta colocar as colunas correspondentes a variavel
resposta e a variavel explicativa nos locais, respectivamente, RESPONSE e
PREDICTORS. Caso se deseje apenas a reta estimada e a tabela ANOVA ¢é s6 parar por
aqui e dar OK.

Para se obter os graficos de residuos separados clica-se no botdo GRAPHS...
(dentro na mesma janela mostrada acima) e entdo € s selecionar com um clique os
graficos desejados.

x|

Residuals for Plots:
' Reqular " Standardized ¢ Deleted

Residual Plots

¥ Histogram of residuals

[T Normal plot of residuals

¥ Residuals versus fits

[ Residuals versus order
Residuals versus the variables:

Select |
Help | 0K I Cancel |

No botdo RESULTS vocé podera selecionar o tipo de informacao que deseja obter
juntamente com a tabela ANOVA. A sele¢cdo que normalmente ja esta selecionada é a

mostrada na figura que segue.
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Control the Display of Results
" Display nothing
+ Regression equation, table of coefficients, s, R-squared,
and basic analysis of variance
" In addition, sequential sums of squares and the unusual
observations in the table of fits and residuals
" In addition, the full table of fits and residuals

Help | 0K I Cancel

Ja no botdo OPTIONS é possivel selecionar valores como as estatisticas de teste
do teste de Durbin Watson (“Durbin-Watson statistic”) e do teste de Falta de
Ajuste, assim como o valor do Erro Puro (“Pure Error”). Também pode-se ajustar uma
reta de regresséo sem o intercepto, basta ndo selecionar o item “Fit intercept’.

(a1 KL Weights: | ¥ Fit intercept
z2 X 3K

C3 RESI1
C4 FIT=1 Display Lack nf Fit Tests
[Jata subsetting

Prediction intervals for new observations:
I
Confidence level: |95

Storage
I=| Fits [=| Confidence limits

Select | [”| S8Es of fits I~ Prediction limits
Help | OK I Cancel

X

No botdo STORAGE, clicando-se em algum dos itens obtém-se uma coluna com os

valores solicitados , por exemplo os residuos e valores preditos.

Diagnostic Measures Characteristics of Estimated Equation
¥ Residuals [T Coefficients
[T Standardized residuals ¥ Fits
[ Deleted t residuals [ MSE
[ Hi [leverages] [T X'¥ inverse
[T Cook's distance [ R matrix
[" DFITS

Help | 0K I Cancel

x|

Caso deseje obter os graficos de residuos (mais usados) juntos deve-se seguir o

seguinte caminho: STAT > REGRESSION > RESIDUAL PLOTS...

Porém, ja deve existir uma coluna com os residuos e outra com os valores preditos.
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Isto pode ser obtido conforme explicado anteriormente. Assim, basta selecionar estas
colunas nos locais mostrados abaixo.

d

C1 Y. 3K Fits: IFITSl

c2 3K .

c3 RESIL Residuals: |RESIl|

ot} FITE1

Title: |
Select |
Help | 0K I Cancel

- Teste de Normalidade para os Residuos

STAT > BASICS STATISTICS > NORMALITY TEST >

Onde esta escrito Variable coloca-se a coluna correspondente aos residuos a
serem testados, e entdo é so escolher o teste de normalidade desejado.

x|
c1 Y. 3K Variable: IRESIl
c2 H.3K
c3 REESI1

C4 FITS1 Reference probabilities: ||

Tests for Normality
& Anderson-Darling

" Ryan-Joiner [Similar to Shapiro-¥ilk]
" Kolmogorov-Smirnov
select |
Title: |
Help | 0K I Cancel

- Teste de Aleatoriedade (Corridas)

STAT > NONPARAMETRICS > RUNS TEST... >

Na janela mostrada na figura abaixo vocé deve selecionar a coluna que contém os
residuos e depois escolher entre as op¢des de fazer teste considerando valores acima e
abaixo da média dos residuos (“Above and below the mean”), ou acima e abaixo de
um valor a ser escolhido por vocé (“Above and below: 7).
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C1 FENA Variables:

c2 X 3K

3 REST1 RESI]| ]
i FITS1

=
" Above and below the mean

& Above and below: ||;|

Select |
Help | 0K I Cancel |

- Predigéo de valores

STAT > REGRESSION > REGRESSION > OPTIONS >

x|
Ci FEIR Weights: | ¥ Fit intercept
c2 I 3K
C3 RESI1
or'} FITS1 Display Lack of Fit Tests
" Variance inflation factors ¥ Pure error
¥ Durbin-Yatson statistic [” Data subsetting

[~ PRESS and predicted B-square

Prediction intervals for new observations:
|10

Confidence level: |95

" Fits nfidence limits

Select | [ SEs of fits ™ Prediction limits
Help | 0K I Cancel |

Como mostrado na figura acima, deve-se colocar no local “Prediction
intervals for new observations” o valor para o qual deseja-se fazer a previséo.

E onde estd “Confidence Level” coloca-se o nivel de confianga, isto € 1 — nivel de
significancia.
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» Interpretando os Resultados

- Tabela ANOVA e reta estimada:

Regression Analysis: Y.3K versus X.3K

The regression equation is
Y.3K = 1,00 - 0,00290 X.3K Reta de regressao estimada

Valores estimados Desvio-padrao Estatisticas de teste
para os coeficientes dos coeficientes e valores P
\ dos coeficl'entes
Predictor Coef SE Coef T P
Constant 1,00210 0,01089 92,04 0,000
X.3K -0,0029035 0,0002335 -12,43 0,000
Desvio-padrao R? ajustado
do erro (regressao muiltipla)

i sq Risz, i

S = 0,03933 R- 9% R-Sg(adj) = 82,3%
Tabela ANOVA:

Graus de somas de quadrado estatisticas Valores P
liberdade quadrados médio de teste

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 0,23915 0,23915 154,62 0,000
Residual Error 32 0,04949 0,00155
Lack of Fit 30 0,04760 0,00159 1,67 0,443
Pure Error 2 0,00190 0,00095
Total 33 0,28804

Falta de ajuste
30 rows with no replicates

Durbin-Watson statistic = 1,98 > Estatistica D do teste de Durbin Watson

Predicted Values for New Observations

New Obs Fit SE Fit 95,0% CI 95,0% PI
1 0,97307 0,00917 ( 0,95439; 0,99174) ( 0,89081; 1,05532)
Values of Predictors_for New Observations
Estimacgao Intervalo de Intervalo de
New Obs X.3K pontual confianga predicao

1 10,0

valor para o qual foi feita a predicao
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- Teste de Aleatoriedade (corridas)

Runs Test: RESI1

REST1
K = 0,00007 > valor usado para fazer o teste (a média dos residuos ou o valor
que vocé escolheu)
The observed number of runs = 17
The expected number of runs = 17,7647
15 Observations above K 19 below

The test is significant at 0,7870 nivel de significancia
para o qual se rejeitaria Hy
Cannot reject at alpha = 0,05
——— Conclusio do teste

- Graficos de residuos (juntos)

Grafico de normalidade Residuos vs. Ordem de coleta

Residual Model Diagnostics

Normal Plot of Residuals | Chart of Residuals
0,08
5 . - UCL=0,1122
0,06 — e 0,1 4
0,04 — N —
T 002 - S
% 0,00 ” Rl % 0,0 - Mean=-57E-16
R -0,02 e &)
-0,04 - .
006 4 ° 0,1 N
-0,08 - ’n : : : : . : : : : : : : LCL=-0,1122
-2 1 0 1 2 0 5 10 15 20 25 30 35
Normal Score Observation Number
Histogram of Residuals Residuals vs. Fits
10 0,08 ; ;
0,06 . .
- 0,04 .
2 T 0,02 : .
S 54 % 0,00 . . ’.;:.
g & 002 - .t R
e -0,04 .
-0,06 ¢
-0,080,060,040,02,000,020,040,060,08 0,7 08 0,9 1,0
Residual Fit

Histograma

Residuos vs. Valores preditos
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e Transformagao das variaveis

O Minitab nao faz as transformagdes automaticamente dentro do item Regression,
para isto deve-se utilizar como auxilio do menu Calc (CALC > CALCULATOR) da
seguinte forma:

1. Na janela abaixo vocé faz a transformacéo que deseja. Por exemplo, \&

x|
—
1l T.7 Store result in variable: {|=5
2 .7
£3 Z.7 Expression:
4 pEsSO=
YT e
Functions:
?l El Ell +| =|{}||All functions j
4|5|E|_|<|>|Ahsc~lutevalue ﬂ
Antilog
1 | 2| 3| :l <=|>=| Arcsine
Arccosine
Arctangent
U | | I | And |l iting
Cosine
Or | Current time =l
Select | []l Not | Select |
Help | oK I Cancel |

No caso da figura os valores do resultado serdo colocados na coluna cb.
Lembrando que poténcia é representada por : “**”, como acima.
2. Agora é s6 ajustar o modelo de regressao usando esta coluna (neste caso, ¢5) como
variavel resposta.

A analise da saida do programa € a mesma das mostradas antes.
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e Regressao Multipla

- Diagrama de dispersdo em 3D:

GRAPH > 3D PLOT >

Data display:

ltem Display |v For each |' Group variables ﬂ
1 Symbol Graph

2
3

Edit Attributes... |

Select | Annotation 3D Effects El
Help | 0K I

Cancel |

Logo é soO selecionar as colunas com as variaveis nos locais indicados na figura
acima.

Encontrando a reta de regresséo, a tabela ANOVA, graficos, VIFs, COOKs e
etc.

STAT > REGRESSION > REGRESSION... >

X
cl ¥.7 Response: |'Y.7'
Z2 7
©3 .7 Predictors: [ 'x 7' 'z.7'| =]

Graphs... | Options... |
Select | Results... | Storage... |
Help | Ok I Cancel |

No caso da regressdo multipla o procedimento € o mesmo do utilizado na
regressao simples, sendo que agora coloca-se no quadro “Predictors” todas as
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variaveis explicativas separadas por espago, como mostrado na figura anterior.

Os botdes GRAPHS, OPTIONS, RESULTS e STORAGE (da janela acima)
continuam tendo as mesmas utilizagbes que na regressdo simples, porém com mais
algumas fungdes a serem usadas.

No botdo OPTIONS além do que foi citado antes também é possivel solicitar os
valores dos VIFs (“Variance inflation factors”). Basta fazer a selegdo mostrada na figura
que segue.

x|

C1 Weights: | I Fit intercept

3
Lack of Fit Tests

[~ Pure error
[ Data subsetting

Prediction intervals for new observations:

|
Confidence level: |95

Storage
[~ Fits [~ Confidence limits

Select | I”| SEs of fits [T Prediction limits
Help | OK I Cancel |

Em STORAGE além dos residuos e dos valores ajustados também pode-se
solicitar os valores dos Hi's (“Hi (leverages)”), COOKs (“Cook’s distance”),
Residuos Studentizados (“Standardized residuals”) e ainda a matriz (X’X)" (“x’ X
inverse”), entre outros. Para isto marca-se os itens mostrados na figura abaixo.

x|

Diagnostic Measures Characteristics of Estimated Equation

[ Residuals [T Coefficients

I Standardized residuals I" Fits

[T Deleted t residuals [ MSE

¥ Hilleverages)

¥ Cook's distance [T R matrix

[ DFITS

Help | Ok I Cancel
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Deve-se atentar para o fato de que no caso da regressdao multipla ha a
necessidade de se obter as somas de quadrados sequenciais, contudo se no botéo
RESULTS a opgado marcada for a mesma mostrada na regressao simples ndo obteremos
estes valores. Para resolvermos este problema basta acessar o botdo RESULTS (na
janela REGRESSION) , como mostrado anteriormente, e marcar a terceira opg¢ao da

janela que aparecera, como na figura abaixo.

x|

Control the Display of Results
" Display nothing
" Regression equation, table of coefficients, s, R-squared,
and
+ |n addition, sequential sums of squares and the unusua
servations in the table of fits and residuals
" In addition, the Ta residuals

A g - o
S ARy TS varmance

Help | 0K I Cancel
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» Interpretando Resultados

As interpretacbes sdo as mesmas que na regressao simples, porém com algumas
adicoes.

Regression Analysis: Y.7 versus X.7; 2.7

VIFs

The regression equation is
Y.7 = - 5,95 + 54,4 X.7 - 27,4 2.7
Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant -5,947 9,350 -0, 64 0,539
X.7 54,354 2,375 22,89 0,000 3,6
Z.7 -27,395 3,224 -8,50 0,000 3,6
S = 13,30 R-Sg = 99,0% R-Sg(adj) = 98,7%
Analysis of Variance
Source DF SS MS F P
Regression 2 168031 84016 474,98 0,000
Residual Error 10 1769 177

Lack of Fit 5 302 60 0,21 0,946

Pure Error 5 1467 293
Total 12 169800
4 rows with no replicates
Source DF Seq SS
X.7 1 155258 < Somas de quadrados
7.7 1 12773 seqlienciais
Durbin-Watson statistic = 2,41

Os valores de COOKs, His e etc aparecem na planilha onde estao os dados, assim
como os residuos. Ja a matriz (X’X)™! ndo aparece automaticamente, para obté-la deve-se
proceder da seguinte forma: Clique na janela de sessao (onde aparecem os resultados),
entdo va na barra de ferramentas e acesse o item “EDITOR” e ai clique no item “Enable
Commands”. Fazendo isto vocé podera dar comandos digitando na janela de sessao, na
qual aparecera na ultima linha mMTB > . Entdo quando vocé pedir a regressao a parecera
0 seguinte:

MTB > Name m2 = 'XPXI2'

MTB > Regress 'Y.7' 2 'X.7' 'Z.7';
SUBC> XPXInverse 'XPXI2';

SUBC> Constant;

SUBC> VIF;

SUBC> DW;

SUBC> Pure;

SUBC> Brief 2.

MTB >

E preciso fazer isto para saber como foi chamada a matriz (X’X)", isto aparece na

primeira linha, vte > wame m2 = 'xpx12'. Agora basta vocé digitar na ultima linha o
comando: print m2.
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Dessa forma aparecera a matriz assim:

Data Display
Matrix XPXI2
0,494189 -0,111380 0,106780

-0,111380 0,031881 -0,036723
0,106780 -0,036723 0,058757

¢ Modelo Ponderado
STAT > REGRESSION > REGRESSION... >

Aparecera a mesma janela mostrada antes, e nesta janela acessa-se o botao
OPTIONS e seleciona-se a coluna que contém os pesos no espago "Weights”.

C1 Y7 eights: |[pesos ¥ Fitintercept
c2 7
C Z.7

x|

Display Lack of Fit Tests
¥ Variance inflation factors ¥ Pure error
¥ Durbin-Watson statistic [ Data subsetting

[” PRESS and predicted R-square

Prediction intervals for new observations:

|
Confidence level: |95

storage
[~ Eits [T Confidence limits

Select | [T SEs of fits [T Prediction limits
Help | 0K I Cancel

e Modelo com Interagcao
Primeiramente deve-se criar a variavel interacdo, para isso basta multiplicar as

variaveis que possuem interacao (pode fazer isso no Excel). Entdo é s6 ajustar o modelo
com mais esta variavel. Os resultados serdo os mesmos de antes.

101




e Selecao de variaveis

- selecdo automatica de variaveis

REGRESSION > STEPWISE... >

C1 Peso Response: |Peso
C2 Altura

3 Idade

C4 Sexo redictors:

(8 Claz=e

Altura Idade Sexo Classe ‘:J

-

Predictors to include in every model:

Bl
[

Select | Methods... | Options... |
Help | Ok I Cancel |

Na janela acima basta entrar com as colunas nos locais indicados. No botédo
‘Methods...” escolhe-se o0 método de selegdo desejado:  Stepwise
(“Stepwise (forward and Dbackward)’), Forward (“Forward selection”) ou
Backward (“Backward elimination”). Os niveis de significancia de entrada e saida de
variaveis sao colocados em: “Alpha to enter” e “Alpha to remove’.

X
1+ Stepwise [forward and backward)
Predi
I -
[

Alpha to enter: |D, 15
Alpha to remowve: |D .15

Forward selection

Alpha to enter: Jo.z2s

Backward elimination

Alphato remove:  [0.1
Select |
Help | oK I Cancel
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- Método de ajuste de todos os modelos possiveis

REGRESSION > BEST SUBSETS >

X|
Cl Peso Response: |[Fesc _)
C2 Altura
3 Idade
4 Sexo Free predictors:
5 (lasss Altura Idade Sexo Class _:J
Predictors in all models:
Select |
Help | Options... | Ok I Cancel |

Coloca-se a coluna com variavel resposta em “Response”, € as variaveis
explicativas em “Free predictors”. Caso exista alguma variavel que vocé queira que
esteja em todos os modelos ajustados basta coloca-la no local “Predictors in all
models”.
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» Interpretando os resultados

- selegcdo automatica de variaveis

Método utilizado

Stepwise| Regression: Peso versus Altura; Idade; Sexo; Classe

Backward elimination. Alpha-to-Remove: 0,1

Response is Peso on 4 predictors, with N = 34

e

Step 1 2 3 4 n° do passo
Constant -107,39  -95,79 -92,26 -85,34 ——p-valor de [y
Altura 94 89 88 86
T-Value 4,69 6,62 6,72 6,64
P-Value 0,000 0,000 0,000 0,000
Idade 0,19 0,13
T-Value 0,55 0,43
P-Value 0,590 0,671
> Variaveis explicativas e seus

Sexo 1,8 respectivos P-valores e
T-Value 0,38 estatisticas de teste T.
P-Value 0,707
Classe 1,8 1,8 2,3
T-Value 0,72 0,76 1,03 ]
P-Value 0,475 0,456 0,313

~N
S 8,71 8,59 8,47 8,48
R-Sq 59,80 59, 60 59,35 57,97 4 erro-padrao, R? e R? ajustado
R-Sqg(adj) 54,25 55,56 56,73 56,65 e Cp de Mallows
c-p 5,0 3,1 1,3 0,3 )

A variavel que restar no ultimo passo é a variavel escolhida para permanecer no
modelo, que neste caso foi Altura.
Para os outros meétodos a saida do Minitab é semelhante a esta.
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- Método de ajuste de todos os modelos possiveis

Best Subsets Regression: Peso versus Altura; Idade; Sexo; Classe

Variaveis explicativas

Response is Peso

N° de variaveis explicativas utilizadas —r
A C
11 1
tdsSa
u a e s
rdxs
vars R-Sqg R-Sqg(adj) C-p S a eoe
1 58,0 56,7 0,3 8,4799 X
1 26,1 23,8 23,3 11,244 X
2 59,3 56,7 1,3 8,4728 X X
2 58,8 56,2 1,7 8,5269 X X
3 59,6 55,6 3,1 8,5866 X X X
3 59,4 55,3 3,3 8,6092 X X X
4 59,8 54,2 5,0 8,7118 X X X X

Em cada linha tem os valores de R?, R® ajustado, C-p de Mallows e do erro-padrao
do modelo ajustado com a(s) variavel(eis) explicativa marcada com um X. Neste caso o
usuario € quem decide qual o melhor modelo.
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e Validagcao do modelo

O Minitab n&o faz a validagdo do modelo automaticamente, sendo assim segue um
esquema de como faze-la manualmente:

1. Primeiramente deve-se colher uma pequena reamostra da amostra usada para ajustar
o0 modelo de regressao escolhido. Entdo se separa esta reamostra da amostra original.

2. Em seguida ajusta-se o modelo de regressdo com os dados que sobraram da amostra
original.

3. Faz-se as predi¢gbes pontuais e por intervalo (intervalo de predigdo) para os dados da
reamostra que foi separada.

4. Agora basta verificar se os valores reais estdo dentro dos intervalos de predigao.

Caso se queira o erro quadratico de predicao é s6 acessar o botdo “OPTIONS”
dentro da janela de regressao e selecionar do lado esquerdo a opgdo “PRESS and
predicted R-square”.
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Anexos

Tabela A.1
Y2.1 X2.1
1,8 3,3
2,2 4

3,5 53
3,4 5,7
2.8 4

2.8 5,3
2.8 2

1,5 2

3,2 6

2,1 5,3
3,7 3,7
2,3 1,3

3 6

3 6,3
1,9 47
5,9 6,7
2,2 2,7
1,8 5

1,7 3,7
2,8 4

3,2 4.7
3,8 3,3
1,8 1,3

Tabela A.2
Y.3K X.3K
0,971 3
0,979 4.7
0,982 8,3
0,971 9,3
0,957 9,9
0,961 11
0,956 12,3
0,972 12,5
0,889 12,6
0,961 15,9
0,982 16,7
0,975 18,8
0,942 18,8
0,932 18,9
0,908 21,7
0,97 21,9
0,985 22,8
0,933 242
0,858 25,8
0,987 30,6
0,958 36,2
0,909 39,8
0,859 44,3
0,863 46,8
0,811 46,8
0,877 58,1
0,798 62,3
0,855 70,6
0,788 711
0,821 71,3
0,83 83,2
0,718 83,6
0,642 99,5
0,658 11,2

Tabela A.3

OBS X Y
1 19 9,75
2 40 9
3 42 9,6
4 42 9,75
5 47 11,25
6 49 9,45
7 50 11,25
8 54 9
9 56 7,95
10 56 12
11 57 8,1
12 57 10,2
13 58 8,55
14 61 72
15 62 7,95
16 62 8,85
17 65 8,25
18 65 8,85
19 65 9,75
20 66 8,85
21 66 9,15
22 66 10,2
23 67 9,15
24 68 7,95
25 68 8,85
26 68 9
27 69 7.8
28 69 10,05
29 70 10,5
30 71 9,15
31 71 9,45
32 71 9,45
33 72 9,45
34 73 8,1
35 74 8,85
36 74 9,6
37 75 6,45
38 75 9,75
39 75 10,2
40 76 6
41 77 8,85
42 80 9
43 82 9,75
44 82 10,65
45 82 13,2
46 83 7,95
47 86 7,95
48 88 9,15
49 88 9,75
50 94 9
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Tabela A.4

Tabela A.5

salario | experiencia sexo
1,9307 0 0
3,1769 17 0
2,2769 5 0
3,1307 15 0
2,7769 9 0
3,0923 15 0
2,6538 8 0
2,223 5 0
2,8538 13 0
3,2307 20 0
2,823 11 0
1,9076 1 0
2,5384 6 0
2,5692 7 1
4,223 23 1
4,0923 20 1

3,6 18 1
4,7076 27 1
3,1461 11 1
2,9923 10 1
4,7461 29 1
4,1153 23 1
2,3615 4 1
4,0923 22 1
4,5076 25 1
2,9076 9 1
4,4846 25 1

X Y X Y
120 349 120 350
126 348 106 351
121 349 102 350
115 349 124 346
151 345 108 345
134 348 128 346
129 349 124 349
109 350 103 348
129 347 133 345
124 348 113 352
137 349 119 344
118 350 114 347
130 345 101 352
108 349 120 346
113 349 121 346
124 347 120 350
92 353 126 346
137 345 121 345
114 351 126 348
104 348 133 350
112 350 133 349
113 348 125 347
120 346 121 349
138 344 121 347
111 347 125 345
117 350 126 346
110 346 122 350
109 349 111 353
110 351 105 349
118 346 129 342
107 350 110 351
116 348 106 350
130 347 127 347
117 348 104 349
114 347 132 347
122 347 123 349
111 350 114 349
126 346 136 346
118 347 127 345
108 348 140 349
117 349 119 351
107 346 116 350
134 346 132 346
113 347 130 346
98 349 117 347
115 346 121 347
136 343 108 354
131 346 106 350
114 348 115 349
107 346 139 345
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Tabela A.6 Tabela A.7
y x1 x2 Dia Y.7 X.7 2.7
12 31 4 1 50 1 0
13 16 5 2 110 2 0
3 29 3 3 90 2 0
3 19 0 4 150 3 0
11 27 2 5 140 3 0
19 21 6 6 180 3 0
1 24 2 7 190 4 1
14 11 3 8 310 6 0
15 26 6 9 330 6 0
17 18 6 10 340 7 1
2 12 1 11 360 8 3
15 3 5 12 380 10 6
13 360 10 6

Tabela A.8

Y.9 X.9

81 3

73 3

72 3

91 5

99 5

127 9

114 9

116 9

123 9

131 9

141 11

151 12

147 12

131 12

145 12

147 13

179 15

166 15

181 15

178 15

185 15

156 15

173 16

189 16

192 17

203 19

192 19

219 19

214 19
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Tabela A.9

Pulse1 | Pulse2 | Smokes| Sex Height | Weight | Activity
64 88 2 1 66 140 2
58 70 2 1 72 145 2
62 76 1 1 73,5 160 3
66 78 1 1 73 190 1
64 80 2 1 69 155 2
74 84 2 1 73 165 1
84 84 2 1 72 150 3
68 72 2 1 74 190 2
62 75 2 1 72 195 2
76 118 2 1 71 138 2
90 94 1 1 74 160 1
80 96 2 1 72 155 2
92 84 1 1 70 153 3
68 76 2 1 67 145 2
60 76 2 1 71 170 3
62 58 2 1 72 175 3
66 82 1 1 69 175 2
70 72 1 1 73 170 3
68 76 1 1 74 180 2
72 80 2 1 66 135 3
70 106 2 1 71 170 2
74 76 2 1 70 157 2
66 102 2 1 70 130 2
70 94 1 1 75 185 2
96 140 2 2 61 140 2
62 100 2 2 66 120 2
78 104 1 2 68 130 2
82 100 2 2 68 138 2
100 115 1 2 63 121 2
68 112 2 2 70 125 2
96 116 2 2 68 116 2
78 118 2 2 69 145 2
88 110 1 2 69 150 2
62 98 1 2 62,75 112 2
80 128 2 2 68 125 2

Tabela A.10

Y. 11 X.11 ZA1
2,98 30,5 21,5
5,36 30,5 22
7,06 30,5 22,5
10,17 30,5 23

2,6 31 21

2,4 31 21
2,62 31 21,5
6,92 31 22,5
6,19 31,6 22
17,32 31,5 24
15,6 31,56 24
16,12 31,5 24
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