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1. PREFACIO. 5

1. Preficio.

O presente texto foi elaborado a partir de notas de aula utilizadas no curso de
graduagdo de Processos Estocasticos do departamento de Estatistica do ICEx/UFMG.
Ele é baseado na literatura colocada nas referéncias. O nosso objetivo nao era apre-
sentar resultados novedosos dos processos estocdsticos e sim redigir um texto basico em
portugués com os resultados fundamentais desta teoria.

O material foi organizado da forma seguinte. No primeiro capitulo falamos sobre a
teoria geral dos processos estocasticos e colocamos como exemplos ilustrativos o processo
de Bernoulli e outros processos associados a ele de forma natural. No segundo capitulo
tratamos a teoria basica das cadeias de Markov a tempo discreto. Damos aqui as defini¢oes
e resultados mais importantes. Km ordem de dificuldade seguiriam as cadeias de Markov
a tempo continuo, mas elas sdo tratadas somente no capitulo 4. Antes, no capitulo
3 tratamos sobre o processo de Poisson, que é um processo importante por si mesmo
além de ser um exemplo de cadeia de Markov a tempo continuo. Apresentamos as suas
principais propriedades e generalizacoes.

O texto contém um conjunto de exemplos e figuras que visam fazer mais amena e
ilustrativa a leitura. Ele deve ser aprimorado mais para frente com a adicdo de mais
exemplos e com a confecg 8o de exercicios. Uma outra auséncia que serd preenchida no
futuro é a apresentacdo de aplicacoes das cadeias de Markov a métodos de simulagdo e
estimacdo ndo paramétrica

Por ultimo lembramos que esta é uma primeira versdo que possivelmente terd muitos
erros. Ficaremos muito gratos de qualquer comunicdo que possa nos ajudar a corrigi-los.

Os autores. Belo Horizonte, 2 de dezembro de 2005.






CAP{TULO 1

Introducao.

1. Definicoes e exemplos.
Consideremos os seguintes exemplos.

EXEMPLO 1.1. Cadeia de montagem. Os produtos finais de uma cadeia de montagem,
apos uma Supervisao a que sao submetidos, sao considerados defeituosos, X, = 1, ou sem
defeito, X,, = 0. Suponha que um produto é defeituoso independentemente dos outros
produtos e que a probabilidade de que isto aconteca € p, entdo {X,}, -, € uma sequéncia
de varidveis aleatorias Bernoulli independentes. -

EXEMPLO 1.2. FEstoque. Uma pequena loja de equipos electrodomésticos vende certo
tipo de maquina de lavar roupa. No entanto, ela somente pode ter em estogue no mdrimo
cinco unidades. Fntao se no final do dia a loja tem no estoque somente uma unidade
ou nenhuma, o gerente manda buscar tantas unidades quantas sejam necessdarias para ter
cinco na loja no dia seguinte antes de comecar o expediente. Vamos chamar de X, a
quantidade de unidades na loja no final do n-ésimo dia. FElas podem ser consideradas
variavess aleatorias, pois é razodvel supor que nao temos como prever a quantidade de
mdaquinas de lavar que serao compradas cada dia.

EXEMPLO 1.3. Mobilidade social. Para cada n € N denotaremos como X,, a classe
soctal de certa familia na geragao n, assumindo os valores 1=alta, 2=média e 3=baiza.

Nas trés situagoes acima, as magnitudes de interesse podem ser modeladas usando
processos estocasticos.

DEFINIGAO 1.4. Seja T um conjunto de indices e EE C R. Um processo estocdstico
indezxado por T com espaco de estados E € uma familia de varidveis aleatorias
X ={X;:t €T} definidas num espaco amostral Q@ e tomando valores no conjunto E.

O conjunto de indices costuma ser interpretado como tempo. Assim ¢t € T seria
o instante de tempo no qual é observada a varidvel X;, que é chamada de estado do
processo nesse instante.
e Se T for um conjunto enumeravel (por exemplo, T = {0, 1,2,...}) entdo dizemos
que o processo estocastico é a tempo discreto.
e Fim caso contrdrio diremos que o processo estocdstico € a tempo continuo.

Nos exemplos 1.1-1.3 encontramos processos estocasticos a tempo discreto.

7



8 1. INTRODUCAO.

e Se F C Z entao o processo tem espago de estados discreto.
e Se I/ C R entdo o processo tem espaco de estados continuo, ou e um processo
estocastico real.

Os espacos de estados nos exemplos 1.1-1.3 sdo todos discretos. De fato temos para o
exemplo 1.1 que £ = {0,1}, no exemplo 1.2, ¥ = {0,1,2,3,4,5} e no exemplo 1.3,
E={1,2,3}

Podemos pensar um processo estocastico X como uma fungao:

X:TxQ — K
(t,w) — X(,w)
Fixando um evento w € 2, obtemos uma colegdo de valores { Xy(w) : ¢ € T} que é chamada

de trajetdria ou realizacao de este processo. Podemos ter varios tipos de trajetérias
que sao ilustradas graficamente a seguir.

Trajetéria continua:

E
Xt1 (w)
(2] (w)
t1 to T
Trajetoria Discreta:
E
X1w) X, (w)
Xo(w) XS(W)X4(W)

Figura 1
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Vemos entao que os processos estocasticos sao generalizacoes de varidveis e vetores aleatdrios.
De fato, se a cardinalidade do conjunto T for finita, o processo correspondente serd um
vetor aleatério. Em particular, se T contiver somente um elemento, o processo sera uma
variavel aleatoria.

O comportamento probabilistico de varidveis aleatérias é descrito atraves da funcédo
de distribuicdo. No caso de vetores aleatoérios precisamos usar a funcdo de distribuicao
conjunta e sabemos que as marginais das coordenadas ndo determinam a distribuicdo
do vetor no sentido que existem vetores aleatdrios com distribuicoes diferentes e com as
mesmas marginais. No caso de processos estocasticos acontece algo semelhante.

EXERciCIO 1.5. O processo descrito no exemplo 1.1 é chamado de processo de Bernoulli
de pardmetro p. Seja X um processo de Bernoulli de pardmetro \/p e defina o processo
Y como seque

Y3n—2 — XSn—2X3n—17
Y.?m—l - XSn—1X3n7
Y.?m XSn—2X3n7

I

para cada n € N.
Prove que cada Y,, tem distribuicao de Bernoulli com parametro p, mas que os estados
do processo Y nao sao independentes e portanto ele nao é um processo de Bernoulls.

Para caracterizar o comportamento probabilistico de um processo estocastico, devemos
considerar a familia das fungoes de distribuicdo de todos os vetores aleatérios formados
com estados do processo. Mais precisamente, teremos a seguinte definicgo.

DEFINICAO 1.6. Seja X = {X;,t € T} um processo estocdstico. Consideremos para
cada conjunto t; < lg < -+ < iy, t; € T, n € N, a funcao de distribuicao conjunta do
vetor aleatério (X, ..., X, ) que denotaremos por Fi, 4, . 1. .

A familia {Fy, +,,..+,} das fungdes de distribuicao finito-dimensionais de X €
chamada de let do processo.

E claro que estas fungoes de distribuicao conjunta estdo definidas de maneira Unica e
satisfazem a seguinte propriedade de consisténcia,

zll?g.lo Ftl,tg,...,tn ($17 .. 7$n) — Ftl,...,tkfl,tk+1,...,tn ($17 .. 7$k—17 wk%f»l) .. 7$n)' (11)
k

A todo processo estocdstico corresponde uma familia de fungoes de distribuicao satis-
fazendo (1.1).

NoTA 1.7. Pode-se provar que dada uma familia consistente de funcoes de distribuicdo,
podem se encontrar um espago de probabilidade (2, F,P) e um processo estocdstico X tais
que esta familia constitua a lei deste processo. Este resultado é fundamental na hora de
provar a existéncia de processos estocdsticos.
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Supondo que as seguintes expressoes existem, as esperancas e variancias
pt) =E(X (1), o(t) = Var(X (1),
respectivamente, a cada instante ¢ € T e as covariancias

C(s,t) = E((X(s) — p(s)) (X (8) — p(2)))
em distintos momentos s,t € T, ddo alguma informacao sobre a variabilidade no tempo
do processo correspondente.
Os processos estaciondarios (no sentido estrito), sfo aqueles cujas distribuicoes
finito-dimensionais sdo invariantes no tempo, i.e.,

Fiyvhtothtmth = Fiy ot

para todo t;,t;yp € T, ¢+ = 1,2,...,n, n € N e h > 0. Por outro lado, se existir uma
constante p e uma funcdo c¢: R — R tais que

p(t) = p, a(t) = c(0) e C(s,t) = c(t — s),
para todos s, t € T, entao diremos que o processo é estacionario no sentido amplo.
O processo de Bernoulli(e em geral qualquer processo estocastico com estados identi-

camente distribuidos) é um exemplo de processo estaciondrio no sentido estrito. K claro
que todo processo estaciondrio no sentido estrito tem que sé-lo também no sentido amplo.
O contrario ndo necessariamente tem que ocorrer.

E
Xy

X — X, X

0 S t T
Figura 2

A seguinte definicdo sera 1til no que segue.

DEFINICAO 1.8. X; — X,, t > s, s,t € T € dito incremento correspondente ao
intervalo (s, t]. Diremos que o processo X tem incrementos estaciondrios quando
a distribuicao de Xy — X dependa dos instantes s e t somente a través da sua diferenca
t—s. Se para todos tg < t1 < --- <t,, comty,...,.t, €T e para todo n € N vale:

Xy, — Xiyy ooy Xy, — Xy, . sao independentes,

entao diremos que X € um processo de incrementos independentes.



1. DEFINICOES E EXEMPLOS. 11

Vejamos agora dois exemplos classicos de processos estocasticos a tempo continuo.

EXEMPLO 1.9. O processo de Poisson
Dada uma constante positiva A, considere o processo a tempo continuo N = {N;},,,
com espaco de estados = N e que tem as sequintes caracteristicas: -
a) N() - 0,’
b) N tem incrementos independentes;
c) para todos 0 < s < t, Ny — N, ~ Poisson|A(t — s)|.

Figura 3. Trajetoria do processo de Poisson

Este é chamado processo de Poisson de taza A. Observe que os seus incrementos além
de serem independentes sao também estaciondrios. As trajetorias deste processo sao como
na Figura 1.9. Flas tém saltos de tamanho um.

NoTA 1.10. Este processo € usado para construir um tipo de processo chamado cadeias
de Markov a tempo continuo.

ExEMPLO 1.11. O movimento Browniano

Em 1827, o botanico escocés Robert Brown observou e descreveu o movimento irreqular
executado por pequenos graos de polen suspensos em dgua. FEsta observacdao aparentemente
sem muita tmportancia, tornou-se especialmente relevante alguns anos depois. Fmbora L.
Bachelier em 1900 e A. Finstein em 1905 tenham sido os primeiros a abordar quanti-
tativamente o estudo deste fenomeno, foi o matemdtico norteamericano Norbert Wiener
quem em 1923 estudou e formalizou rigorosamente o modelo matemdtico motivado no
fenomeno fisico do movimento browniano. E por isso que ele é chamado de processo de
Wiener ou movimento brouniano, sendo que este ultimo nome dd mais énfase ao processo
fisico.

Considere o processo a tempo continuo X = {Xt}tzm com espaco de estados B = R,
que tem as sequintes caracteristicas:
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a) X() - 0,’
b) X tem incrementos independentes;

c)

1 r u?
PX;— X, <z)= 7/ e 2t-9) du,

1.6 Xt — XS NN(O,t — S),’
d) X possui trajetorias continuas.

X é conhecido como movimento Browniano ou processo de Wiener.

L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 4. Trajetoria do movimento Browniano

A Figura 1.11 sugere um comportamento bastante irreqular das trajetérias do processo de
Wiener.

EXERcicIO 1.12. Para o processo de Wiener, calcule

(1) a funcdo de densidade conjunta de dois estados.
(2) a funcdo de densidade conjunta de n estados.

Sugestao: Para instantes 0 < s < t vocé pode calcular o densidade conjunta de ¥ =
X,—Xo=X,eZ =X;—X,. Adensidade de X, e X; pode ser obtida usando a mudanca
de varidveis. O caso geral é andlogo.

Entre os estados de um processo X podemos encontrar diferentes tipos de relacoes de
dependéncia.

a) Fstados Independentes
Um processo de estados independentes ¢ simplesmente aquele tal que todos
os seus estados constituem uma familia de varidveis aleatérias independentes.
Um exemplo é o processo de Bernoulli de parametro p.
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b) Processos de Markov

Um processo X é chamado de processo de Markov quando para todos a, b, a1, . . .

E ot <ty<---<t,<tcomtyty,... t,,t €T vale

P[aéXtS b|Xt1 :abth :a27"'7th :an] :P[GSXtS b|th :an]

i.e. o processo sé depende do presente t,, € ndao do passado t; < to < -+ < t,_1.
Nota 1.13.
P(z,s;t,A) := P(X, € A| X, = )
¢ chamada probabilidade de transicao do processo {Xt}tzo-

Martingais
X serd chamado de martingal quando para todos t; <o < --- <, < t,;1 com
t1,to, ..., ty,t € Teay,ag,...,a, € I¥ temos

E |:th+1|th — al,Xt2 — agz, ... ,th — an} — th = Ap.

Em outras palavras, poderiamos dizer que para martingais vale que o que pode
ser previsto sobre o estado do processo num instante futuro (¢, 1) sendo que séo
conhecidos n estados anteriores é exatamente o estado no instante presente (¢,,).

EXEMPLO 1.14. Um exemplo de martingal aparece em jogos simples de azar
como o sequinte. Suponhamos que no n-ésimo lancamento de uma moeda honesta
acrescentamos um valor A ao capital do jogador se sair cara subtraimos a mesma
quantidade se sair coroa. O jogador comeca o jogo com capital K e € admitido ter
capital negativo. Vamor supor também que os langamentos sao independentes.

Fazendo
A, se sair cara no j-ésimo langcamento
7 = ; S (1.2)
— A se sair coroa no j-ésimo langamento,
teremos que o capital do jogador no instante do n-ésimo langcamento serd
Observando que 4y, Za, ... sao varidveis aleatorias independentes com EZ; = 0

vemos que € facil verificar que X,, é um martingal, pois:

E[X, 1| X1=a1,Xo=ag,..., X, = a,]

E (X, + Zni1)| X1 = a1, Xo = ag, ..., X, = ay]
E[(an + Zni1)| X1 = a1, Xo = ag, ..., X;y = ay)
anp + E[Z,11| X1 = a1, Xo = ag,..., X, = a,,)
an, + E|[Z,11] = a, = X,

, Ay €
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2. O Processo de Bernoulli e outros processos estocdsticos associados

No exemplo 1.1 foi introduzido o processo de Bernoulli que trataremos agora com mais
detalhe.

2.1. O Processo de Bernoulli. O processo a tempo discreto {X,:n=1,2,...} ¢
chamado processo de Bernoulli, com probabilidade de sucesso p se:

(1) X1, X, ... sdo v.a. independentes

O processo apresentado no exemplo 1.1 é um processo de Bernoulli.

PROPRIEDADES 2.1. Seja {X,},,5; um processo de Bernoulli, entao:

(1) EX; = p
(2) VarX, = pq
(3) Ea*» = ¢+ ap

EXERciCIO 2.2. Prove as propriedades anteriores.

2.2. O Numero de Sucessos no Processo de Bernoulli. Considere o processo
de Bernoulli { X}, com probabilidade p de sucesso. Defina:

0, n—=20
N"{ X144+ X, n=1,2,...

N,, é o nimero de sucessos nos n primeiros ’ensaios’ do processo de Bernoulli. {N,}, -, €

um processo estocastico. -
Observe que N,, ~ b(n,p) (b(n,p) é a distribuigdo Binomial de parametros n e p), pois

N, = X1+ -+ X,. Alem disso, as 'probabilidades de transicdo’ do processo V,, sdo:

p, sek—j3=1
P(Nyy1=kIN,=j)=P(Npy1=k—3j)=1 q, sek=
0, caso contrario.

Como N,im — N, € 0 nimero de sucessos nos ensatos independentes n + 1, n + 2,
.+ m, entdo Nyym — N, ~ b(n,p) € P(Npim — N, = k) = (7)pF(1 — p)™*.

PROPRIEDADES 2.3.

(1) Para todo n:
P(Nyim — Np=k|Noy ..., Niw) = P(Npyomn — Ny = k) = (’Z)pk(l — p)m_k.
(2) Para todos ng < ny <ng < -+ < nypo1 < Ny, vale que 08 incrementos:

Ny — Nugy Npg — Ny y oo, Ny, — Ny, sa0 independentes.

Mm

EXEMPLO 2.4. Calcule P(N5 = 4, N; = 5, Ni3 = 8).



2. O PROCESSO DE BERNOULLI E OUTROS PROCESSOS ESTOCASTICOS ASSOCIADQS

P(N5 :4,N7:5,N13 :8)
P(N5 :4,N7—N5 — 1,N13—N7:3)
P(Ns = 4)P(N; — N5 = 1)P(Ny3 — N; = 3)

(DN 4 (2 6\ 5 3
= ()ra(3)pa(5) e
ObS.OZN()SNlSNQSNgS...

EXEMPLO 2.5. Calcule E(N5Ng).
Observe que Ng = N5 + (Ng — Ns)

E(NsNs) = E[N5(Ns + (Ns — Ns))
— ENZ + E[Ns(Ng — Ns)|
= ENZ + ENsE [Ng — N
= (25p* + 5pq) + 5p3p
Como vimos acima, o processo { N, }, -, tem incrementos independentes e estaciondrios.
podemos provar tambem que:

TEOREMA 2.6.

(1) E[Nn+1|N077Nn] :E[Nn+l|Nn]
(2) P(Nn+1 - k|N0 - il, ey Nn - ’Ln) - (Nn+1 - k|Nn - Zn),
i.e. 0 processo ¢ Markoviano.

DEMONSTRAGQAO. Exercicio O]
EXEMPLO 2.7.
E(Ni1|Ns) = E[N5 + (N — N5)| N3]
- E(N5|N5) + E [NH - N5|N5]
— N5 +E[N11 - N5]
= N;+6p
EXEMPLO 2.8.
IE(N5N8) = IE(IE [N5N8|N5])
~ E (N + 3pNs)
= 25p% + 5pg + 3pEN; = 25p° + 5pg + 3p(5p)
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EXEMPLO 2.9.

E [N11 Ns| No, N E (N1 Ns|No, N1, ..., N5) | Na, Ny

E (N11N5|N5) | N2, N3| = E[NsE (N11|Ns) [Nz, N3]

N5(Ns5 + 6p)| Ny, Ns] = E [NZ + 6pNs| Na, N
[NZ + (N35)6p| N3] = E [(N3 + (N5 — N3))® + 6pNs| N3]
[NZ + 2N3(Ns — N3) + (N5 — N3)? + 6pNs| N
N2+ 2N3E [N5 — N3] + E [(Ns — N3)?] + 6pE [N5| Na]
NZ + 2N3E [N5 — Na| N3] + E [(N5 — N3)?| Ny
+  6p (E[Ns — N3| N3] + E [N3|N3])
— N2 +2N3(2p) + (4p* + 2pq) + 6p(Ns — 2p)
— N2+ 10pN; + 16p° + 2pq

I

2.3. O Tempo dos Sucessos. Considere o processo de Bernoulli {X,}, ., com

probabilidade p de sucesso. Sejam 17,75, ... os tempos nos quais acontecem os sucessos
(ie. X, =1).

EXEMPLO 2.10. Considere a realizacao X1 = 0, Xy = 1, X3 =0, Xy, = 1, X5 = 1 do
processo de Bernoulli, a trajetoria do processo ate o instante n = 5 seria:

T =2 To=4 T3=5

O 1 2 3 4 5 =n

Figura 4.

logo Ty =2, T, =4 ¢T3 = 5.

A sequéncia de v.a. {T,,},~; é chamada, processo dos tempos dos sucessos ou processo
das chegadas.

EXEMPLO 2.11. Cada sequndo do tempo observamos se nesse instante passa um carro
num sitio fizo do caminho, suponha que os carros passan independentemente uns de out-
ros. Pste experimento corresponde a um processo de Bernoulli {X,}, <, com X, =1 se
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observamos um carro no instante n. Logo N, seria o numero de carros que passaram até
o instante n e T, o instante em que passo o nN-essimMo carro.

Observe que para todo k X7, = 1, vejamos isso com um desenho:

T =2 T3 =5 Ty =15 Tio = 20
1- ® ® ©Xn =1 ®
) ) D ) ) ) .
T 2 3 4 5 6 4 15 1 ... 20 n  Tempo
Figura 5

A partir da figura podemos concluir que:

LEMA 2.12.

(1) Tx < n se e somente se N, > k.
(2) Ty = n se e somente se Ny_y =k —1,X, = 1.

Usando este lema vamos a provar este teorema:

TEOREMA 2.13. Para todo k € N:

1) P(T,<n)= Zn: (Z)p’“(l —p)" "

i=k

I (i A

DEMONSTRACAO.

(1) Obvio.
(2) Usando o Lema 2.12 (2) temos que:

P(T,=n) — P(Nyoy=k—1,X, = 1)
— P(Npo1 = k—1)P(X, = 1)

n—1\ 44 (n—1)—(k—1)
— 1 — p)»
(k B 1>p (1-p) p

— (Z i} i)p’“(l —p)
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Vamos a mostrar que o processo das chegadas {1} },-; ¢ Markoviano. Vejamos porque
com um exemplo. Suponha que para certa realizaciio w do processo de Bernoulli ¢ tal
que:

Tl((,U) = 3, TQ(W) = 4, Tg(w) = 5,T4(w) — 12.
Considere o evento T5(w) = 17, sabendo que Ty(w) = 12, este evento vai a acontecer se e
somente se:

X13(W) — 0,X14((,U) — 0,X15(W) — 0,X16(W) — 0,X17(w) =1.
i.e. os tempos 71,75 e T3 ndo intervem na determinacio do evento Ts(w) = 17, somente

precisamos dos valores de T} (e dos valores de X1s, ..., X1 que sdo eventos que acontecem
depois do tempo T}), ver a figura 6:
2

1} o © © ® ®
0
1 2 3 4 5 6 ......12 I3 14 15 16 17 Tempo
T1 T2 Tg T4 T5
Figura 6

Provemos, entdo que:
TEOREMA 2.14. Para todo k € N, e para todo n > k vale:
P (Tk+1 — ’I’I,|T0, Ce ,Tk) =P (Tk+1 — 7’I,|Tk)

DEMONSTRACAO. Sejam 0 < t; < -+ <t =1t en >t entdo:

P(Tepr = nlTo = 0,7y = t1..., Ty = t)
P(Xip1 = 0, Xipo = 0,..., X, = 1)
p(1 —p)" 0 = p(1 — pyr= O+
= P(Tpy1=nlT, =1t)

I

Decorre da prova anterior que:
P(Tepr =T + mlTo, Ty ..., Tie) = p(1 — p) =0T — p(1 — pym=t
logo:
TEOREMA 2.15. Para todo k € N, e para todo m > 0 vale:
P(Tjpr = Tio = m) = P(Tipy = To = m|To, Ty ..., The) = p(1 — p)™"



2. O PROCESSO DE BERNOULLI E OUTROS PROCESSOS ESTOCASTICOS ASSOCIADQS

Mais isto significa que Ty1 — Tx ~Geometrica(p) e que o processo {Tk}k21 tem in-
crementos independentes e estacionarios, pois adistribuicdo de Ty 1 — Tk nao depende de

k.
De outra parte:

Te= Ty —Tp-1) + Thpory —Tpo)+- -+ (T —TV) + T4

Logo T} é a soma de k variaveis aleatorias i.i.d com distribuicio Geometrica(p). Isto é
Ty ~Binomial Negativa(k, p), logo:

1
E[T, —Tw1] = —,
p

1 —

Var [Tk — Tk—l] = 2p,
p
k P
E|T.| = - e Varl|T.|=
T%] p T%] pe

EXEMPLO 2.16. Calcule P(Ty = 3,T5 = 9,T, = 17).

P(Ty=3,Ts=9,Ty = 17) = P(Ty = 3,Ts — Ty = 6, Ty — Ts = 8)
P(Ty = 3)P(Ts — Ty = 6)P(Ty — Ts = 8)

— P(Ty = 3)P(Ty — Ty = 6)P(Ty — Ty = 8)

— P(Ty = 3)P(Ty = 6)P(Ty = 8)

( >p p)2<i:1>p4(1—p)2<§: 1)292(1—29)6
= (1!

o0 (530-0) (o) oo

EXEMPLO 2.17. Os componentes de um certo dispositivo tem tempo de vida (o tempo
até falhar) aleatorio. Suponha que os componentes sao reemplazados inmediatamente apos
falhar e que o tempo de vida, Ux, k > 1, de cada um dos componentes nao depende dos

outros e tem distribuicao Geometrica(p).
Se chamamos Ty, os tempos nos quais acontecem as falhas, entao: Uy = Ty, — Tx_1 €
P(Ug) = p(1 —p)™Y,m > 1. FEstos tempos Ty, k > 1 seriam os tempos dos sucessos de

um processo de Bernoulls.
Suponha que foram observados Ty = 3,1y = 12,T3 = 14, queremos estimar Ts. Para

1880 vamos a calcular
E [T5|T1 — 3,T2 — 12,T3 — 14]
Pela propiedade de Markov:
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Observe que:
E[T5|T5) = E[T5 —Ts + T5|T3]
= E|[T5 — T5|T3] + E [T5|T3]
2
= EL -+ B-EL -+ T+ T

logo:
2
E[T5|T1 — 3,T2 — 12,T3 — 14] — - + 14
p



CAP{TULO 2

Cadeias de Markov a Tempo Discreto

1. Definicoes e exemplos
Para introduzir a nocao de cadeia de Markov, vamos considerar alguns exemplos.

EXEMPLO 1.1. Ruina do jogador

Considere um jogo no qual em cada aposta vocé perde um real com probabilidade 0,6
ou o ganha com probabilidade 0,4. Suponha também que vocé decide parar de jogar se a
sua fortuna atingir N reais e se ela atingir 0 reais o casino nao deira vocé jogar mais.

Seja X, a quantidade de dinheiro que vocé tem depois de n apostas. Observe que para
prever o préximo estado X, 1, é suficiente conhecer a sua fortuna no ”presente” (X,,) e
ndo no “passado” (X,_1, Xn_2,...,X0). De fato, se X,, = 4, com 0 < ¢ < N, entdo
independentemente dos valores ig, ..., 7,1, teremos que

P(Xnp1 =i+ 1Xn =4, Xp_1 = Gn_t,..., Xo = 40) = 0,4

pois isso significa que voceé ganha a aposta n + 1, a sua fortuna vai ser acrescentada em
um e portanto é suficiente conhecer o valor da sua fortuna no presente.

DEFINIGAO 1.2. Uma cadeia de Markov é um processo estocdstico { Xy}, cp, com o
tempo discreto, T = {0,1,2,...}, o espago de estados I finito ou enumerdvel e que tem
a propriedade de Markov:

P(Xni1=jlXo=7t0,..., X, =) = P(Xn11 = | X0 = in), (1.3)

para todos ig,...,%,, 5 € F e todon € T. Se X,, = ¢ dizemos que o processo no
instante n esta no estado 1.

A equagdo (1.3) diz que o estado futuro do processo, X,;1 = j, ndo depende do
passado, Xo = 1g,..., Xn_1 = in_1, € depende s6 do presente, X,, = .

A probabilidade condicional (1.3) é chamada probabilidade de transicao.

Vamos a restringir o nosso estudo as cadeias de Markov homogéneas, isto é aquelas
cadeias nas quais (1.3) ndo depende do tempo n:

P(Xpp=jlXn=1) == P(X1=j|Xo=1) = B, 14j€F,

logo P, ; ¢ a probabilidade de passar, em qualquer instante, do estado ¢ ao estado j.

2

E comum arranjar as probabilidades de transicao F;; numa matriz P.

21
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(1) Se E é finito, por exemplo £ = {0,1,..., N}, entdo:

P(]’(] PO,l ... P(),N < transi¢oes do estado 0 aos estados 0,1,..., N
P P R

P = 1,0 1,1 1,N
PN,O PN,l PN,N

No caso do exemplo do jogador, as probabilidades de transicdo nao nulas valem
Pi’i+1 — 04, Pi,i—l — 06, se0<1 < N,
Poo =1~ Pyn.

Para N = 5, a matriz de transicdo é
o 1 2 3

4 5
0o,10 0 0 0 0 O
1{06 0 04 0 0 O
210 06 0 04 0 O
310 0 06 0 04 0
41 0 0 0 06 0 04
)

0 0 0 0 0 1
(2) Se F ¢ infinito, por exemplo £ = {0,1,2,...}, entdo:

Poo FPoq Fop

Pio Pin P

P
Py Poq Py

Também podemos descrever as transicoes como grafos:

oy Foo

-,
",
"

Figura 7

As setas entre os estados correspondem as transicoes, e o grafo é chamado topologia da
cadeia.



1. DEFINICOES E EXEMPLOS 23

ExEMPLO 1.3. Cadeia de Ehrenfest Suponha que o total de bolas contidas em duas
urnas € N. A cada instante de tempo n, pegamos uma bola da primeira urna e a colocamos
na sequnda ou viceversa, pegamos uma da sequnda e a colocamos na primeira. Definamos
X, como a quantidade de bolas na primeira urna. FEntao X,, é uma cadeia de Markov
com espago de estados B = {0,1,..., N}. Calculemos as probabilidades de transigdo.

Observe que se em algum instante nao tivermos bolas na primeira urna entao nec-
essariamente no instante sequinte teremos que passar uma bola da sequnda urna para a
primeira. Portanto Fo1 = 1. Analogamente teremos que Pyy—1 = 1. Sel < i < N,
entdo P;;—1 =1/N e P,;11 = (N —1i)/N.

Para N = 3 a matriz de transicao é

0 1 0 0 7

/3 0 2/3 0

EXERcicIO 1.4. No exemplo 1.2, assuma que o nimero de clientes que quer comprar
uma mdquina de lavar cada dia € 0, 1, 2 ou & com probabilidade 0.3, 0.4, 0.2 ¢ 0.1
respectivamente. Prove que {X,} € uma cadeia de Markov e determine a sua matriz de
transigao.

Vimos que a cada cadeia de Markov corresponde uma matriz de transicdo. Que tipo
de matrizes ddo lugar a cadeias de Markov?

DEFINIGAO 1.5. A matriz P = (Py;), ;cp € uma matriz estocdstica se:
(l)Pi,j >0 27] € k.
2)) Pj=1 i€k

jeE

Em outras palavras, todas as entradas de uma matriz estocastica sdo nao negativas
e qualquer linha tem soma um. Observe que toda matriz de transicio é uma matriz
estocdstica. De fato, a condicdo (1) corresponde a que as entradas sdo valores de prob-
abilidades e a (2) a que se o processo estd no estado ¢ no instante n, entdo no proximo
instante ele tera que estar en algum dos estados j € E. Por outro lado, vale também que
toda matriz estocastica determina uma cadeia de Markov X,, da seguinte forma. Estando
no estado 4, sorteamos um dos valores j € F de acordo com a distribuicdo dada por
P,je L.

Um exemplo muito importante de cadeia de Markov com espaco de estados infinito é
o seguinte.
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EXEMPLO 1.6. Passeio aleatdrio simples.

No passeio aleatorio simples o espaco de estados sao o0s inteiros nao negativos, i.e.
E = 7Z. As transigoes so ocorrem entre estados vizinhos, P = p = 1 — F,;;_1, com
0<p<1. Sep=0 as transigoes sao somente para a esquerda e se p = 1 elas sao s
para o direita.

1—p D
Y N
6/\0 S S O
i—1 i i1 j

Figura 8
Quando p = 1/2 as transi¢oes satisfazem,

po_ 172, j=i—1ouj=1i+1,
w0, caso contrdrio

e a cadeia vai de um estado para o da esquerda ou para o da direita com a mesma
probabilidade. Por esta razao neste caso, o processp chama-se de passeio aleatorio simples
stmétrico.

EXEMPLO 1.7. Considere uma seqiéncia de varidveis aleatorias &1,&z, ... i.4.d. disc-
retas e com distribuicao P(& = k) = p, k € NU{0} com > 0 ok = 1.

(1) Seja Xy uma varidvel aleatoria independente da sequéncia {&;}jen, € defina X,, =
&, para n € N. As probabilidades de transicao desta cadeia sao:

Pi,j:P(XnJrl:ﬂXn:i):P(€n+1:j|€n:i):P(€n+1:j):pja

e a matriz de transicao é:

Po D1 P2
p—|Po P P2
Po P11 P2

(2) Seja Xo =& =0e X, =& + -+ &, observe que X1 1 = X, + 1. Entao:

B P(Xpi1 = jlXn = 9) = P(Xy, + ni1 = J| X5 = 4)

= Plit & =jlXa=1)= P =7 —19).

7j

Logo:

- Pi-i; ] >1
Fij = { 0, c.c.
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¢ a matriz de transicao é:

Do D1 D2
o 0 p m
P=1o 0 p

EXEMPLO 1.8. (Nidmero de Sucessos)

Considere o numero de sucessos, Np,n > 0 num processo de Bernoulli com probabilidade
p de sucesso. O espaco de estados é £ = {0,1,2,...}, e devido ao fato que Ny = 0, a
distribuicao inicial é 7(0) = 1 e w(j) = 0,5 > 0. Pelo exemplo anterior, N, é uma cadeia
de Markov com transigoes:

D, J—i=1

Pi,j:P(Nn+1:j|Nn:i):P(XnJrl:j_i): l—-p j=1
0 c.c.

Logo a matriz de transicao é:

f1—p D 0 0 cee ]
0 1—0p P 0
P
0 0 1—0p P
ExXERcicIO 1.9. (1) Represente a topologia do processo N,,.

(2) Reobtenha a distribuicdo das N,, usando 2.5.

ExERrcicio 1.10. (Tempo dos Sucessos)
Observe que o processo dos tempos dos sucessos num processo de Bernoulli também é
um caso particular do exemplo 1.7. Determine a matriz de transicao e a topologia deste
Processo.

Sugestao: Faca & = T; —T;_4.

No que segue descreveremos outras aplicacoes das cadeias de Markov.

1.1. Fila a Tempo Discreto. Os usudrios de certo servico fazem uma fila para ser
atendidos, eles sao atendidos na ordem de chegada. O tempo que demora o atendimento
¢ fixo, digamos um minuto. Se ndo tem gente na fila ndo é feito nenhum servigo. Durante
o servico chegam novos clientes aleatoriamente. O numero &, de clientes que chegam
no instante n nao depende dos que chegaram antes e tem a mesma distribuicao, i.e.
P&, =k)=pr,k=0,1,.... Se no inicio do servigo na fila tem ¢ pessoas, depois de um
periodo de servico o numero de pessoas na fila sera:

(1) i—1+&sei>1.
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(2) & sei=0.

Considere X,,, o nimero de pessoas na fila no instante n. Entao X,, é uma c.m. Para
calcular as probabilidades de transicao observe que:

X1 = (X, — )" + &1, onde at = max {a,0}.

Usando isto, obtemos:

PO,j - P(Xn+1:j|Xn:0):P(gnJrl:j):pj

P = PXpn1=jlXn=10)=P((—1)" +&1 =)
= P((i—1)+ &1 =J) =pj—it1,j =i > 1.

Logo,
Do 4 D2

Do D1 D2

1.2. Inventario. Um produto ¢ armazenado para satisfazer certa demanda. Suponha
que a demanda, Z,, no n-éssimo dia é aleatdria e que a seqiiéncia de demandas diarias
{Z,},,>; sdo varidveis aleatérias i.i.d e independentes do estoque inicial do produto.

O estoque do produto é completado no fim do dia de acordo a seguinte estratégia, que
chamaremos de (s,.5), com 0 < s < S € N. Se, apds satisfazer a demanda Z,,, o estoque
atinge o nivel (inferior) s entdo é feita a reposicdo do estoque até o nivel (superior) S. Se
o estoque nao atinge o nivel inferior s entdo nao é feita a reposicao. Seja X,, a quantidade
no estoque depois de satisfazer a demanda e antes de utilizar a estratégia (s, S) para
completar novamente o estoque.

Vejamos uma realizacao do processo X,,. Suponha que s = 2, S = 5 e que inicialmente
o estoque tem 4 unidades (i.e. Xy =4).
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S 5Z1:1 Zo=4Z3=22724=174s5=14s=3 Zr=1
Xq
s
1L
0 5
7 Tempo
—1L :

Figura 9

Logo:
v Xa—Zup, <X, <8
T S~ Zah, X, <s.

ExERrcicio 1.11. Suponha que P(Z, = 1) = p=1— P(Z,, = 2). Comprove que X,
definido como acima € uma cadeia de Markov e ache a sua matriz de transicao P.

EXERcic1O 1.12. Comprove que o exercicio 1.4 representa uma cadeia de Markov do
tipo descrito acima com (s,5) = (1,5), P(Z1 =0)=0.3, P(Z1=1) =04, P(Z; =2) =
0.2 e P(Z, = 3) = 0.1.

1.3. Corrida de Sucessos. Considere uma seqiiéncia de v.a. independentes {7,}, -,
que toman so dois valores s (sucesso) ou f (falha) com probabilidade P(T,, = s) = p e
P(T, = f)=qcom p+ q= 1. Seja X,, 0o nimero de sucessos consecutivos (ou corrida de
sucessos) no instante 7, suponha que X, é zero se tiver uma falha no instante n.

Uma realizacao serfa:

—
)

n
T,
Xn

— wm | =
DO @ | DN
O | W
O |
— m | Ot
O | o
O |~
— w | o
N »n | O
w m

X,, € uma cadeia de Markov com topologia:
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N NN
O O O

q<©
0 1 2 3
wﬁ

e matriz de transicdo

1.4. Processo de Ramificacao (Processo de Galton-Watson). Considere a
seguinte seqiiéncia de variaveis aleatérias independentes com valores inteiros ndo neg-
ativos:

1) {Zl(j)}j>1 iid.
2) {7} ;1 iid.
Jj=z

Defina o seguinte processo:
Xn
Xo=1, Xpp1 = ZZ,(Lk), e Xpp1=0 se X,=0
k—1

X, representa, o numero de individuos na geracdo n. Observe que no instante n + 1
somamos os descendentes dos X, individuos da geracao anterior, i.e. 7 550 os descen-
dentes do k-éssimo individuo (1 < k < X,,) da geracdo n. O processo X,, ¢ chamado
processo de ramificacao. Para entender o porqué deste nome, observe a seguinte repre-
sentacdo de uma realizagdo do processo.
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4
[
) . ° .
X5 =17
41280 =0 zP=1] 289/ 729 =0 z{%Lg z{L g z{°L
X4=8
3 A 7z =9 7 =3
X3 - 5
2 z) =2 Z) =3
Xy =2
1 ZM — 2
Xl - 1
0
Figura 11
Vale que

Pij= P(Xnp = j1Xn =4) = P(ZOD + 2 + -+ 20 = j)

1.5. Processo de vida e morte. Uma cadeia de Markov com espago de estados
E = {0,1,...,d} (ou espago de estados . = {0,1,...,00}, no caso infinito) e com
probabilidades de transicao:

qi, ]:2_17
Pi,j: T4, ]:7/7
Di, ]:Z+17

ondep; +r+¢g=1eqg=0¢ (pg=0sed< o0), é chamada Processo de Nascimento e
Morte.

2. Matrizes de transicao de ordem superior.

EXEMPLO 2.1. No exemplo 1.8 o processo X é uma cadeia de Markov se supormos
que as mudancas de status estao dadas pela sequinte matriz
1 2 3
1/07 02 0.1
21 03 05 0.2
3\02 04 04
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Ela nos diz, por exemplo, que a probabilidade de que os filhos de uma familia de classe
baixa permanecam nesta classe € 0.7.

EXEMPLO 2.2. Para exemplo acima, suponha que a familia comeca na classe média
(estado 2) na geracdo 0. Qual a probabilidade que a geragdo 1 ascenda a classe alta
(estado 3) e a geragdo 2 desca para a baixa (estado 1)?

Devemos calcular a probabilidade P(X; = 3, Xy = 1|Xy = 2). Observe que esta
¢ a probabilidade de ir em um passo do estado 2 para o 1 e depois do 1 para o 3.
Intuitivamente, pela propriedade de Markov, esta probabilidade deve ser P» ; P; 5. Vejamos
que isto é assim.

P(X1=3,Xo=1,X0=2) P(Xo=1,Xo = 2)
P(Xy— 1, X0 — 2) P(Xo — 2)

— P(X1=3|Xo=1,X0=2)P(Xs=1|X0 = 2)

— P(X;=3Xo=1)P(X; = 1|X, = 2)

P(X1:3,X2: 1|X0:2) —

Generalizando o exemplo:

TEOREMA 2.3. Sejam ig, %1, %, ---,%m € F, vale que:

P(Xn+1 - Z.l, ‘e ,Xn+m - Zm|X'rL - ZO)
- P(Xn+m - Z.m|Xn+m—1 - Z.m—l) s P(Xn+1 - Z.1|Xn+1 - ZO)

- PimflyimPim72:im71 s Pio,i1
- Pio,i1 Pil,iz . 'Pimflyim
DEMONSTRAGAO. Exercicio. O]

TN N N 77N

Z.O Z.l Z.2 Z.m—l Zm
Tempo: n =20 n=1 n=2 n=m-1 n=m

Figura 12

Voltando ao exemplo 2.2,

EXEMPLO 2.4. Suponha de novo que a familia comega na classe média (estado 2) na
geracdo 0. Qual a probabilidade que a geracdo 2 desca para a classe baiza (estado 1)?
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Para resolver este problema, devemos considerar os trés estados possiveis para a
geracao 1 e usar o teorema 2.3.

3
P(Xp=1|Xo=2) = > P(X1=kX;=1|Xo=2)

k=1

3
= g Py Py
k=1

— 03-07405-03+02-0.2
— 04

De forma similar é possivel provar que para i,j € {1,2, 3} vale
3
P(Xy=j|Xo=1) = PixPrj
k=1

Observe que o termo da direita na igualdade anterior é o coeficiente (i,j) da matriz
P? = P.P. O termo da esquerda ¢ a probabilidade de passar do estado ¢ ao j em dois
passos.

De forma geral vale que a probabilidade de transicdo em m passos de uma cadeia de
Markov X

Pl = P(Xoun = X0 = 1)

¢ a entrada (i,7) da m-éssima poténcia da matriz de transicdo P, isto é, da matriz
P™=P.P--. P onde hd m termos no produto. Provaremos isto a seguir.
Para as transi¢oes de ordem dois, isto € entre os tempos n e n + 2 vale:

Pl = P(Xp2=j1X, =)
= Y P(Xupz = j, Xupr = k| X, = )
ick
= ) P(Xut2 = jlXni1 = B)P(Xppn = k|IX, = i)
kcE

= Y Pkl

kelk
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O termo direito da ultima expressao é o elemento (4, j) da matriz P? = P-P. Analoga-
mente podemos encontrar as transi¢oes de ordem trés (i.e. entre os tempos n e n + 3):

Piij’j - P(Xn+3 - ]|Xn - Z)
= D> _PuFi;
keE
= ZPi,k Zpk,lpl,j
kel IeE

Na tltima expressao aparece agora o elemento (7, j) da matriz P®* = PPP = PP?. Em
geral vale que P é o elemento (4, j) da matriz P™. Isto decorre do seguinte resultado.

TEOREMA 2.5. (Equagies de Chapman Kolmogorov)

m+n § m Ion
Piij o PiikPkij7
kel

Observe que se chamarmos de P(™ — (P{%) & matriz de transicdo de ordem m, teremos
que o teorema acima afirma que Pt = ptm) . p()  Como PM = P, temos entdo que
ptl) — p. P e ysando um argumento indutivo obtemos que P™ = P",

DEMONSTRACAO. Temos que,

P(Xpim = j1Xo = 1) = Y P(Xnim = J, Xm = k| Xo = 0). (2.4)

kelk

Usando a definicdo da probabilidade condicional, cada um dos somandos pode ser escrito
da forma,

P(Xnim = §, Xon = k, Xo = 1)
P(Xo = i)
P( X = §, Xon = ky Xo = §) P(Xm = k, Xo = i)
P( mfk;,Xsz) P(Xo = 14)
= P(Xnpm = §|Xm =k, Xo = ) P(Xn = k| Xo = 9)
= P(Xopm = §|Xm = k) P(Xom = k| Xo = ),

P(Xn+m ]7 — k|X0 — Z) -

onde, na ultima linha usamos a propriedade de Markov. Substituindo na igualdade 2.4,
obtemos o resultado desejado. U]

Veremos no que segue como as distribuicoes conjuntas de estados do processo estao
determinadas pela matriz de transicdo e a distribuicao de probabilidade do estado inicial.
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DEFINICAO 2.6. (Distribui¢do Inicial)
Seja © uma distribuicao de probabilidades no conjunto F:

w(i) > 0,4€ B, Y wi) =1,

dizemos que 7 é a distribuicdo inicial da cadeia se para todo i € E vale P(Xo = i) = (7).

Observe que a distribuicdo inicial de uma cadeia é a funcao de probabilidade do seu
estado inicial Xj.

O teorema da probabilidade total nos permite obter a distribuicdo de qualquer um
dos estados em funcao da matriz de transicdo e da distribuicdo inicial. De fato, para todo
n €N,

P(X, =k)=> P(X,=kXg=0)P(Xo=14) = > Plr(i)=x'P".  (25)

Aqui 7 representa o vetor coluna dos valores da distribuicdo inicial da cadeia.
Usando o teorema 2.3, podemos obter o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 2.7. Seja 7 a distribuicdo inicial da cadeia { Xy}, que tem matriz de
transicao P = (P, ;)ijer. Sejam i, 41,12, ...,%, € F entdo vale:

P(XO = Z.(),Xl = Z.l,...,Xm = Zm) = W(iO)Pio,il R

mflyim
DEMONSTRACAO.
P(Xg=ig, X1 =1,..., X = tm)
P(X1 =i1,..., X = im|Xo = 40) P(Xo = o)
— Pimflyim U Pi():ilﬂ-(io)

Mais geralmente é possivel provar,

PROPOSICAO 2.8. (Distribui¢oes Finito-Dimensionais)
Sejaw a distribuigdo inicial da cadeia { X}, 5, que tem matriz de transicio P = (P, ;)i jer-
Sejam 1g, 11,02, ,tm € F eny < ng < --- < nyy, entao vale:

P(Xo =0, Xn, = i1, .+, Xn,, = bm) = w(io) PP PP2-m ... pim=nm-

10,817 21,52 tm—1,tm

DEMONSTRAGAO. Exercicio. O]
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EXEMPLO 2.9. Considere uma cadeia de Markov X,, com espaco de estados E =
{a,b,c} e malriz de transi¢do:

a b c

11 1

2 1 1| @
_ | 2 1
P= 3 3 b

3 2

5500

(1) A partir desta matriz podemos construir o grafo das transicoes ou topologia da

cadeia.
1
2
/\
1 3
NN
5 < O
2

a <)b OC
NN G S

3
5

1

Figura 13
Reciprocamente podemos achar a matriz de transicao P a partir do grafo.
(2) Calcule P(X; = b, Xy = ¢, X3 = a|Xo = a).
P(Xl — b, X2 = C, X3 — a|X0 — a) — P(Xl — b|X0 — a)P(X2 — C|X1 — b)P(Xg — a|X2 — C)

113 1
N Y L
a,bd bct c,a 4135 20
(3) Calcule P(Xg = c| X4 =0).
Achemos primeiro P2,
17 9 5
30 40
2 8 3 1
PP=13% 6 6
17 3 17

30 20 60
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1
Agora observe que P(Xg = c| Xy =b) = B2, = §
(4) Calcule P(Xs = ¢, X4 = a|X3 = a).

P(X6 == C, X4 — a|X3 — a) — P(X4 — a|X3 — a)P(X6 — C|X4 — a)
15 5
2 N

walec =351~ 18
(5) Se a distribui¢do inicial da cadeia € w(a) = 0.3, w(b) = 0.3 e w(c) = 0.4, deter-
mine a funcao de probabilidade de Xs.
Chamando de © ao vetor coluna

7(a) 0.3
= | wb) | =1]03],
7(c) 0.4
sabemos que o vetor da funcao de probabilidades de Xy estd dado por
79 5
30 10 21
167 87 271
tP2—1030304] | & 2 L= = = =1,
" 03080411 35 3% {300 400 1200}
7 3 17
30 20 60
Portanto,
167 87 271
P(Xo=a)=—, P(Xo=b)= — eP(Xo=¢)= —.

3. Comportamento assintético de cadeias com dois estados.

Vimos que quando o espaco de estados é finito podemos calcular as probabilidades
de transicdo de ordem superior multiplicando a matriz de transicdo P por ela mesma.
Fazendo isto podemos observar que em alguns casos, depois de certa ordem as filas vao
se aproximando entre si. Este fenomeno é chamado de estacionariedade. Vejamos isto
com um exemplo.

EXEMPLO 3.1. Considere a cadeia de Markov X,, com espago de estados 2 = {0,1}
e matriz de transi¢ao,

0,5 0,5
P =
0,3 0,7 ]
Entao:
0,40 0,60 0,38 0,62 i 0, 3760 0, 6240
P? = P = Pt =
0,36 0,64 0,372 0,628 ] 0,3744 0, 6256
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Vamos examinar o exemplo com mais cuidado. Como antes, o espaco de estados serd
E =40,1}. A matriz de transi¢do necessariamente toma a forma

1—p D
P -

q 1—g¢q

com a topologia correspondente,

1—F:1Q) CF:>1—q

NS

Figura 14

Isto é
P(X,1=0X,=0=1-p PX,n=1X,=0)=p
P(Xpp1 =0[X, =1)=¢ PXpn=1X,=1)=1-¢

Observe que se p + g > 0 podemos escrever a matriz P como

1 q p 1 p— p —-p
prTyq q ) prq q q
Usando as relagoes
2
q P q P q P p P 0 0
=(p+q) : =
q P q P q P —-q q 0 0
e
JE— 2 JE—
p Pl i—p—q| P p
—q¢  q PHT | ¢ ¢
¢ possivel provar por um argumento indutivo que
1 e »p lep_y | P P
Pl +L—%JQ- . (3.6)
Prdlq p b —q¢  q
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Estudemos o comportamento de P™ quando n — oo. Para isto devemos considerar trés
€asos.
ep+qg—0,ie.p=0eqg=20
Neste caso P é a matriz identidade de ordem dois, vale que P” = P para todo
n € N e portanto as linhas ndo se aproximam entre si. Ambos os estados 0 e 1
sdo absorventes, portanto a cadeia vai visitar em todos os instantes o estado do
qual ela comecou.
eptg=2ie.p=leq=1
Agora

P
1 0

Se n for par, teremos que P" é a matriz identidade de ordem dois e para n impar,
P = P. Como consequéncia disto temos que o limite de P™ quando n — oo nao
existe pois a matriz oscila entre duas matrizes fixas.
e 0<ptgx?2
Neste caso vale que |1—p—g| < 1 e portanto (1—p—¢)™ — 0 quando n — oo.
Usando (3.6), obtemos

q P
ptq ptq
lim P" =
n—0 q P
ptq ptq

No ultimo caso considerado, as linhas da matriz convergem para uma distribuicdo que
chamaremos de 7.y, isto é,

lim By = lim Ppy = m.q(0),

n—0o0 n—oo

com meer(0) = % e meq(1) = ;2. Estas quantidades podem ser interpretadas como as
probabilidades da cadeia estar a longo prazo no estado 0 ou no 1, por isto mes; € chamada de
distribuicao estaciondria. A relagdo (3.6) permite obter também uma estimativa para
a taxa de convergencia das probabilidades de transicdo em n passos para a distribuicao

estaciondria.

PROPOSIGAO 3.2. Para uma cadeia de Markov { X, },>1 com dois estados, £ = {0,1}
e tal que 0 < p+ q < 2, vale
q

o p+<1‘

|Pir,lo - 7Test| -

comt—0our—1.
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Estas probabilidades de transicdo se aproximam do equilibrio com velocidade expo-
nencial, ou seja, muito rdpido. Por isso de forma geral quando p + ¢ < 2, observamos a
proximidade entre as linhas de P e a distribuicdo estacionaria para valores de n pequenos.

EXEMPLO 3.3. No exemplo (3.1) temos que p= 0,5 e ¢ = 0,3, portantop+q < 2 e
as linhas da matriz devem convergir para (7es(0) mest(1)) = (3/8 5/8) = (0,375 0,625).
A diferénca entre elas vai para zero mais rdpido que 0,2".

A estacionariedade significa que para instantes de tempo grandes, a cadeia ”esquece” o
estado onde ela comecou. E natural pensar que se no lugar de sair no instante inicial de
um estado fixo, considerarmos para Xy uma distribuicdo de probabilidade qualquer, ela
também serd "esquecida”: a distribuicdo de X,, para valores grandes do n de aproxima
de 7.s. Provemos que isto ¢ assim.

Suponha que a distribuigdo inicial é 7 com 7(0) = 7, 7(1) =71 e 7g + 71 = 1. Em
outras palavras, temos P(Xg = 0) = mp e P(Xq = 1) = m;. Sabemos que (P(X,, =
0) P(X,,=1)) = (m m1)- P". Usando a expressdo que temos para P" e o fato que 7 é
uma distribuicao, obtemos

g g
P(X,=0) = —— 1—p—q"{ ——},
(=0 = o 1-pogr m -
p g
PXa=1) = +1—p—qn{ - }
( )= ot U il

Como no caso que estamos considerando vale (1—p—¢)™ — 0 quando n — oo, concluimos

que
lim P(X, = 0) = —2— = 1,,(0), lim P(X, = 1) = —2— = 7.5,(1),
n—00 ptgq 00 pt+gq

que era 0 que queriamos provar.

Concluimos que quando o espaco de estados possui somente dois elementos é possivel
determinar completamente o comportamento assintotico da cadeia. Nao ha distribuicao
limite em dois casos. Um é quando a matriz de transi¢do € a identidade de ordem dois, ou
seja, a cadeia restrita a cada um dos estados é uma cadeia de Markov (constante). No outro
caso, a cadeia oscila entre os dois estados. Veremos mais adiante que no caso finito, estas
sao essencialmente as duas possibilidades nas quais nao ha distribuicao limite. A estrutura
do espaco de estados é de fundamental importancia no comportamento assintotico das
cadeias de Markov.

4. Classificacao dos estados. Parte 1.

DEFINICAO 4.1. Um estado 1 € E € dito nao essencial se € possivel sair dele numa
quantidade finita de passos e nao voltar nunca mais. Isto €, se existe um instante n € N
tal que P, > 0 e vale Pt = 0 para todo m € N.
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Todos os demais estados do espaco de estados s@o chamados estados essenciais. Se a
cadeia atingir um estado essencial, nunca mais volta para um nao essencial. Estes s@o os
estados mais interessantes. Observe que para um estado 4 ser essencial tem que ocorrer
uma das duas alternativas seguintes.

(1) N&o é possivel sair de 1.
Neste caso P, = 0 para todo j € F, j # ¢ e para todo n € N. Em particular
P, ; = 0 para todo j # i e portanto F;; = 1. Quando isto ocorre dizemos que o
estado ¢ é absorvente, pois uma vez que a cadeia atinge um estado deste tipo,
nunca mais sai.
(2) Sempre que P, > 0 teremos que existe m € N tal que P > 0.
Ou sempre que a cadeia sair de ¢ numa quantidade finita de passos, pode
voltar a este estado também numa quantidade finita de passos.

Estados essenciais

... Estados nao essenciais
Figura 15

DEFINIGAO 4.2. Dizemos que o estado j é acessivel desde o estado i, i — j, se

existe um instante n > 0 lal que P, > 0. Se1 — j e j — i diremos que i e j estao

comunicados e o denotaremos por i < j.

Y Y 77N
O O O S O O
i J
j acessivel desde ¢
Figura 16.
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EXEMPLO 4.3. No passeio aleatorio simples com 0 < p < 1,4 — j para todo i,j € F.
Portanto, todos os estados sao essenciais € estao comunicados. Se p =0 oup =1, todos
0s estados sao nao essenciais pois sempre serd possivel sair deles e nao voltar mais.

Repare que para todo estado essencial ¢ vale que se ¢ — j entdo ¢ < j.
A relagdo de comunicacdo < € reflexiva, simétrica e transitiva, isto €,

PROPOSIGAO 4.4. (1) i < 4. (consequéncia de PY; = 1)
(2) i j=j <. (consequéncia da defini¢do)
(3) i jeje—k=1i<k (consequéncia de Chapman-Kolmogorov).
Para cada estado essencial, podemos considerar a classe de todos os estados comunica-
dos com ele. Desta maneira obtemos uma decomposi¢ao do conjunto dos estados essenciais

em classes disjuntas de estados comunicados com a propriedade de que é impossivel para
a cadeia passar de uma classe para a outra.

DEFINIGAO 4.5. Classes fechadas de estados

(1) Um conjunto C de estados € fechado se nenhum estado j ¢ C € acessivel desde
algum estado 1 € C.

(2) €= {i} € fechado se e somente se i é absorvente.

¢

NG

Figura 17

(3) Um congunto fechado é dito conjunto ou classe irredutivel se ele ndo possui nen-
hum subconjunto prépio fechado.

(4) Uma cadeia de Markov é dita irredutivel se o conjunto de estados E for uma
classe trredutivel.

As classes irredutiveis coincidem com as classes disjuntas de estados comunicados.
Logo, uma cadeia € irredutivel se e somente se todos os seus estados se comunicam.

EXEMPLO 4.6. O passeio aleatorio simples é uma cadeia irredutivel quando 0 < p < 1.

EXEMPLO 4.7. O passeto aleatorio com barreiras absorventes tem espaco de estados
E={1,2,...,n} e topologia:
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1 1

| |
D 0

Figura 18

Os estados 1 en sao absorventes e sao as Unicas classes irredutiveis da cadeia. Os demais
estados sGo NaGo essenciais.

PROPOSICAO 4.8. Suponha que a classe € = {c1,¢o,...,¢c,} C E é fechada e defina
as sequintes probabilidades de transicao na classe C:

b= PCi:Cj Ci, Cj € ¢
Entdo P = (P;;) é uma matriz de transigdo.
DEMONSTRACAO. Observe que ]5” = Pc; > 0 e que
D P =D Puey = D Peey + 3 Par =) Peu=1
=1 =1 c;ee k¢e lel

pois P, =0se k ¢ C. O

Pelo resultado anterior temos que uma cadeia de Markov restrita a um conjunto
fechado é uma cadeia de Markov com matriz P.

EXEMPLO 4.9. Considere uma cadeia de Markov com espago de estados = {a,b,c,d, e}
e matriz de transicao:

o0 L o0 07
o 1 0 2 0
Pp=|l0 0o %+ o 2
Elood o
L5050 g

A topologia da cadeia é:
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3
o

Figura 19

Os estados nao essenciais sao {b,d} e a classe C = {a,c,e} é irredutivel, logo a cadeia
nao € irredutivel e a matriz

1 1
2 2 0
p_ 1 2
P=10 3 3
1 1 1
3 3 3

¢ a matriz de transicao da cadeia restrita a classe C.

Uma cadeia restrita a uma das suas classes irredutiveis serd irredutivel. Neste sentido,
poderemos nos limitar ao estudo de cadeias irredutiveis.

EXEMPLO 4.10. A cadeia de Ehrenfest (exemplo 1.3) € irredutivel. Consideremos de
novo a cadeia de Fhrenfest com 3 bolas. A matriz de transigdo é
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e para a sequnda poténcia de P, os zeros se deslocam

o 1 2 3
T1/3 0 2/3 0 7 0

0 7/9 0 2/9| 1
p?—
2/9 0 7/9 0 | 2

0 2/3 0 1/3] 3

Esta oscilacao dos zeros vai continuar para matrizes de ordens superiores, pois observe
que se partirmos de um estado par, necessariamente depois de wm numero impar de passos
vamos passar a um estado impar e depois de um niumero par de passos passaremos a algum
estado par. Devido a esta oscilacao, nao existe distribuicao limite neste caso.

Se dividirmos o espago de estados nos conjuntos Dg = {0,2} e D; = {1,3}, vemos
que toda vez que a cadeia sair de Dy tem que entrar em D; e viceversa. Isto sugere a
decomposicao das classes irredutiveis em subclasses ciclicas.

DEFINICAO 4.11. Diremos que um estado i tem periodo d = d(i) se as sequintes
condicoes sao satisfeitas:

(1) P75 > 0 s6 para valores de n da forma n = dm, isto €, para n mailtiplo de d;
(2) d é o maior valor satisfazendo (1).

Em oulras palavras, d é o maior divisor comum dos nimeros n para os quais vale P, > 0.

5. Tempos de parada

Precisaremos nos referir aqui a instantes de tempo aleatorios.

DEFINIGAO 5.1. Uma varidvel aleatoria 7 : Q — ZT U {oc} € chamada de tempo de
parada em relagao ao processo { X, tn>o0 quando para todo n € Z a ocorréncia do evento
da forma {7 = n} depende somente dos valores de Xq, X1, ..., X,.

EXEMPLO 5.2. Tempo de chegada. Considere o conjunto A C E, onde E € o espago
de estados da cadeia de Markov {X,,}, ... O tempo de chegada ao conjunto A, 74 € o

menor instante depois do instante inicial no qual o processo {X,}, <o assume um valor
no conjunto A:

[ min{n>0:X, € A},
A7) o0, se Vn X, ¢ A.
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TA

Figura 20

Observe que [Ta = n|] = [X,, € A|N|X; & A, para todo j com 1 < j < n—1|, portanto T4
¢ um tempo de parada.

Se o conjunto A tiver um sé elemento, A = {a}, escrevemos 74 = 7,.

s

EXEMPLO 5.3. Tempos deterministicos. Um tempo constante (1 = ¢, comc € Z1) é
um tempo de parada.

Os tempos de parada s8o ndo anticipativos no sentido que pode-se decidir se |7 = m)
olhando somente os estados do processo até o instante m, ou seja, Xg, X1,..., Xp.

EXEMPLO 5.4. Contracxemplo: tempos de saida. O tempo de saida do conjunto A,
Uya e o dltimo instante que o conjunto é visitado pela cadeia {Xn}nZO :

max {n >0:X, € A},
Us=1< 0, se Vn X,¢A,
+oo se Vn X, € A.

Agora [Us =n] = [X,, € A|N[X; & A, para todo j > n| e Us ndo é um tempo de parada,
pois ele fornece informagao sobre o processo em instantes posteriores a ele proprio.

Nao ¢ dificil verificar se 7 € 1 s@o dois tempos de parada entdo que a sua soma
T =71 + 72 € 0 minimo entre eles 7 = min{7m, 2} = 7 A 72 também o s&o.
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Observe que com a notacdo introduzida, X ag, ..., X,an s80 estados visitados pela
cadeia em instantes consecutivos e anteriores a 7. Vamos definir a seguir a propriedade
de Markov forte.

TEOREMA 5.5. Seja{ X, }n>0 uma cadeia de Markov com espaco de estados E e matriz
de transicao P e seja 7 um tempo de parada em relagdo a esta cadeia. Entao para cada
estado © € I, dado que X, = i vale o sequinte:

(1) O processo depois de T e o processo anles sao independentes,
(2) O processo depois de T é uma cadeia de Markov com matriz de transicdao P.

DEMONSTRACAO. (1) Devemos provar que para todos os tempos k> 1en >0
e t0dos 0s estados 10,11, - -+ brs &y J1s - - - 5 Jhs

P(XT+1 - j17 s 7X7+k - ]k|XT - Z.7XT/\0 - Z.Oa s 7XT/\’I’L - Zn)
— P(X7-+1 — jl, . e ,X7-+k — ]k|X7- — Z)

Provaremos na verdade uma igualdade mais simples:

P(XT+k - ]|XT = 1, Xoan = Zn) - P(XT+k - ]|XT - i)a (5'7)
pois o caso geral pode ser obtido por argumentos similares. O termo da esquerda
¢ igual a
P(X’HL/C — j7 Xr = Z.7XT/\’I’L — Zn)
P(XT - Z.7XT/\’I’L - Zn)
e vale
P(Xeik =5, X =1, Xopn =) = D P(r =1, Xoi5 = j, Xp = 6, Xpnw = 0n).  (5.8)
r>0
Mas

P(T — 7", XrJrk — j7 X’I‘ — Z.7X7'/\n — Zn)
— P(XrJrk — ]|X7' — Z.7X7'/\n — Z.THT - T)P(X,. — Z.7X7'/\n — Z.THT - /r)
e como r An <1 e [T = 1| depende dos valores de Xy, ..., X,!, o evento [X,r, =
in,™ = 7| também depende deste valores ou em outras palavras, depende da

historia da cadeia até o instante r. Pela propriedade de Markov P(X,x =
X =4, Xopn =ty 7 = 1) = P(X, s = j| X, = 1) = P}, e (5.8) se reduz a

> PEP(T =1, Xy = in, Xp = 1) = P P(Xpnn = iy Xy = )
r>0

e portanto o termo esquerdo de (5.7) coincide com Pfj. Célculos similares
mostram que o termo da direita também o faz, pelo qual ficaria provado o resul-

tado desejado.

le ¢ aqui que usamos o fato de 7 ser um tempo de parada
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(2) Devemos provar que para todos os estados 4, 7, k,in_1, ...,

P(XTJrnJrl - k|X’r+n - j7 XTJrn—l - Z.n—ly s 7XT - Z)

- P(X7+n+1 - k|XT+n - ]) - ij

A primeira igualdade é consegéncia de (1) para o tempo de parada ™ = 7 -+ n,
0s processos antes e depois de 7 sdo independentes dado X,» = j. A segunda
igualdade pode ser obtida usando calculos similares aos apresentados acima.

O

6. Visitas a um Estado

Fixemos um estado j € F e estudemos as sucessivas visitas que o processo {X,,}

n>0
faz a esse estado. Vamos a definir os tempos das visitas:

1) O primeiro tempo 77 seria:
71 = min{n: X, = j}

com 71 = 00 se o estado j ndo é visitado ( i.e. se Vn: X, # j).
2) O segundo tempo 7, depois de 71 :

To=min{n:n>m,X, = j}

comrma=o00sevVn>m7: X,#j.

k) O k-éssimo tempo 7, depois de 7,_1:
T =min{n:n>7n_1,X, = j}

com T, =00s8eVn>T1r1: X, #]J.

Se para algum k temos que 7, = 00, entdo definiremos 00 = 7,11 — Tk = Thp2 — Thyl — - - -

1 T2 73 T4 T5 Tg — OO

Figura 21
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Observe que 1y < < -+ - <7, < ...
Lembrando que usamos a notacdo P;(A) para representar a probabilidade P;(A) =
P(A| Xy =1), com A C E. Pela propriedade forte de Markov vale que:

PROPOSICAO 6.1. Seja k € I, entao:

_|o, {Tm = 0}.
"Tm){ Pir — k), {rn < oo0}.

Pi(Terl —Tm — k|7—177—27 o

O resultado acima indica que dado que a cadeia saindo de ¢ visita m vezes o estado
j , ela o visitara de novo depois de k instantes de tempo com a mesma probabilidade
que se "apagarmos”a histéria anterior e olhdssemos a probabilidade dela voltar em 7 pela
primeira vez no instante k.

Vamos agora estudar a probabilidade de comecando no estado ¢, a primeira visita ao
estado j acontecer no instante k, em simbolos: Fi(i,j) = P,(r1 = k). Para achar Fy (4, j)
usaremos recursao no tempo k. Para k = 1, observe que:

Fl(iaj) - Pi(Tlil):P(ﬁ:HXo:i)
= Py

Para k > 2:

Fy(i,j) = P(n=k)
= P(Xa#£5,Xo# G, Xemr £ 5, Xe = J)
— ZR(Xlib,ngj,7Xk—17£]7Xk:])

b#j

= Y P(Xa A gy Xeor # 5, X = j|1X1 = b)P(X; = b)
b#j

= ZP[,(Tl = k‘ — l)Pi,b,
b3

(6.9)

logo
. Pip k=1
Fi(i,j) = 3 =7 '
k(%]) { Zb;éj Fk_l(b,])Pi,bv k > 2.

Observe que, pela propriedade de Markov, Fj(i,j) é a probabilidade de ir do estado 7 ao
estado 7 em k passos, sem visitar nesse tempo o estado j.
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n n+k

Figura 21

EXEMPLO 6.2. Seja {X,}, 5, uma cadeia de Markov com espago de estados F =
{1,2,3} e matriz de transigdo:

1 0 0

— |1 1 1
P=13 6 3
1 3 1

3 5 15

Fizemos o estado 7 = 3. Vamos a achar as probabilidades de ir ao estado j em k
transigoes: fi(i) = Fi(4,3) comi € E. Observe que no casok = 1 e facil, pois f1(i) = P, 3.
Logo:

0

h=1 3

1

15

Para k > 2 considere as transi¢oes a j # 3:

0 0
P=|L 1 0

1 3
s 5 U
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e usando P recursivamente obtemos fr = P fr_1, assim:

0 0 0

_ 1 _ 1 — | L
f2* 18 | fS* 108 ) f4* 648
1 1 1

15 30 180

Podemos escrever os resultados assim:
Fi(1,3) = 0, k=1,2,...

Fi(3,3) =

Usando estas relacoes podemos encontrar:
o P(mp=00)=1.
e P(n=0)=1-P(n<oo)=1=- 2 Pn=k=1-5,, %(%)k_l = g
e P(r=o00)=1- 1 P(n=k =2

75"

Chamaremos de F'(i,j) & probabilidade de comegando no estado i eventualmente vis-
itar o estado j,

F(i,j) = P(n <o), com 7 =min{n:X, =j}. (6.10)
A equagdo (6.10) pode expressar-se recursivamente como:
F(i,j) = P(n <oo)=Y_ Fiij) (6.11)
k=1
P+ Z PipF (b, ) (6.12)
b

O ndmero de visitas ao estado j, N, sera definido como
Nj = E 1X’n,:j'
n=0

PROPOSICAO 6.3. Seja j € E, entdo vale que:
(1) Pi(N; =m) = F(5,5)" (1 = F(4,5)), m = 1,2,3,...
(2) Sei# j, Py(N;j=m)=
F(Zvj)F(jvj)m_l(l - F(]v]))? m = 172737 s
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DEMONSTRAGAO. Para m = 0 o resultado decorre da defini¢do de F'(i, j).

Sem > 0ei+# j, 0evento {N; = m} é equivalente ao evento
{11 < 00,..., Ty < 00, Tiyy1 = OO} que por sua vez é equivalente a que ocorram os seguintes
eventos independentes:

{n<oo},{n—mn<0}... {7 — Tmo1 <0}, {Tmi1 — T = 00}

que tem probabilidade:

i

-~
m—1

Se ¢ = j podemos usar o0 mesmo argumento trocando m por m — 1. U]

Segue desta proposicao que:

(1) Se F(j,j) = 1 entdo Vm P;(N; = m) = 0, logo P;(N; < 00) =0, i.e. P;(N; =
(2) Se F(j,7) < 1 entdo

0

Pi(N; <o0) = > F(G, )" '(1-F(j,5)

1
= m(l - F(,g) =1
Observe tambem que N;| Xy = j ~ Geométrica(l — F(4, 7)), logo
B 1
DEFINIGAO 6.4. (Matriz Potencial) A matriz potencial da cadeia de Markov {X,, }n>1
€ a matriz R = (R(1,7))i jer tal que R(i,j) = E; [N;].

E; [N;]

Observe que é possivel que as entradas desta matriz tomem o valor oc.

PROPOSICAO 6.5. Sejam i,j € I, vale:
(1) R(.J) = =155
(2) R(4,j) = F(4, ) R(j,7), i # ]

Este resultado é consequéncia da proposicao 6.3.
Observe que N; = > >° 1 1,;(X,,), logo

R(i,5) = B Y 15(X0) = 3 P(Xa = ) = D Py
n=0 n=0 n=0
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Em particular se o espago de estados F ¢ finito vale,

R = I+P+ P +...,
RP = PR=P+P*+P+-..=R-1,
R—RP =1, R(I—-P)=1=(I-P)R.

7. Classificacao dos Estados. Parte 11

Chamemos de T; = min{n > 0: X,, = j} ao instante da primeira visita ao estado j.
Entdo F(i,7) = Pi(T; < o0o) é a probabilidade da cadeia, que inicia no estado 4, visitar
eventualmente, i.e. num tempo finito, o estado j. Vamos classificar os estados da cadeia
como segue.

DEFINIGAO 7.1. Seja j € .
(1) O estado j é recorrente se P;(T; < oo) = F(j,j) = 1.
(2) O estado j ¢ transitério se P;(T; < oo) = F(j,7) < 1.

Usando os resultados da secdo anterior, podemos caracterizar os estados recorrentes e
transitorios da cadeia.

TEOREMA 7.2. (1) O estado j € transitdrio se e somente se
Pj(N; <o00) = 1 R(j,j) < 0.
Além disto,
P(N; <oo)=1,Vie F e R(i,j) = ——— < oo,Vi € F.
’ 1= F(j,5)
(2) O estado j € recorrente se e somente se
Pj(N; = o0) = 1 & R(j, j) = oc.

Além disto, F(i,j) = B(T; < o0) = Bi(N; = o),Yi € E. Se F(i,j) =0
entdo R(i,7) = 0 e se F(i,7) > 0 entao R(i,j) = oo

DEMONSTRAGAO. Pelos resultados da secdo anterior temos
R(i,j) = Ei(N;)
= Y mF(i, ) FG, 5" (1= F(5,5))
m=1

(7.13)
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(1) Se o estado j é transitério, entdo:

Pz(NJ:OO):Ov pois F(]v]) <L

R(i,j) = F(i,5) Y mF@G)"™ " (1 - F(j,j)
F(i, §)
1= F(4,5) 1

(2) Se o estado j é recorrente, entdo observe que F(j,7) = 1, logo:
Pi(N; = 00) = F(i, 7).
Além disto, se F(i,j) = 0 teremos R(i,j) = 0 e caso contrario R(i,j) = oo, pois
Py(N; = o0) > 0.
Como ja sabemos que P;(N; = 00) = 1 & P;(T; < o0) = 1, o resultado segue.
U]

Em outras palavras, os estados recorrentes sdo os estados que a cadeia visita infini-
tas vezes enquanto para os estados transitorios sempre existird um instante de tempo a
partir do qual a cadeia nunca mais volta neles. Como consequeticia disto, vale o seguinte
resultado.

PROPOSICAO 7.3. Uma cadeia de Markov com espaco de estados finito tem que possuir
pelo menos um estado recorrente.

DEMONSTRAGQAO. A prova que apresentaremos aqui é um pouco informal. Posterior-
mente apresentaremos outra prova rigorosa.

Vamos raciocinar pelo absurdo. Suponha que £ = {1,2,..., M} e que todos estes
estados sao transitorios. Entdo existe um instante N7 tal que depois dele a cadeia nunca
mais visita o estado 1. Analogamente existitird Vo tal que depois deste instante a cadeia
nunca mais visita o estado 2 e assim podemos definir os valores N; até chegar no Ny que
serd o ultimo instante que a cadeia visita o estado M.

Seja entdo N = max{Ny, No,..., Ny} Pela construgdo feita chegamos a que Xy 1
nao pode ser nenhum dos estados {1,2,..., M}, sé que ndo tem mais estados no conjunto
E. Esta contradicao implica que a nossa suposicdo era falsa e tem que existir pelo menos
um estado recorrente. U

EXERciCIO 7.4. Qual € a falha da prova "informal”apresentada acima?

Existem cadeias com espago de estados infinito sem estados recorrentes (veja o exemplo
7.11). Algumas consequéncias do teorema 7.2 so as seguintes.

PROPOSICAO 7.5. Um estado j do espago de estados de uma cadeia de Markov é
transitorio se e somente se Y PP < oo.
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DEMONSTRAGAO. Isto é somente uma reescritura da relagio
Ej(Nj) <0 = j7
que vale para j transitério. O

PROPOSICAO 7.6. Se o estado j do espaco de estados de uma cadeia de Markov é
transitorio entao para todo 1 € F valem

(1) 22000 Py < oo;
(2) limy oo P = 0.

DEMONSTRAGAO. O resultado decorre de E;(N;) < oo e de que o termo geral de uma
série convergente tem que convergir para zero. O

PROPOSICAO 7.7. Se o estado j € recorrente e j — k entdo
(1) k—jelF(kj) =1
(2) k € recorrente.

DEMONSTRAGAO. (1) Se j — k entdo F(j,k) > 0. Mais F(j,7) = 1 logo a probabil-
idade de ndo voltar ao estado j é 1 — F(j,7) = 0. De outra parte, uma maneira de ndo
voltar a j seria ir de 7 a k sem passar em j e depois nunca mais voltar em j, portanto

L= F(j,5) 2 F(j,k)(1 = F(k,j)) 2 0
logo 1 — F(k,5) =0, F(k,j)=1ek — j.
(2) Mostremos agora que F(k, k) = 1, i.e. que k ¢é recorrente. Sejam m1 € ng tais
que P >0e P]",i > 0. Por Chapman Kolmogorov temos P™ 7m0 (L k) > P,?;P]"]P;’LO
Entdo como a série Zn o P € divergente, a série Z P,;’fk também o serd e portanto

k ¢é recorrente. O

Observe que (7, j) > 0 se e somente se existe n > 0 tal que P, > 0. Os seguintes
resultados decorrem facilmente do exposto acima.

TEOREMA 7.8. Se a classe C é irredutivel, com estados recorrentes, entdo F(i,7) = 1,
Pi(N; =00) =1 e R(i,j) = 00 para todo i,j € C.

TEOREMA 7.9. Se a classe € é irredutivel e finita todos os estados sao recorrentes.

A proposicao 7.7 afirma que se um estado j € E é acessivel desde um estado recorrente
1, entdo necessariamente j — 4, ou seja, ¢ € um estado essencial, em outras palavras,

COROLARIO 7.10. Todos os estados recorrentes sao essenciais.

Valerd o reciproco do resultado acima? Isto é, serdo necessariamente recorrentes os
estados essenciais? Para responder esta questao consideremos primeiro uma cadeia com
espaco de estados finito. Suponha que um estado ¢ € E é essencial. A classe C(i) irre-
dutivel de todos os estados (essenciais) comunicados com o estado 7 tem que ser recorrente
porque € finita. Obtemos entdo que quando FE é finito, os estados essenciais e os recorrentes
coincidem. Veremos no seguinte exemplo que isto ndo vale em geral.
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EXEMPLO 7.11. Considere o passeio aleatorio simples com 0 < p < 1.

Como esta cadeia € irredutivel, se provarmos que 0 € transitorio, estaremos provando
que todos os seus estados o sao. Pela proposicao 7.5, basta provar que > . Fgp < 00.
Mas como esta cadeia $6 pode voltar a um estado depois de uma quantidade par de passos,
na verdade provaremos

0

ZPO%’S < 00.

n=0

P02,3 ¢ a probabilidade de saindo do zero, voltar nele em 2n transicoes. Isto s6 € possivel
dando n passos para a esquerda e n para a direita, portanto P é a probabilidade de uma
varidvel aleatoria binomial com pardametros 2n e p ser igual a n, ou seja,

R%*%%%ﬁﬂ—pﬂ

A formula de Stirling
n! ~V2mnn"e™",
permite concluir

(4p(1 —p))"
Vo

PO%Z ~

Ou seja, Y 0" Pily < 00 & p # 1/2. A cadeia € recorrente quando p = 1/2 (passeio
aleatorio simples simélrico). Em todos os demais casos ela é transitoria.

EXEMPLO 7.12. Considere a cadeia de Markov do exemplo 4.9, a classe € = {a,c, e}

é finita e irredutivel, logo todos os seus estados sao recorrentes. Observe que o0s estados

que estam fora de € sao nao essenciais e portanto, transitorios.

TEOREMA 7.13. Seja Cr o conjunto de estados recorrentes da classe C, entao podemos
decompor Cr como uma uniao disjunta de classes:

Ch=CUCU...

Onde cada classe C; € irredutivel.
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EXEMPLO 7.14. A cadeia de Markov X,, € F = {1,2,...,10} definida pela sequinte
matriz de transicao:

20212000000 0]
0200002000
100000O0O0GO0O
0000100000

p_ 0003300030
0000010000
000000TZFO020

00 1000 10 7
0100000000

L0t 0010000 .

Tem a sequinte topologia:

e @O0

Figura 22

Temos entdo tres classes recorrentes: C; = {1,3}, Co = {2,7,9} e C3 = {6}. Logo
Cr=CUCUCs e Cpr=1{4,5,8,10} seriam os estados transitorios.

8. Probabilidades de Absorc¢ao

Considere a classe € irredutivel, vamos a considerar as transicoes de estados ¢ a classe

C.

DEFINIGAO 8.1. Seja i € E um estado, definimos a probabilidade de absor¢do do
estado 1 na classe € como:

pe(l) = Pl(Te < OO)
i.e. € a probabilidade de chegar na classe C num tempo finito.

Observe que se C = {j}, entdo o estado j é absorvente e portanto pe(i) = P, ;; em
particular se ¢ = j entéo pe(j) = P;; = 1. Também observe que para todo ¢ € C vale que
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pe(i) = 1Lesei € € com €C# € entdo pe(i) = 0. Logo basta ver o que acontece com os
estados 7 transitorios.

Nao é dificil provar que se j e k sdo dois estados da mesma classe recorrente C e i é
transitério, entdo F(i,j) = F(i, k) = pe(i). Usando isto e (6.12) obtem-se que se Cr é o
conjunto dos estados transitorios e se € é uma classe recorrente, entdo vale:

pe(i) = > Pis+ Y Pupelk)

jeC keCr

No caso que a classe Cr seja finita é facil achar a solucao desta equacao.

EXEMPLO 8.2. A cadeia de Markov {X,,} tem espaco de estados F = {0,1,2,3,4,5}
e a sequinte matriz de transicao:

1 0 0 0 0 0 ]
1/4 1/2 1/4 0 0 0
0 1/5 2/5 1/5 0 1/5
0O 0 0 1/6 1/3 1/2
0o 0 0 1/2 0 1/2
0O 0 0 1/4 0 3/4

As classes recorrentes sio €, = {0} e Gy = {3,4,5}. Os estados transitérios sio Cp =
{1,2}. Apds reordenar as filas e columnas da matriz P podemos escrever P como:

0 3 4 5 1 2

110 o o0o]lo0 070

0 [1/6 1/3 1/2] 0 0 3

P 0 1/2 0 1/2| 0 0 4
- 0 [1/4 0 3/4] 0 0 5
/4 0 0 0 [1/2 1/4| 1

0 (1/5 0 1/5(1/5 2/5 | 2

E facil reconhecer nesta matriz as matrizes de transicao correspondentes as classes Cq e
Ca. Seja p1o = po(l) € pao = po(2), entdo temos de resolver:

pro — Pio+ Prapso+ Piopio
P20 = Paipro+ Paapao

7.€.
BN S,
P10 — 1 4,02,0 2,01,0
1 2
P20 = —pP1ot+ —pP20

) )
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cuja solugdo € p1o = % e pao = po(l). Observe que
> pe,(i) = 1.
J

Logo po(1) + psas(l) = 1, ie. p3as(l) = % Também, como po(2) = % temos que

P3.45(2) = %. Mas, p; j = pe(i) comi € Cr e j € C, entdo:

p3(1) = pa(l) = ps(1) =

p3(l) = pa(2) = p5(2) =
Quando existe somente uma classe recorrente € todo estado transitério é absorvido
por esta classe recorrente e vale pe(i) = 1 para todo estado 4 transitorio.
9. Exemplos

9.1. O processo de vida e morte. Para a cadeia do Exemplo 1.5, considere trés
estados @ < 7 < k e defina a probabilidade de comecando no estado j, visitar o estado
antes de visitar o estado k: u(j) = P;(1; < T}), onde u(i) = 1 e u(k) = 1.

E

k v

T; P

Figura 23

Entéo vale a seguinte relacao:
u(j) = qu(j — 1) +rju(l) + pju( +1),
lembrando que r; = 1 — p; — ¢; obtemos

u(j) = qu(j — 1) + (1 —p; — g)u(j) + pjulj +1)
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logo
u(j) + g5ulj) — qrulj — 1) = ulj) + py(u(i + 1) - u(j))
de onde:
u(G + 1) —u(j) = %(u(j) —u(j 1) == 2%(u( 1) — uli))

Seja ;= pq7j52:1:$17 ento:

u(j+ 1)~ u() = 2l + 1) — u(@)
isto é:

u(j) (i +1) = 2uli) ~uli + 1)
e somando 7 =14,...,k — 1 obtemos:

> ()~ (s + 1)) = (Z%) (uli) — (i + 1),
logo
(i) —u(k) = 27 i) (i 4 1))

Mais u(i) = 1 e u(k) = 0 implica:

u(i) —u(i+1) (’“i %> B

j=t
logo
. . o0
u(j) —u(j+1) = =5—
Zj:i Vi
Somando ¢ =1,...,k—1, comi <[ <k:
k—1 k—1
Z':z Yj
Z —u(j+1) = ?c—l
=1 Zj:i Vi
de onde, finalmente:
S
ul) ==L 2 i<i<k
Zj:i Vi
Le. k—1 -1
D i Vi > i Vi
P(T, <Ty) = S R <T) = ==~
j=1 Béi J=t Vi

vejamos num exemplo a utilidade destas relacoes.
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EXEMPLO 9.1. Num jogo as apostas que faz um jogador valem wm real, ele ganha um
real ou perde a aposta com probabilidade p = 9/19, g = 10/19 respetivamente. Ele entra
no jogo com um capital de 10 reais e se retira do jogo se fica sem dinheiro ou se ganha
25 reais (i.e. 85 reais em total). Ache a probabilidade de que saia do jogo ganhando.

Considere o processo de vida e morte X,, com espaco de estados = {0,1,...,35},
X, € o capital do jogador no n-éssimo jogo. Se Xo = 10 e p; = 9/19 e ¢; = 10/19 para
0 <1< 35, e os estados 0 e 35 sdo absorventes, queremos achar Pig (T35 < Ty). Observe

que: .
10/19\° 10,
([ =22) - (2 o<i<3a
7 (9/19> () O=is

logo
=010V 10410 _
2.9 (?) o (?) -
Pio (T35 < To) = SoT 0 (OF ] 0.47
i—o\g 9
Consideremos o caso infinito d = 0o, suponha que, para todo i, p; > 0 e ¢; > 0 logo
a cadeia ¢é irredutivel (ndo finita).Queremos encontrar os estados que sdo recorrentes e
transitorios. Para isso basta ver se o estado 0 é recorrente ou transitorio, uma vez que
todos os estados se comunicam, isso implica que todos os demais estados seram recorrentes
ou transitérios. Primeiro observe que:

L

S eV

eque {Ty < T,} C{To <Ty,i1}, poisse Xg=1lentdo Tp < T3 < ... e T,, — o0, logo:
lim P (Ty < T,) = P1 (Ty < o)

Pl(T0<Tn):1— ,n>1

e isto implica que
1
PO =1 >0
Agora suponha que a cadeia X, é recorrente, entdo F(1,0) = 1 e isto implica que
Z;’;O v; = 00. Reciprocamente suponha que Z;’;O v; = oo, entdo F(1,0) = 1 e observe
que:
Po(To < 00) = Pog + Po 1 Pi(Ty < o0)
logo
Po(To <o) =19t pg=1
i.e. 0 é recorrente e a cadeia é recorrente.
Em resumo o processo de vida e morte é recorrente se e somente se

Z% Z G52 (9.15)

=0 PiDPj-1-
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EXEMPLO 9.2. Considere o processo de vida e morte dado pela probabilidades:
142 1
2014+ 1)

Di —

L .
Observe que ST logo:

12 2 (] 1
TR A1) Grn@1r2) C\Gr1l it2

logo,

= = 1 1 1 1 1 1 1 1
;=2 - 2o — ) =2(5)=1<
;% Z<¢+1 ¢+2> (2 3737101 > %) >

i=0

logo X,, € transitorio.

9.2. O processo de ramificacao. O processo {X,,} do exemplo 1.4, representa o
tamanho da populagdo, com espago de estados £ = {0,1,2,...}. O problema que é
considerado neste modelo é a probabilidade de extin¢do (i.e. X, = 0). Observe que 0 é
um estado absorvente do processo. Seja p a probabilidade de eventualmente a populacdo
ficar extinta se comecarmos o processo com um individuo:

p = Pi(To < o0) = F(1,0),

se a populacdo comenca com ¢ pais, entdo a probabilidade da populacao ficar extinta seria:
F(i,0) = BTy < o0). Usando o fato que a descendéncia de cada pai é independente
concluimos que

F(i,0) = P(Ty < 00) = [P(Ty < o0)]" = F(1,0)".

Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar a populacdo inicial composta de
L e Xn Ak k
um so6 individuo. Lembre que X,11 = ) .7 Z¥) onde as v.a. ZF representabam o

nimero de descendentes do k-éssimo pai na m-€éssima geracdo. Suponha que AT
ii.d. todas elas com a distribuicdo de &, onde P(§ = i) = p;. Observe que se p; = 1
entdo a populacdo € estatica, X, = 1 e p = 0. Portanto, vamos a considerar o caso
p1 < 1, onde o estado 0 é absorvente e os demais estados sdo transitérios. Temos duas
possibilidades, X,, — 0 ou X,, — 00, que correspondem respectivamente a p = 1 ou
p < 1. Queremos achar condi¢oes necessarias para cada caso. As duas possibilidades
vao depender do comportamento de &, i.e. do nimero de descendentes; por isso vamos
a usar a fungdo geradora de probabilidades de &, Me(t) = > o o tFpr = po + > pey t* D4
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Mostremos que p é um ponto fixo da fungdo Mg, i.e. Me(p) = p

p=F(1,0) = Pty PiF(k,0),

k=1

= Pig+ Zpl,kpk7

k=1

= pot > pes”,
k=1
= Mc(p).

(1) Se p = EE < 1 entdo M,(t) # t para todo t € [0,1) como se conclui da seguinte

figura
Me(t)
t
1 13
Figura 24

logo Me(t) s6 tem p = 1 como ponto fixo, e a probabilidade de extingdo é 1.
(2) Se u = E¢ > 1 entdo M, tem um ponto fixo p € [0, 1), pois nesse caso temos a
seguinte figura:

Do

Figura 25
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logo M¢(p) =pep<1,e P(X, — o0)>0.

EXEMPLO 9.3. Suponha que numa populagao cada homen de uma familia tem 3 fil-
hos, e que a probabilidade de que cada um deles seja homen € 1/2 e 1/2 de ser mulher,
independentemente dos outros filhos. Logo, se & é o mimero de filhos homens de cada pat,
entao & tem distribuicdo binomial, £ ~ b(3,1/2). Se P(§ = k) = pr entdo

1 3 3 1

Do = §7P1 = §7P2 = §7p3 = g

e = % > 1. Se X,, o numero de homens na n-éssima geracao entao, usando os resultados
anteriores, a probabilidade de que a linha paterna sobreviva é positiva. Para mostrar isto,
procuremos os pontos fizos de M. Observe que Me(t) = (3 + 31)* e

1 1
(§+§t)3:t, —= (-1 +4—-1)=0
as solucdes da equacdo anterior sGo: t =1,t= —/5—2 et = /5—2. Logo p = V5—-2>0

ep<l.
Observe que se cada homen tem somente 2 filhos, entdo & ~ b(2,1/2) e = 1, logo
p =1 e a linha paterna termina certamente.

9.3. Filas. Estudaremos a cadeia X,, que representa o tamanho da fila de clientes
que esperan ser atendidos, apds o n-éssimo servico (Exemplo ??). Se as v.a. &,, n >
0 representam o numero de clientes que chegam no instante n (vamos supor que sdo
independentes e identicamente distribuidas, com distribuicdo P(§ = k) = pg), entdo
Xop1= (X — DT +&,41. Observe que Po; = P(=4)=pe P =Pl=j—1+1)=
Pj—it1. Seja pp = EE.

Seja p = F(0,0), mostremos que M¢(p) = p.

Observe que para todo j € E = {0,1,2,...} vale que Py; = P1;. Logo F(0,0) =
F(1,0). Mais também temos que

F(0,0) = Poo+ Y_ Py F(j,0) = p=po+ Y_p;F(5,0) (9.16)

j=1 j=1
De outra parte o evento {T;_; = n} é equivalente ao evento:
fn=min{k>0:j+ (@& -1+ (&1 + -1 =n—1}}
isto €
{n=min{k>0:& +&+ -+ & =k—1}}
que ndo depende de j. Logo P;(T;-1 = n) e F(j,j — 1) = P;(T;-1 < o0) também ndo
dependem de j. Portanto,
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e aplicando a propriedade de Markov:

usando a ultima equagdo e (9.16) obtemos p = po + > 21 pip’ = Me(p). A partir de
p = M¢(p) é possivel deducir, como no caso do processo de ramificacio, quais estados séo
recorrentes e quais sao transitorios:

e Se i < 1 e afila é irredutivel entdo o 0 é recorrente, e portanto todos os estados

sao recorrentes.
e Se ;4 > 1 e a fila é irredutivel entdo todos os estados sdo transitorios.

9.4. Comportamento assintotico e distribuicao estacionaria. Caso geral.
Precisaremos do seguinte resultado,

PROPOSICAO 9.4.

1, J recorrente € 1 < j,
0, 1, ] recorrentes nao comunicados,
0 1 recorrente € j transitorio,

F(%]) = E;(N:) . . o
B (N;) 2 e ]' tmnsz.tom.os,
- Ei(lNi), 1 = j transilorio,
L Pe) (1), j recorrente e 1 transitorio.

Aqui peg;)(7) denota a probabilidade do estado ¢ ser absorvido pela classe do j.

Um estado recorrente ¢ € FE de uma cadeia de Markov satisfaz Py(T; < +oo) = 1.
Quando além disto vale E;(7T;) < +o00, i é chamado recorrente positivo. Se E;(T;) =
+00, entdo ele é chamado recorrente nulo. Os estados recorrentes nulos sao visitados
infinitas vezes pela cadeia, s6 que o tempo entre duas visitas consecutivas € muito grande.
Nesse sentido eles sdo quase transitorios. De fato, estados recorrentes nulos e transitérios
tém muitas propriedades em comum. Isto é consequéncia do seguinte resultado que car-
acteriza o comportamento assintético de uma cadeia de Markov.

LEMA 9.5. Seja j um estado recorrente aperiodico.
(1) Se j € positivo,

(2) Se j € nulo,
P’ — 0, n— oo.

Este resultado nédo sera provado aqui. Ele tem vérias consequéncias importantes.
PROPOSICAO 9.6. Se i é recorrente nulo e i < j entdo j também é recorrente nulo.
DEMONSTRAGAO. O]

PROPOSICAO 9.7. Uma classe irredutivel finita ndo possui estados recorrentes nulos.
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DEMONSTRAGAO. Seja € uma classe recorrente irredutivel e finita de uma cadeia de
Markov. Pela proposicao anterior, todos os seus estados sdo ou recorrentes nulos ou

recorrentes positivos. Seja P = lim, . . Como 1 = 37, o P = > .5 P,
termos P77, j € € nao podem ser todos nulos. Pelo lema 9.5, os estados de CC devm ser
todos recorrentes positivos. U

Voltemos agora ao problema da existéncia de distribuicdo limite das matrizes de
transicao de ordem n.

PROPOSIGAO 9.8. Uma cadeia de Markov aperiddica com wma inica classe irredutivel
recorrente positiva possui distribuicao limite.

DEMONSTRAGAO. Pelo lema 9.5 obtemos que
(1) para j transitério, PS5 = 0,

(2) para j recorrente pOSlthO P = E](Tj)-

As filas s@o todas iguais e existe uma
distribuicao limite
O]

PROPOSICAO 9.9. Uma cadeia de Markov aperiddica finita com wma unica classe
wrredutivel possui distribuicao limite.

DEMONSTRAGQAO. Numa cadeia de Markov aperiddica finita as classes irredutiveis sdo
recorrentes positivasAplicando o resultado anterior, o nosso aqui segue. U

PROPOSICAO 9.10. Uma cadeia de Markov finita e tal que existe algum ng € N para
0 qual

70
min P70 > 0,

possui distribuicao limite.

DEMONSTRACAO. A cadeia é irredutivel porque todos os estados estdo comunicados.
Ela também ¢ periodica pois 7 > 0 e P”OJrl > P ;P > 0, para j tal que F;; > 0.
Entéo d(i) < m.d.c{ng,no +1} =1, portanto d(i) = 1 e a cadeia é aperiddica. O

Veremos agora que quando a distribuicdo limite existe, ela deve satisfazer certa equacao.

PROPOSICAO 9.11. Seja X,, uma cadeia de Markov com matriz de transicio P e tal
que 0s limites
lim P" = =«(j) (9.17)

(2
n—0o0 ]

existem para qualquer par de estados i € j e nao dependem de i. Entao para todo j € F,
> " w (i) Py = 7 (). (9.18)
icE

Além disto, ou w(i) = 0, para todo i € F ou Y ,.pw(i) = 1. Neste ltimo caso © € a

dnica distribuicao que satzsfaz (9.18).
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DEFINICAO 9.12. Toda distribuicao © que satisfaca (9.18) serd chamada de dis-
tribuicao estactondria da cadeia X,,.

NoOTA 9.13. Repare que no caso que F é finito, a equagdo (9.18) pode ser reescrita da
forma
- P=rt (9.19)

EXEMPLO 9.14. Mostramos que quando temos somente dois elementos no espaco de
estados, para cadeias tais que p+q < 2 vale (9.18). Portanto existe uma inica distribuicdo
estaciondria dada por

q
Test — |: p;q :| . (920)
ptq
Sep=q=1, nao existe distribuicao limite quando n — 0o. No entanto, observe que
neste caso (9.19) fica da forma

) 7] = 7 7] | § ¢ | = =) #O)

que tem como unica solugdo w(0) = w(1) = 1/2 e vale também neste caso que a unica
distribui¢do estaciondria é da forma (?7).

Se p=q =0, vimos que P = 1d(2) e para cada distribuicao de probabilidade 7w vale
7wt P=nxt-1d(2) =x'. Ou seja, qualquer distribuicdo € estaciondria para esta cadeia.

J& temos exemplos de cadeias com somente uma e com infinitas distribuicoes esta-
ciondrias. A seguir apresentamos um exemplo de uma cadeia sem distribuicoes esta-
ciondrias.

EXEMPLO 9.15. Passeio aleatdrio simples simétrico. E possivel provar que os estados
do passeio aleatorio simples simétrico sao recorrentes nulos. Pela proposicao 9.11, obte-
mos que esta cadeia nao possui distribuicao limite. Provaremos a sequir que ela também
nao possui distribuicao estaciondria. Para 1sso podemos raciocinar pelo absurdo.

Suponha que © é uma distribuicdo de probabilidades em Z tal que (9.18) vale, onde
P é a matriz de transicao do passeio aleatrio simples simétrico. Logo, para cada i € Z

temos
L owi= D) 4w+ 1)
(i) = .

ou
w(t) —7w(i—1)==n(i+ 1) — w(3).
Ou seja, a quantidade w(i + 1) — w(i) € independente do estado i e podemos fazer m =
7(i+ 1) — w(d). E claro que M > 0 porque se todos os valores w(i) fossem iguais, a soma
deles nao poderia ser um. Pegue agora um estado 1 > 0. Teremos
7)) = (#(d) —w(i—1)+(x(i—1)—x(t —2))+ -+ (x(1) — 7(0)) + =(0)
= d-m+ w(0).
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No entanto, por ser © uma distribuicdo, deve valer que w(i) < 1 para todo i € Z mas isto
é impossivel porque a expressdo i - m + w(0) fica ilimitada para valores grandes do 1.

Isto contradiz a nossa suposicao de que © € uma distribuicao estaciondria da cadeia e
portanto tais distribuicoes nao existem.

Como veremos a seguir, uma distribuicdo 7, estacionaria para a cadeia X,,, é invariante
para as transicoes da cadeia; por isto é chamada também de distribuicdo invariante da
cadeia.

PROPOSICAO 9.16. Se a distribuicdo € estaciondria para a cadeia X,, entdo valem:
(1) Paratodoj € I, Y w(i)P?; = w(j). Em geral, para todon, vale que Y w(i) P}, =
i€k i€k
7(j)-
(2) Se X,, tem ditribui¢ao inicial = (i.e. P(Xo = 1) = w(i)) enldo, para todo n, vale
P(X, = i) = 7(i)
(3) Se lim P = xn(j) entdo lim P(X,, = j) = =(j).

7’7]

DEMONSTRAGAO. (1) Considere o caso n = 2:
S, — a3 Pan,
i€k icE keE |

- S [Sror
keE icE |

= > Peymie = (j).
keE

Para obter o resultado para qualquer n podemos proceder por indugao.
(2) Se X,, tem distribuicdo inicial =,

P(Xo = ) = 3_m(@)P; = 7(j)
(3) Se B — 7(j) quando n — oo entdo:
P(X =) = 3 PXo =Py = 3 P(Xo = i)m(j) = 7(j) p_ P(Xo = i) = w(j)

O

NoTA 9.17. O sequndo resultado acima fala que se uma cadeia de Markov comega
com uma distribuicao estaciondria entao todos os estados X,, terao esta distribuicao como
distribuicao de probabilidade para qualquer instante n. Além disto é possivel provar que
tal cadeia é um processo estocdastico estaciondrio no sentido estrito. Isto é consequéncia
do resultado citado e da proposicao 2.8.
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Para determinar a distribuicdo estacionaria de uma cadeia de Markov com espago
de estados finito, basta encontrar um vetor m com entradas nao negativas e tal que
. . t . t . . .
Y iep™(i) =1len"  P—= 7' Vejamos isso no seguinte exemplo.

EXEMPLO 9.18. Considere uma cadeia de Markov com espago de estados = {0, 1,2}
e matriz de transicao:

/3 1/3  1/3
P=1|1/4 1/2 1/4
1/6 1/3  1/2
A equacao TP = nt ¢ equivalente ao sistema:
1/3(mo) + 1/4(x (1)) + 1/6(%(2)) = mo
1/3(mo) + 1/2(w(1)) + 1/3(w(2)) = =(1)

1/3(mo) + 1/4(x(1)) + 1/2(w(2)) = 7(2)

mas este sistema € indeterminado pois a soma das trés equacoes resulta na tgualdade
trivial

7(1) + 7(2) + 7(3) = 7(1) + 7(2) + 7 (3).

Tirando a primeira equacao ficamos com o sistema

1/3(mo) — 1/2(w (1)) + 1/3(w(2)) = 0

1/3(m) + 1/4(w(1)) — 1/2(xw(2)) = 0.
Para poder encontrar a solugao basta acrescentar ao sistema anterior a equacao:
o + (1) +7(2) = 1.
Fazendo isto encontramos que a solucao é
7o =6/5, w(l)=2/5, =(2)=9/25.

EXEMPLO 9.19. Voltemos ao exemplo da mobilidade social. A matriz de transicdo era

1 2 3

1/07 02 0.1
2103 05 02
3\02 04 0.4.
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Para encontrar a sua distribuicao estaciondria devemos resolver o sistema

0,7x(1) 1 0,37(2) + 0,27(3) = (1)
0,27(1) +0,5m(2) + 0,47(3) = = (2)

(1) +n(2) +7(3) =1,
cuja solugao € (11/23 9/23 3/23).

EXEMPLO 9.20. Vamos a achar a distribuicao estaciondria @ do processo de vida e
morte (exemplo 1.5).

N . 7(0)rg + 7(1)g1 = w(0),
Se ) W@ =), entio R o (4 Vs — w0, 63 1
mas p; +1; +q; = 1, logo:

{ m(1)q1 — 7(0)po = 0,
(i + 1) g1 — m())ps = w(0)g — (i — Vpim1, 121,

entdo w(i + 1)g;y1 — 7w(i)p; = 0, i > 1 e portanto w(i + 1) = qfﬁﬂ(i). Iterando este
resultado obtemos:

(i) = MT((O) i> 1.
g2 G;

Observe que a distribui¢do estaciondria depende de 7w(0) e de

1, i=0,
Fi — { POP1-Pi—1 i>1

q1q92--g; ’
de modo que (i) = D'ym(0). Logo, sumando a equagao anterior, 1 = > ., 7(i) =
7(0) > ,cp L' obtemos o valor de w(0), desde que >, . 1'; < 0o. En resumo:

o Se> . o I'i < oo entdo existe a distribuico estaciondria w, que pode expresar-se
como:

. I';
(i) = —.
> Tk
k—0
e Sed . I =00 entdo nao existe a distribuicdo estaciondria.

No caso finito, d < o0, a distribuicao estaciondria sempre existe e vem dada por:

) I';
(i) = .

> T

k=0
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ExEMPLO 9.21. Cadeia de FEhrenfest A cadeia de FEhrenfest corresponde a um
processo de vida e morte, logo

1 12 121
F():l, Flszg, F2:1_3:37 FgZ%ZI
3 33 33l
e portanto,
1 3 3 1
") - m()=35 T -5 w0

9.5. Teorema Ergodico. Considere o passeio aleatorio finito, com espaco de estados
E={1,2,3,...,d}. Istoé

Pinn=pPia=¢ptq=1,FR1=1,FP41=1

O passeio é uma cadeia de Markov periodica, de periodo 2. Isto significa que no é posivel
voltar ao mesmo estado num numero impar de transicoes, em particular P = 0 se n ¢é
impar e P, # 0 se n é par. Logo ndo existe lim P}

7,2°
n—0o0

Para resolver este problema observe que vale o seguinte resultado:

lim a, = L = lim — Zan—

n—00 n—oo 1

para toda sequencia de numeros a,. Assim, se lim P}, = x(j), entdo lim 1 =
n—oo n—0o0

(7).
Mais, estamos interessados no reciproco do anterior resultado, que é conhecido como
teorema ergodico:

TEOREMA 9.22. Cosidere uma cadeia de Markov irredutivel X,,, finita; e seja [ : F —
R uma fungao limitada, entao vale que:

.1
fim, 2 BIXD =D SO

k=1 i€E

onde m € uma distribuicdo no conjunto E. Em particular, se f = §; (i.e. f(k) =1 se
k=je f(k)=0sek+#j), entdo:

.1 k .
JLIQOEZPH = m(j)

k=1
o que tmplica que existe a distribuicao estaciondria e que € igual a 7.

Um outra manera de expresar o teorema ergodico é decir que a media temporal da
cadeia € igual a media espacial. Esta idea é a base dos algoritmos usados nos meto-
dos de MCMC (Monte Carlo Markov Chains) que se usam, por exemplo, na estatistica
Bayesiana. Onde, para obter amostras de uma certa distribuicdo construimos uma cadeia
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de Markov que tenha como distribuicdo estaciondria a distribuicdo que estamos procu-
rando.
Usando o teorema ergodico é possivel cracterizar a distribuicdo estacionaria. Para
isso observe que:
PTL

2]

= P(X, =j) =Ei(0;(X,))

De outra parte, seja N,(j) = > 9,;(X,), entdo
=1

n
e se chamamos R,(1,j) = > PF; entdo
k=1

R(i,j) = lim >~ Ru(i,j) = lim > P,
k=1 k=1

onde R(i,7) e o termo (7, j) da matriz potencial R. Lembre que usamos ela para definir

os estados transitorios e recorrentes. Vamos a ver a relacdo entre os estados transitérios
e recorrentes e a distribuicao estacionaria.

(1) Considere o estado j € F e suponha que ele e transitério. Logo P;(N; < 00) = 1;
onde N; = hrgo N,(j). Portanto:

N (i .
lim "(]):0 e lim L"(l’])

n—00 n n—00 mn

=0

(2) Considere o estado j € F e suponha que ele e recorrente. Seja m; = E;(7}), onde
T; e o tempo do primer retorno oa estado j. Decorre do teorema ergodico que:

e lim N”—(j):%,seTj<oo.
71— 00 n. ) m; N
° ]im Rn(lij) — F(lij)‘

n—00 m;
Observe que se a cadeia € irredutivel ou se i, 7 € €, com € uma classe fechada de estados,
entao: .

. 1, ] 1

hm Tl( 7]) -

Em particular,

n
.1 1
lim — g Pikj = —
n—oo y .
n 1 m;

Suponha que m; = E;(T;) < oo, entdo:
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Logo se j é recorrente e m; < oo entdo w(j) = mi Como vimos antes, neste caso j €
J

recorrente positivo. Se m; = oo entdo j € recorrente negativo e w(j) = 0.
Concluimos também que:

TEOREMA 9.23. Uma cadeia de Markov finita e irredutivel tem todos seus estados
recorrentes posilivos.

ExXEMPLO 9.24. Fila Considere o fila X,, € E = {0,1,2,...}, onde o nimero de
clientes que chegam no instante n é &,. As v.a. &, sdo i.i.d. com distribuicao P(, =
i) = p;. Um cliente é atendido em cada instante. Logo X, 11 = (X,,—1)T+&,11. Suponha
que po > 0 e que po + p1 < 1, neste caso a cadeia € irredutivel e tem matriz de transicao:

Do " D2 D3

Do " D2 D3
P = 0 Po 1 D2

0 0 Do h

Observe que se pg = 0 entao o estado 0 é transitério. Também, se pg + p1 = 1 entao
pe = p3 = --- = 0, neste caso os estados 0,1 sao recorrentes e os demais estados sao
transitorios. Em geral, suponha que po + p1 < 1, neste caso a cadeia € irredutivel. Seja
u = E&;, vimos antes que:

e Se u <1 entao X,, € recorrente.
e Se u>1 entao X, é transitorio.

E possivel provar que se p < 1 entdo E(Ty) = ﬁ Podemos concluir entao que:
(1) Se > 1 entao 0 € transitorio logo X,, € transitorio.

(2) Se =1 entdo 0 € recorrente nulo.
(3) Se u < 1 entao O € recorrente positivo, ¢ w(0) =1 — pu .

9.6. Teorema de Perron-Frobenius. Vimos antes que se uma cadeia de Markov
irredutivel (e finita) com matriz de transicio P = (F, ;) entdo:
lim P’ = ()

onde 7 e a distribuicdo estaciondria. Logo se n for grande P, ~ n(j) Entdo, podemos

fazernos a pregunta de qual é o erro nesta paroximado. O seguinte teorema (Perron-
Frobenius) nos permite avaliar este erro.
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TEOREMA 9.25. Seja P = (P, ;)i jer a matriz de transi¢io de uma cadeia de Markov
finita e irredutivel, entao vale:
(1) Os autovalores A1, Ao, ... da matriz P pertecem ao circulo unitario no conjunto
C, N < 1.
(2) Se ordenamos os autovalores: |A1| > |Xo| > ..., entdo A\ = 1 e o autovalor
correspondente € igual a .
(3) Se A2 € o seqgundo maior autovalor, entdo:
P —w(j)] < "
max max | — w(7)] < ¢ A
Entéo, o erro na aproximacao ¢ dado pelo segundo autovalor.

EXERcICIO 9.26. Considere as sequintes matrices de transicdo:

0,4 0,6 ) 0,9 0,1
P: P:
0,6 0,4 0,1 0,9

A matriz P vai mais rapidamente ao equilibrio do que a matriz P, porque? Verificar isso:

(1) Ache os autovalores das matrices e identifique o sequndo autovalor em cada caso.
Qual € maior?
(2) Ache o autovetor (esquerdo) correspondente ao autovalor 1. En outras palavras,
procure e 7 tal que TP =1 (e 7T P = %)
(3) Ache P", n=2,3,4,5. Avalie
max max | F; — 7(j)]-
"

e compare com o valor de |Ao

(4) repita o item anterior com P e 7.



CAPITULO 3

O Processo de Poisson

1. Introducao.

Apresentaremos aqui o processo de Poisson. Este processo estocdstico deve o seu
nome ao matematico francés Simon-Denis Poisson (1781 - 1840). Veremos que ele pode
ser definido em termos das ocorréncias de eventos, em outras palavras, se denotarmos este
processo como {N;}i>o € fixarmos o tempo no instante ¢, teremos que N; é um ntmero
inteiro que representa o nimero de chegadas ou eventos até o instante ¢. O processo
de Poisson é portanto, um processo estocdstico a tempo continuo, isto é T = [0,00), €
com espago de estados £ =N ={0,1,2,...}.

» »

EXEMPLO 1.1. Suponha que Ny = 5 e suponha que nao chegam dois 7 eventos ” no

mesmo instante, uma realizacao do processo poderia ser

Figura 26
que pode ser também representada como uma trajetoria

4

Figura 27

Como ¢ ilustrado na figura acima, cada trajetéria do processo é uma funcdo escada.
O nimero de eventos no intervalo (¢,t + s|, s > 0 serd Ny, — Ny Veremos que ele é

73
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independente do nimero de eventos até o instante ¢, { N,,u < t}. Em outras palavras, o
processo tem incrementos independentes (ver ..).

4

Niy °

0 1 t 2 3 4 5 t+s

Figura 28
2. O processo de Poisson.

DEFINIGAO 2.1. Um processo a tempo continuo {N:},, definido sobre um espaco
amostral 2, com espaco de estados E = N e tal que para todo evento elementar w € €0, a
trajetoria correspondente, t — Ny(w), verifique

(1) € ndo decrescente;
(2) cresce somente com saltos. (i.e. é constante entre os saltos).
(3) € continua a direita e tem limite & esquerda.
(4) No(w) = 0;
¢ chamado processo de contagem ou processo das chegadas.

Sejam T1,Ts, ... os tempos das chegadas (ou os tempos dos saltos ou dos instantes
nos quais ocorrem os eventos). KEstas varidveis definem um processo a tempo discreto.
Uma trajetoria tipica deste processo é

4

0 T1 T2 TS T4 Tn

Figura 29
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DEFINIGAO 2.2. O processo de contagem {N;},5, € chamado de processo de Pois-
son homogéneo se

(1) os saltos tém comprimento um;
(2) Neys — Ny € independente de { Ny, u < t}, para todo t,s > 0;
(3) a distribuicio de Ny, — N; € independente de t.

Observe que se Ny, — Ny é independente de { N, u < t}, entdo Ny, — N; serd indepen-
dente de Ny, , Ny, ..., Ny, parat; <ty < --- < t, =t e portanto este incremento serd inde-
pendente do vetor dos incrementos Ny, Nyy — Ny, ...y Ni,, — Ny, . Pelo mesmo argumento
obtemos que NV, — N, , deve ser independente do vetor Ny, , Ny, — Nyyy oo o, Ny, — Ny,
e procedendo recursivamente obteremos que incrementos correspondentes a intervalos dis-
juntos devem ser independentes, ou seja, o processo tem incrementos independentes. A
propriedade (3) expressa que os incrementos do processo sdo estaciondrios.

O processo de Poisson fica definido entdo como um processo de contagem com saltos
de valor um e incrementos estacionarios e independentes.

Alguns exemplos de situagdes que podem ser modeladas usando o processo de Poisson
aparecem a seguir.

(1) O nimero de ligacoes que chegam numa central telefénica durante um intervalo
de tempo determinado define um processo de Poisson, se supormos que o nimero
de chamadas recebidas durante intervalos disjuntos sdo independentes, dependem
somente do comprimento do intervalo e se pudermos assumir que ha um ntimero
médio constante de chegadas por unidade de tempo. Em problemas mais realis-
tas, este nimero médio depende do tempo, sendo mais apropriado o modelo de
Poisson ndao homogéneo.

(2) O nimero de fétons que chega num detetor de fétons ao longo do tempo.

(3) Os astronomos podem considerar o nimero de estrelas num volume determinado
no espago como uma variavel aleatéria de Poisson e o numero de estrelas em
regioes disjuntas podem ser consideradas independentes. Com estas suposicoes,
o numero de estrelas observadas num volume V' é um processo de Poisson tridi-
mensional sobre o espago definido pelo volume V' (veja o exercicio ..).

A definicdo que temos apresentado do processo de Poisson néo coloca nenhuma re-
stricdo explicita sobre a distribuicao das varidaveis N;. No entanto, estas distribuicoes
estdo determinadas pela definicdo dada. A seguir calcularemos a distribuicdo de N;. Isto
serd consequéncia de uma série de proposicoes.
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PROPOSIGAO 2.3. Existe uma constante A > 0 tal que para todo t > 0,
P(N, = 0) = e,

DEMONSTRAGAO. Observe que o evento { Ny = 0} = {N, = 0, N,y s — N, = 0}. Logo,
usando a independéncia e a estacionariedade dos incrementos podemos obter

P(Nips =0) = P(N,=0)P(Nys — N, = 0)
— P(N, = 0)P(N, = 0).

Considere a funcdo f(u) = P(N, = 0). Usando equacdo anterior vemos que [ satisfaz a
equacao de Cauchy
fls+8) = f(s)f(t) (2.21)

que tem como solucdo f(t) = e~ para algum A € R ou f(t) = 0, para todo ¢ > 0.

Vejamos porqué f ndo pode ser identicamente nula. Para isto podemos raciocinar pelo
absurdo. Vamos supor entdo que para todo ¢t > 0, f(¢) = 0, ou seja, para um instante ¢
qualquer teremos que P(N; > 1) = 1. Podemos dividir o intervalo |0, t] em 7 subintervalos
de comprimento 1/n. Seja t, = kL, k€ {1,...,n}. Entéo

Ny = (N = Nepy) -0+ (Vy),

e sabemos que P(N; — Ny, , > 1) = --- = P(N,; > 1) = 1. Como tem n termos na
soma acima, obtemos que P(N; > n) = 1 e como isto foi feito para n € N quaisquer,
chegariamos a que P(N; = +00) = 1, mas isto contradiz o fato que £ = N.

Temos entdo que f(t) = e~ para algum A € R. Para ver que A > 0 basta observar
que pelo fato do processo de Poisson ser ndo descrescente, vale que se t,s > 0, { Ny =
0} C {N; = 0}. Ou seja, f é uma funclo decrescente e devemos ter A > 0. O caso A =0

corresponde ao caso degenerado em que nao existem chegadas, i.e, N; = 0 para todo ¢ > 0
com probabilidade 1. O

PROPOSICAO 2.4.
1
lim-P(N; >2)=0
t—0 {
Vamos a usar o fato que para todo ¢ > 0, EN; < oo (ndo provaremos isto que decorre

do fato do processo nao ser explosivo, i.e. nao acontecem dois 0 mas eventos no mesmo
instante. )

DEMONSTRAGAO. Seja h(t) = P(NV; > 2), e observe que {N; > 2} C {Nys > 2}
implica h(t) < h(t + s). Logo h e ndo decrescente. Defina

1
nt*max{n:n<g}
1 1

entdo t < - e y < mn+ 1. Usando que h é ndo decrescente temos que h(t) < h(nit)
Portanto:

0< %h(t) < (n +1)h (%) < (ntnt 1> (nth (%))
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Se t — 0 entdo ny — oo € ";—J:l — 1. Logo basta mostrar que nh (%) — 0. Para isso
dividimos o intervalo [0, 1] em subintervalos de comprimento 1.

)
S=r
3
Sl

Figura 30

Seja S,, o numero dos subintervalos onde temos mais de dois eventos, entdao S, é o nimero
de sucessos num processo de Bernoulli com probabilidade de sucesso p = h ( %) Logo

1
ES, =np=nh <—>
n

Considere uma realizacdo w do processo Ny, para n grande os subintervalos sdo suficien-
temente pequenos como para conter no maximo um evento. Logo lim,_. S,(w) = 0.
Agora usamos o fato de EN, < oo, que implica EN; < o0, € o fato de S,, < N; para

lim nh
n 17— 00
O

n—0o0

concluir que
<l> = lim ES, = 0.

PROPOSICAO 2.5.
1

t—0 ¢
DEMONSTRAGAO. Observe que P(N; =1) =1 — P(N; =0) — P(V; > 2) implica:
1 l—e™ 1
“P(N, = 1) = — %~ “P(N, >2)
t t t
O

e portanto lim;_o 1 P(N, = 1) = A.
Usando as proposigdes anteriores podemos mostrar que:

TEOREMA 2.6. Seja {Nt}tZO o processo de Poisson, entao existe X > 0 tal que

k
P(N, = k) = (Akt') e ™M k=0,1,...

i.e. Ny ~ Poisson(At). X € chamada de taxa do processo.
DEMONSTRAGAO. Seja G(t) = E [oth}, 0 < a < 1, a funcio geradora de probabili-

dades de N;. Entdo
G(t) =) o*P(N, = k).
k=0
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Basta mostrar que G(t) = e~ (1=%) pois usando a expansio em série de Taylor da expo-
nencial obteriamos

= L\
e—)\t(l—a) B Zak(
k=0

e comparando os coeficientes correspondentes a poténcias iguais de o chegamos ao resul-
tado desejado.

Observe que Nyys = Ny + (Vs — Ny) e a independéncia dos incrementos implicam
que

Git+s) = E [ozN”s} —E [oth} E [oth“_Nt}
= G()G(s). (2.22)
Como G(t) > P(N, = 0) = e > 0, a equacdo de Cauchy (2.21) tem uma tnica solucio

da forma G(t) = €' ¢ > 0, com g(a) certa funcdo que satisfaz g(a) = G’(0). Observe
que G(0) = 1. Logo,

gla) = hm1 |G(t) — 1]

t—0 {
— lm S [P(N, = 0) — 1] + lim = [aP(N, = 1)] + i (N,
o tl—{rol; b tl—{%ga L tl—r>% Zoz e=n)| -

Usando as proposi(;()es anteriores obtemos,
o lim, L ; [P(N; =0) — 1] = =\
o lim;_o 7 [aP(N; = 1)] = a\.
Como 0 < o < 1 verificase que limy_g 7 [Y oo o @"P(N; = n)] = 0, pois

1
0 < 11_{% Zoz (Ny = n) S%l_r}%; z;P(Ntn)]
1
— > 9) —
lim = P(N; > 2) = 0
Portanto g(a) = —A + Aa, logo G(t) = e~ ¢ o resultado fica provado . O

Observe que N; ~ Poisson(At) implica que E(N;) = At e Var(N;) = AL.

COROLARIO 2.7. Seja {Ni}sq 0 processo de Poisson com taza X, entdo:

A k
P(Nips — Ny = EINy,u <t) = P(Npys — Ny = k) = ( l:') e, k=0,1,...

EXEMPLO 2.8. Seja {Ni},5 0 processo de Poisson com taza A = 8.
Achar P(N2,5 — 17, N3’7 — 22, N4’3 — 36)
Solugao:
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P(Ny5=17,N37 =22, Ny 5 = 36)
= P(Nas=17,N37 — Nos =5, Ny3 — N3z = 14)
= P(Ngs5=17)P(N37 — Nos = 5)P(Ny3 — N3 7 = 14)
(8(2775'))176—8(2,5) (8(3,7 —' 2, 5))56—8(3,7—2,5) (8(4,3 —4'37 M o—8(4,3-3,7)
17! 5! 14!

O resultado apresentado a seguir déd uma outra caracterizacao dos processos de Poisson.

TEOREMA 2.9. {N;},5, € 0 processo de Poisson com taxa A se e somente se.

(1) com probabilidade um os saltos das trajetorias t — Ny(w) tém valor um;
(2) Para todo t,s > 0 vale que E [Nyys — Ni|Ny,u < t] = As.

Considere o conjunto (¢,t + s] C Rt s > 0,¢£ > 0. O ntimero de eventos que ocorrem
no intervalo (t,t + s| estd definido como

N(t,tJrs] — Nt+s — N,

Pelo fato dos incrementos do processo de Poisson ser independentes e identicamente dis-
tribuidos,

Niiys) ~ Ns ~ Poisson(As),

mas As = A comp((t,t + s|), onde comp((t,t + s]) é o comprimento do intervalo (¢, + s].
Isto é, se B C Rt é um intervalo entdo

comp(B) = / dzx.
B
Podemos estender esta definicdo a um conjunto B C Rt e considerar o nimero de eventos
Np que acontecem neste conjunto.
Qual serd a distribuicdo de Np?. Quando B = (¢,t + s|, sabemos que:

Np ~ Poisson(Acomp(B)).

Vejamos que isto vale também quando B for uma unido finita de intervalos. Suponha que
A e B sao dois intervalos disjuntos com comprimentos a e b respectivamente, por exemplo,
A= (t,t+ale B=(s,s+b comt+a<s Entdo Nse Np sdo varidveis aleatérias
independentes com distribuicdo de Poisson com parametros Aa e Ab, respectivamente. Seja
C = (t+a,t+a-+b. Pela estacionariedade dos incrementos, Np e N¢ seguem a mesma
distribuicdo e Ns e No também sdo independentes. Portanto, Ng + Ng ~ N4 + Ng,
mas esta Ultima varidvel conta a quantidade de chegadas no intervalo (¢,¢ + a + b|, logo
N4+ Ng ~ Poisson(A(a+0b)). Obtemos entdo que N+ Ng ~ Poisson(A(a+b)). O mesmo
argumento funciona para qualquer niimero de intervalos e prova a parte da necessidade
no resultado a seguir.
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TEOREMA 2.10. O processo Ny € de Poisson, com taxa X\, se e somente se para todo
B C R que seja uniao finita de intervalos disjuntos vale

k
P(Np=k) = %6_%, onde b = comp(B).

Suponha agora que conhecemos que em instantes no conjunto B = (¢, ¢+ b] ocorreram
k eventos. Gostariamos de ter informacgdo sobre os instantes em que eles ocorreram.

TEOREMA 2.11. Sejam A1, ..., A, intervalos disjuntos dois a dois e tais que B =
A1UAs---UA, e comp(A;) = a;. (i.e. b= comp(B)=>_a;). Sejam ki, ko, ... ko, k €N
i—1
tais que ky + ko + -+ -+ k, = k. Entao vale

k! a1\ k1 Qp\ Fn
P(NAl:kl,NAQ:kQ,...,NAn:kn):m f) <F> .

Logo (Na,, Nay, ..., Na,)|Np = k ~ Multinomial(k, (3), ..., (%))
DEMONSTRAGAO. Observe que { N4, = k1, Na, = ko,...,Na, = k,} C{Np = k}, logo:

P(Na, = k1, Nay = Koy, Na, = k)
P(Ny4, = Na, = A = 2
( A klv Ao k27 s iVA, kn) P(NB:k)
- (Aap)™ Aay (Aan )™ raw KU s
= T Y R

o () ()

Suponha agora que sabemos que chegou um sé evento no intervalo B, achemos a
probabilidade de que o evento chegue no intervalo A C B. Suponha que b = comp (B) >
comp (A) = a.

Logo:

O

P(Na=1Ng=1) = P(Na=1,Npa=0[Ng=1)

' sant /b—a\’ a
~ (i) (%) 3
Estudemos agora o comportamento assintotico do processo de Poisson {N;}:>o. Para
tanto observe que EN, = At. Portanto, se t = n, EN,, = An e podemos escrever
Np = Ni+ (Na— Np) + (Ng — No) + -+ -+ (N, — Npoa),
com {N;y1 — N}y, Lid. e E(Nipp — N;) = A. Pela lei dos grandes niimeros aplicada a
sequéncia {N;11 — N;}

vale que quando n — oo:
Ny,

— — A
n

=1n
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Podemos generalizar este resultado:

TEOREMA 2.12. Lei dos grandes Numeros do processo de Poisson.
Ny

SN

t
set — 00.
Logo, um estimador consistente da taxa do processo A é:
- Ntumero de eventos no intervalo [0, 7]
T
e um intervalo de confianca assintotico para este estimador pode ser obtido do seguinte
resultado.

TEOREMA 2.13. Teorema Central do Limite do processo de Poisson.

Ne M4 o)
Y

set — 00.

Observe que se t for grande V; se comporta aproximadamente como uma normal de
média At e varidncia At.

3. Tempos de Chegada

Vamos considerar agora os tempos de chegada do processo de Poisson. FEles séo os
tempos nos quais acontecem os eventos do processo. O n—éssimo tempo de chegada esta
definido por

T, =min{t: N, =n}.
Observe que N, = n. A distribuicdo de T, pode ser obtida a partir da distribuicao do
processo N; a partir da igualdade dos seguintes eventos

{T, <t} ={N¢>n}.
Assim,
P(T,<t) = P(N,>n)

k!

k=n
A avaliacdo desta expressdo é complicada. No lugar de fazer isto vamos mostrar por
outra via que T, ~ Gamma(n, \) e para isso vamos a estudar algumas propriedades do
processo dos tempos das chegadas, {7}, ..

Uma observacéo importante é que conhecer o processo até o instante 7, i.e {N, : t < T,,}

¢ 0 mesmo que conhecer o processo dos tempos das chegadas até o instante n, i.e.
{11, Ts,...,T,}, isto é facil de visualizar na seguinte figura.
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Ny
._
o~

0 T Ty s 1T, T,

Figura 31
Sabemos que para t,s > 0 vale
P(Nirs) = 0| Nyyu <t) = P(Nprg = 0) = e
Esta propriedade vale também para os tempos 7},, ou seja,
P(N, 1,15 = O|Nuyu <T,,) = P(Nzy 1,45 = 0) = e
Entao,
P(Nr, s — N, = 0|11, Ts,...,T,) = P(Np,s— Np, =0|N,,u<T,)
P(N(z, Tuts) = 0[Ny, u < T),)

_ e—)\s

I

mais observe que
{N1, s — Np, = 0} = {101 — 10, > s}
e obtemos portanto,
TEOREMA 3.1. Para todot >0 en > 1 vale que:
P(Tyy =T, <UTy,Ty,..., T,,) =1 —eM
Assim o processo {7}, : n > 1} é estaciondrio e tem incrementos independentes.

COROLARIO 3.2. As varidveis aleatdrias Ty, Ty — T1,T5 — Ts, ... sdo i.i.d. e Ty 11 —
T, ~exp(N).

Logo os tempos entre dois eventos consecutivos no processo de Poisson tem distribuicao
exponencial. Lembremos que a distribuicdo exponencial tem a propriedade da perda da
memoria, i.e. se X ~ exp(A) e t,s > 0, entdo

P(X > s+t X >s)=P(X >t).

Assim, podemos concluir que o processo de Poisson perde a memdria. Em geral vale o
seguinte resultado.
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TEOREMA 3.3. Sejam 11,15, T5,... os tempos de chegada num processo de contagem
Ny com t > 0.

Tpir — Tom > 0,i.i.d.,

{Nt}tgo é um processo de Poisson(\) < { Toir — Ty ~ exp(N).

Observe que T,, =Ty + (T —Ty) + (15 —T3) + - - - + (T, — T,,—1). Usando o fato que a
soma, de distribuicoes exponenciais i.i.d. tem distribuicdo Gamma podemos concluir que
o tempo do n—éssimo evento T,, ~ Gamma(n, \). Logo,

T
ET, = -
n )\7
T
Var(Tn) = ﬁ’
)\ n
Ee o™ — :
c |:>\‘|“OJ

A distribuicdo Gamma(n, A) é chamada de distribuicdo de Erlang(n).

EXEMPLO 3.4. Os tempos de falha de um chip de um computador tem distribuicdao
exponencial com taxa A. Cada vez que falha um chip ele é imediatamente substituido.

Sejam X1, Xo,... 0s tempos de duragdo de cada chip que foi trocado. Logo, P(X, <
t) = 1 —eM. Considere Ty, T, ... 0s sucessivos instantes nos quais aconteceu wma falha
no computador devido a uma falha do chip,

= X3
T2 — X1+X2

Por exemplo Tz = X1 + Xo + X3 € o instante da falha do terceiro chip.
Suponha que X\ = 0,0002 (em horas™ ), entdo a esperanca de vida de um chip é

1
EX, = Y 5000 horas

e a variancia é .
VarX, = 5 = 25 10°.
Se N; é o numero de falhas até o instante t > 0 entao N; € um processo de Poisson
com taxa .
Suponha que o custo de cada reemplazo € B reais e que a taxa de desconto é a > 0 («
pode ser a taxa de juros), i.e. cada real gasto no instante t tem um valor no presente de
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—at

e~. Considere o custo presente da troca o n—éssimo chip, fe=*™. Somando todos os
custos temos que o valor presente de todas as futuras trocas é

= iﬁe_o‘Tn.
n=1

Logo EC = 5" | BEe T,
Ee=oTn — [2]" ¢ portanto,

atx
> A )" 2 BA
EC = _~ ) —pgetr 7
¢ B;<o¢+)\> BI—L a

o+

Em particular, se o tempo de vida médio é K17 = 5000 horas e o custo de cada troca é
G = 800 reais e a taxa de juros é 24 % ao ano entdo,

_ 024 _ 001 . 36500 )
Q= g=ior = 55 € EC = 80055y = 5840 reais .

EXEMPLO 3.5. Fizemos um ponto numa estrada e chamemos de Uy, Us, ... 08 suces-
stwos instantes nos quais passam automoveis pelo ponto. Suponha que estos tempos sao
varidvess aleatorias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao,

PU,<t)=1—e M- Xe™ >0,
com densidade:
fr, = de™ — [Ae™ + (N%)e™] = N2e M.

Observe que Uy ~ Gamma(2,\), logo Uy pode se interpretar como a soma de dois tempos
entre chegadas consecutivas num processo de Poisson com taxza A. Logo, Uy = Ty, Uy +
Uy =Ty, Uy + Uy + U3 ="1Tg, ... ondeT;,i > 1 sao os tempos das chegadas do processo de
Poisson {Ni}iso. Seja My o ndmero de carros que passam até o instante t. Por exemplo

Mt:6<:>Nt:12 OUNtzlg.
Logo,

e—At()\t)2k e—At(}\t)2k+1

(2k)! (2k + 1)!
e M) (At)
o (2k)! P+2k+1}

PROPOSICAO 3.6. Seja [ > 0, entdo vale:

> AT

E

fxlmﬂmw
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DEMONSTRAGQAO. Observe que

/ POt

n—l)
Logo,
E Zl F(T) Z / (_n ?)T dt

_ /0 Af(t)e‘”zi((i?nl_)!dt

= / h M (e MeMdt = A / h f(t)dt

4. Superposicao de Processos de Poisson

Sejam L = {Ly,t >0} e M = {M;,t > 0} dois processos de Poisson independentes,
com taxas p e A respectivamente (logo M; ~ Poisson(ut) e L; ~ Poisson(At)). O processo
Ny = Ly + M, é chamado superposicao dos processos L e M.

¢ ¢ M,
Ly
as “\J é as “\J as “\J Ny
0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 32

N; também é chamado de processo de competéncia (entre os processos Ly e My).

EXEMPLO 4.1. Considere o exemplo anterior. Seja L; o nimero de automoveis que
chegam no ponto pela esquerda e Ry os que chegam no ponto pela direita. FEntao o numero
de automoveis que passan pelo ponto é Ny = Ly + Ry.

TEOREMA 4.2. A superposicao de dois processo de Poisson independentes M e L com
tazas b e A, respectivamente, € um processo de Poisson com taza v = p+ A.

DEMONSTRACAO. Basta tomar um intervalo B € R", observar que como Lp e Mp
sdo independentes, entdo Ng = Lg + Mp ~ Poisson((A + p) comp(B)) e usar o teorema
2.10. U
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5. Decomposicao de Processos de Poisson

Seja {X,,n > 0} um processo de Bernoulli com parametro p. X,, é o resultado do
n-éssimo ensaio e {S,,,n > 0} o nimero de sucessos nos n primeiros ensaios. Vamos supor
que os tempos entre os ensaios sdo aleatdrios. Para isto considere T),, o instante do n-
éssimo evento de um processo de Poisson { Ny, ¢ > 0} com taxa A e suponha que os ensaios
ocorrem nestes instantes. Assim, NV, seria o numero de ensaios até o instante t.

X1=1 Xo=0 X3=0 X4=— X5=0 Xp1=1X, =

@ o o @ S, @ o

0 Ty Ty T Ty Ts Tr1 T, t
Figura 33

Finalmente, se M; é o nimero de sucessos até o instante ¢ entdo M; = Sy,. O numero
de fracassos até o instante ¢, Ly, seria Ly = Ny — M,.

TEOREMA 5.1. Os processos Ly e My sdo Poisson com taxas A\p e A(1 — p) e sdo
independentes

EXEMPLO 5.2. Suponha que os carros que chegam num determinado cruzamento vi-
ram a esquerda ou a direita independentemente com probabilidade p = 0.6 e p = 0.4,
respectivamente.

p=0.6 1—p=04
= —

Figura 34

Seja Ny o nimero de carros que passaram no cruzamento até o instante t. Vamos supor
que ele é um processo de Poisson com taxa A = 30 carros por minuto.

Entao, o numero de carros que viraram a esquerda até o instante t, Ky, € um processo
de Poisson com taza Ap = 30(0.6) = 18 e o niumero de carros que viraram o direita até
o instante t, Dy, € um processo de Poisson com taxa \(1 — p) = 30(0.4) = 12. Os dois
processos, Dy e By sao independentes.

EXEMPLO 5.3. Os carros que chegam num restaurante o fazem sequndo um processo
de Poisson com taza X\ = 20 por hora. Os wvehiculos tém 1,2,3,4 ou 5 ocupantes com
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probabilidades p; = 0.3,0.3,0.2,0.1 e 0.1, respectivamente. Queremos achar o nimero
esperado de pessoas que chegam no restaurante durante uma hora.

Sejam, Nt(l),Nt(2),Nt(3),Nt(4) € Nt(5) o numero de vehiculos que chegam com 1,2,3,4
ou b ocupantes respectivamente até o instante t. Todos estes sao processos de Poisson
com taxas Ap; = 6,6,4,2 ¢ 2. Observe que IENt(i) = Ap; e podemos assumir que eles sao

independentes. Logo, {
Numero esperado de pessoas numa hora = E(lNl(i) + 2N1(2) + 3N1(3) + 4N1(4) + 5N1(5))
= (I1x6)+2x6)+Bx4)+(Ax2)+(5x2)
= 48

6. Processo de Poisson Composto.

O processo do exemplo da soma dos sucessos em tempos aleatorios, M; = Sy, =
N, . . . . . .
> ot Xy € um processo de Poisson composto. Vejamos como séo definidos tais processos
de forma geral.

DEFINICAO 6.1. Chamaremos de processo de Poisson composto a um processo
{Z}1>0 definido por

Ny
Zy =Y X,
n=0
onde {Ni}i>0 € un processo de Poisson e {X,,n >0} € uma sequéncia de varidveis
aleatorias i.1.d.
Tais processos tem as seguintes caracteristicas,

(1) as trajetOrias tém um numero finito de saltos sobre intervalos finitos;
(2) Vt,s >0, Z;, s — Z; é independente do pasado {Z,,u < t};
(3) Vt,s > 0, a distribuigdo de Z;,, — Z; é independente do .
Observe que os saltos podem ser negativos. Uma possivel trajetéria é representada a
seguir.

X1

0 Ty Ty TR
Xog

Figura 35
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EXEMPLO 6.2. Suponha que o numero de clientes que chegam num restaurante seque
um processo de Poisson {N;}1>0. O n-éssimo cliente gasta uma quantia X,,. Suponha que
{ X} n>1 €did.. Seja Y, a quantia gasta por n clientes. Entdo

Y, = X1+ + X

Logo, o total gasto pelos clientes até o instante t € um processo de Poisson composto,

Ny
Zy =Yy, =Y X,
n=0

EXEMPLO 6.3. O modelo cldssico do risco.
O modelo classico do risco na atividade sequradora é um processo estocdstico

Ut) =u+ct—S(1),

onde U(t) € o capital da sequradora no instante t (reserva de risco) e ¢ € uma constante
que representa o prémio por unidade de tempo, de forma que ct serd o prémio que recebeu
a sequradora até o instante t. u é a reserva inicial da sequradora e S(t) representa o valor
total das indenizacoes até o instante t,

onde { X, }n>1 € uma sequéncia de varidveis aleatorias ndo negativas que representam
os valores das indenizagoes individuais que deve pagar a sequradora ante a ocorréncia de
sinistros e { Nt }i>o € um processo de Poisson homogéneo das ocorréncias das indenizagoes
até o instante t.

Neste modelo, o total das indenizag¢oes S(t) € um processo de Poisson composto.

Suponha que X, € £ = {a,b,¢,...} CR. Considere somente o nimero de eventos,
até o instante ¢, cuja magnitude € igual a a (i.e. X,, = a): Nt(a).

: :

0 T T T3 Ty Ty Tna

Figura 36
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Entao vale que:

N~ Poisson com taxa A(a)t = AP(X = a)t,
Nt(b) ~  Poisson com taxa A(b)t = A\P(X = b)t,

I
S

Logo,

n:Xn=a n:Xp=b
— aN™ NP 4

Observe que os somandos da tltima equagao sdo independentes.

Uma outra propriedade do processo de Poisson composto é que E(Z;) = ME(X,).
Para provar isto, condicionamos em relacgdo ao nimero de ocorréncias do processo de
Poisson,

E(Z|N, =n) =E (Z Xk> =Y E(Xx) = nE(X1),
k=0 k=0
portanto E(Z;|N;) = N:E(X1). Logo,

E(Zt) - E(E(Zt|Nt)) - E(NtE(Xl))
= E(NV)E(X:) = ME(Xy).

7. Processo de Poisson nao homogéneo.

DEFINIGAO 7.1. O processo {Ni}i>o € um processo de Poisson ndo homogéneo se

(1) Ny tem saltos de tamanho um;
(2) a distribuicdo de Ny, — N; € independente de t.

Seja a(t) = E(V;) e observe que a(t) é crescente pois:

Nt+s 2 Nt = ENt+S 2 ENt = a(t + S) 2 a(t)

A funcdo a(t) é chamada de taxa do processo. Suponha que a(t) é continua e defina
7(u) = a=1(u), a inversa de a.
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a(t)

Figura 37
TEOREMA T7.2. Seja {Ni}i>0 um processo de Poisson ndo homogéneo com taxa a(t).
Defina o processo My = Ny Entao M, € um processo de Poisson com taxa 1.
Observe que EM; = EN,) = a(7(t)) = .
TEOREMA 7.3. Seja {N;}i>0 um processo de Poisson nao homogéneo com taza a(t) e
seja b(t, s) = a(t + s) — a(t), entdo
(1) os incrementos tém distribuicdo
e PhIp(t, )k
k! ’
(2) se T, é o tempo do n-éssimo evento do processo, entdo
P(Tp1 =Ty > tT1, T, ..., T,) = e MoTntD—alTn))

P(Nt+S—Nt:k) —

Ty T,

Figura 38
Em geral a taxa do processo € uma funcao descontinua.
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5]

Figura 39

Nesse caso podemos decompor o processo como soma de dois processos Nf (um processo
com taxa continua) e N (Um processo que é soma de processos homogéneos definidos
apenas em intervalos de tempo). As taxas dos dois processos podem ver-se na seguinte

figura.

Acont (t)

t1

to

Adescont (t)

Figura 40

t1

o






CAP{TULO 4

Cadeias de Markov a Tempo Continuo

Neste capitulo estudaremos as cadeias de Markov a tempo continuo. Veremos que
estes processos estdao relacionados de maneira natural com as cadeias de Markov a tempo
discreto e também que o processo de Poisson é um caso particular de cadeia de Markov a
tempo continuo.

1. Definicao e exemplos.

DEFINIGAO 1.1. Considere um processo estocdstico a tempo continuo X = {X;}i>o
com espaco de estados F finito ou enumerdvel. Diremos que X € uma cadeta de Markov
a tempo continuo se e somente se para todo t,s > 0

P(Xipe = j1Xusu < 8) = P(Xop = jIX,). (1.23)

Se além disto, a probabilidade de transicao entre dois estados depende somente do intervalo
de tempo durante o qual ocorre a transicao e nao dos instantes de tempo nos que a cadeia
ocupa esses estados, ou seja, quando

P(Xt+s - ]|Xs - Z) - Pi,j(t)a (1'24)
a cadeia serd chamada de homogénea no tempo.

A equagdo (1.23) exprime a propriedade de Markov da cadeia que, como no caso
discreto, significa que a predicao que podemos fazer sobre o futuro depende da histéria
anterior do processo somente através do instante presente.

Daqui para a frente consideraremos somente cadeias de Markov homogéneas no tempo.
Para tais cadeias chamaremos & familia de matrizes P(t) = (P, ;(t)): jer de funcao de
transicao da cadeia X. Ela satisfaz as seguintes propriedades.

(1) P(0) = I.
(2) Para todo t > 0, P(t) é uma matriz estocéstica.
(3) Parat,s >0, P(t+s) = P(t)P(s).

As propriedades 1) e 2) decorrem da defini¢do de P. A propriedade 3, pode ser provada
de forma andloga as equagoes de Chapman-Kolmogorov das cadeias de Markov a tempo
discreto, mas serd apresentada aqui por motivos que ficardo esclarecidos mais para frente.

93
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PROPOSICAO 1.2. Fquacgoes de Chapman-Kolmogorov para cadeias a tempo continuo.
Para todo t,s >0, 1,5 € F vale

Pt +5) = 3 Pos(t)Pras(s). (1.25)

keE
DEMONSTRAGAO. Decompondo o espago amostral da forma
keE
e usando a lei da probabilidade total e a propriedade de Markov podemos obter
Pt +s) = P(Xiys=j|Xo=1)
= Y P(Xips = jI1X0 =k, Xo = i) P(X, = k| Xq = 4)
keE
= ) P(X, = j|Xo = k)P(X, = k[ Xo = i)
keE
= > Poi(s)Pk(t)
keE
e o resultado desejado fica provado. U]
Na prova acima condicionamos em relacao a eventos que fixam o estado do processo

no instante ¢{. Para provar a igualdade P(t + s) = P(s)P(t), que também vale pois os
papéis de s e t podem ser trocados, teriamos que fixar o estado do processo no instante s.

EXEMPLO 1.3. Seja {N;:}i>0 um processo de Poisson homogéneo com taza X\ > 0.
Vejamos que ele é uma cadeia de Markov a tempo continuo. Para isto consideremos
t,s > 0.

P(Nys = jIN, =i, N, =i(u),u<s) = P(Ngy,— Ny,=7—1i|N,=1,N, =i(u),u < s)
= PNy, — N,=7j—1)
Obtemos entao que
e M)~

Pty = P(N,—j—i)—{ G > JZb
0, caso conlrdrio.

EXEMPLO 1.4. Consideremos mais uma vez um processo de Poisson { N }i>o com taza
A >0 e defina {X;¢}is0, com E = {1,—1} por

Xt - XO(_I)Ntv

sendo Xo uma varidvel aleatoria com valores em E e independente do processo { Ni}i>o-
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Observe que
Xt+s _ XO(_l)Nt+s — XO(_l)Ns(_l)Nt+s_Ns — X—S(_I)NHS—NS7

entao os valores de Xy, dependem da historia do processo até o instante s através do
estado em s, X, e do incremento Ny, — Ny, que é independente de { N, u < s} e portanto
de { Xy, u < s}. Logo,

P(Xpys = j1Xe =1, Xy = i(u),u < s) = P(X(=1)Mr"N = j|X, =)
= P(i(—=1)NrmN = j)
= P@(-1)™ = j)
- Pw(t)

Por exemplo,

P_11(t) = P(N; impar)
oo e~ M (AT

!
c—~ (2k+1)!
1— 6—2)\15

2

e procedendo de forma andloga nos outros casos obteremos

1 1+ 6—2)\15 1— 6—2)\15
P(t) - 2 1 — e 2M 14 e 2M

ExXEMPLO 1.5. Cadeta de Markov uniforme.

Seja {Y,}n>o uma cadeia de Markov a tempo discreto com espago de estados E e
matriz de transicdo K = (kij)ijer € seja {Tn}n > 1 0 processo dos tempos das chegadas

de um processo de Poisson N = {N;}i>0 com taza X > 0. Suponha que {?n}nzo e N sao
independentes.

O processo definido por

Xt — ?Nt
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chama-se cadeia de Markov uniforme, N € o relégio da cadeia e {Y,,},>0 se chama
de cadeta subordinada.

P(Xi=j) = P(Yw, =j)

too . e_At()\t)"
n=0 )

ou seja,
oo n
e )"
Pty =3 O e
n=0
As propriedades a seguir afirmam que as distribuicdes finito-dimensionais do processo
estao determinadas pela funcao de transicao e pela distribuicao inicial, o que também
acontecia no caso discreto.

PROPOSICAO 1.6. Sejam 0 < 1y < t; < --- < t, instantes de tempo e sejam
10,41, ---,0n € F, entao

P(th — il) th — 2.2, . 7Xt — Z.n|Xto — Zo) — Pio,il (tl_tO)Pil,ig(t2_tl) ct e Pinfl,in(tn_tn—l)-
(1.26)
Se além disto vale que © € a distribuicao inicial da cadeia, ou seja, © € a distribuicao de

probabilidade de Xg, entao
P(Xyy = i, Xiy =iy, Xop = i) = D W(i0) Piosis (1) Pria (ta— 1) - Pro_yyin (bn =t 1)

=

n

(1.27)

EXEMPLO 1.7. Considere a cadeia X com espaco de estados E& = {a,b} e funcdo de
transicao
1 0,6+0,4e7%  0,4—0,4e™
b= { 0,6 —0,6e 0,4+ 0,6~
Calcule Pa(XQA = b, X3,8 - a, X4,2 = a).
Usando a proposicao 1.26 obtemos,
Pa(XQA = b, Xg,g - a, X4,2 = a) = P(X2,4 = b, X3,8 - a, X4,2 = a|X0 = a)
= P.p(2,4)B.(1,4)P, ,(0,4)
~ 0,15.
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2. Estrutura de uma cadeia de Markov a tempo continuo.

Podemos considerar o periodo de tempo que a cadeia permanece no estado que ela
ocupa no instante t. Este sera uma varidvel aleatdéria que chamaremos de W; e pode ser
definida da seguinte maneira,

Wi(w) = inf{s > 0 tal que Xy, ,(w) # X;(w)}.

Segundo o comportamento desta variavel, os estados podem ser classificados como
segue
(1) i serd chamado de estado instantaneo se P(W, = 0|.X; = i) = 1.
Observe que neste caso a cadeia fica no estado ¢ somente no instante que ela
chegou.
(2) i serd chamado de estado absorvente se P(W, < +oo|X; = i) = 0.
Uma vez que a cadeia chega num estado absorvente ela fica nele para sempre.
(3) i serd chamado de estado estavel se P(0 < W; < +o00|X; =1) = 1.
Toda vez que a cadeia chega num estado estavel, ela fica nele durante um
periodo de tempo finito.
Cadeias com estados instantdneos so muito raras (mas existem!, veja [?]), pois é possivel
provar que
e [ finito = n&o h& estado instantaneos.
e Trajetorias continuas direita com probabilidade um < nao hé estados instantaneos.

Para cadeias sem estados instantaneos podemos determinar a distribuicdo da varidvel W;.

TEOREMA 2.1. Seja {X;}i>0 uma cadeia sem estados instantineos. Para todo i € E
e todot >0,

PW; > ul X, =14) =e ", u >0,
para algum nidmero g; € [0, +00).
DEMONSTRAGAO. Fixemos um estadoi € F. Pela homogeneidade no tempo da cadeia

teremos que P(W; > u|X; = i) ndo depende do tempo. Chamemos esta fungdo de f(u).
Observe agora que {W; > u + v} se e somente se {W; > u} e {Wy, > v}. Logo,

flut+v) = PWy>u+v|Xy=1)
P(Wt > u, Wt+u > U|Xt = Z)
P(Wt+u > U|Wt > U,Xt — Z)P(Wt > U|Xt — Z)

I

I

Examinemos o termo P(W,,, > o|W; > u, X; = i). Pela continuidade a direita das
trajetorias teremos que

{Xt:i,Wt>U}:{XT:Z., t§T§t+U},
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logo, pela propriedade de Markov e a homogeneidade no tempo,
P(Wt+u >U|Wt >U,Xt:i) = P(Wt+u >U|XT:i, t<r1 §t+U)
— P(Wt+u > U|Xt+u — Z)
= P(Wt > U|Xt = Z)
~ ).
Portanto, a fungdo f satisfaz a equacdo de Cauchy f(u + v) = f(u)f(v) e entdo ou ela
¢ identicamente nula ou existe uma constante ¢; € R tal que f(u) = e %*. Observe que
f € identicamente nula se e somente se ¢ ¢ um estado instantdneo, que nao estd sendo

considerado aqui. Por outro lado, como para u > v vale {W; > u} C {W; > v}, temos
que f é decrescente e portanto ¢; > 0. O

Repare que ¢; = 0 < 4 absorvente. Além disto, se admitirmos o valor +oc para ¢,
entenderemos que P(W; > u|X; = i) = 0, para todo u > 0, ou seja, i seria um estado
instantaneo. No que segue suporemos que os estados ndo sdo instantaneos. Cadeias sem
estados instantaneos sd@o chamadas de processos de saltos. As trajetdrias dos processos
de saltos sdo continuas & direita com probabilidade um.

Suponha que a cadeia {X;}; >0 € tal que todos os seus estados sdo estdveis. Para cada
n € N, podemos considerar a varidvel aleatoria T, : instante de tempo no qual a cadeia
muda de estado pela n-éssima vez. Definiremos Ty = 0 por conveniéncia. Temos entao
que

O=To<Ti<---<T, <---
e vale R
X=X, T,<t<T,.
Aqui estamos denotando por X, o estado visitado pela cadeia na n-éssima transicao que
ela faz quando n > 1 e Xo ¢ 0 estado inig\ial.

Observe que Wy = 17 e portanto 11| Xy = i ~ exp(g;). De forma andloga teremos que
Toi1 =T, + Wp, e T1 — Th| X, =i ~ exp(q;).

Para poder fazer a construcdo acima para todo ¢ € R precisaremos que lim,,_,o T}, =
+oo. Néo é dificil ver que isto é equivalente a pedir que as trajetérias de {X;}i>o tenham
um numero finito de saltos em cada intervalo finito de tempo. Quando isto ocorre fala-se
que a cadeia é regular. No que segue trabalharemos somente com processos de saltos
regulares.

Observe a sequéncia {Xn}nzo que acabamos de definir é uma cadeia de Markov a
tempo discreto tal que as transicoes sao feitas somente entre estados diferentes, ou seja, se
chamarmos de Q = (Q;;)i jer & matriz de transicdo desta cadeia, entdo ela deve satisfazer
Qi = 0, para todo ¢ € E.

A cadeia {Xn}nzo determina a sequéncia dos estados visitados. FEla costuma ser
chamada de esqueleto da cadeia {X;}:>0. A sequéncia {7,,},>0 determina os instantes
em que sdo feitas as transi¢des, portanto, ambas sequéncias determinam a cadeia {X;}>o.
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Sabemos que a matriz de transicdo () determina a cadeia a tempo discreto {Xn}nzo-
Por outro lado, é possivel provar que dada {Xn}ngo, a sequéncia {141 — Thln>o € in-
dependente, portanto {71}, },>0 estd determinada por @ e pelas constantes {g; }icr. Logo,
{Xi}i>0 estd determinada pelos elementos {¢;}icr € {Qij}ijen- Isto vale também para
cadeias com estados absorventes, sendo que para ¢ absorvente teremos ¢; = 0, Qi = 1,
T, =4 eT, 1 —T, =400, n > m se i é visitado pela cadeia pela primeira vez na
m — 1-éssima transicdo.

3. O gerador infinitesimal.

Definamos para ¢ # j, ¢i; = ¢:Qi;. Fsta é a taxa com que o processo faz uma transicao
desde ¢ para j. Para ¢ = j facamos ¢; = —¢;.

DEFINIGAO 3.1. A matriz A = (¢ij)ijer € chamada de gerador infinitesimal da
cadeia { X H>o-

O gerador infinitesimal é obtido a partir das taxas {¢;}icp € das probabilidades de
transicio {Qi;}ijer € viceversa, as taxas e as probabilidades de transicio podem ser
obtidas a partir do gerador. De fato, temos que ¢; = —g¢;; e que para ¢ # j vale Q;; = 0
se ¢; = 0 e Qi = ¢:j/q; em caso contrario. Portanto, ele determina a cadeia e dai vem o
seu nome. Ele também pode ser obtido a partir da funcdo de transi¢cdo como veremos a
seguir.

PROPOSIGAO 3.2. Para cadai,j € E, a fungao P, ;(t) € diferencidvel e a sua derivada
€ continua. Além disto, vale P} ;(0) = gi;, ou seja

d
—| P@)=A.
dt li=o ®)
EXEMPLO 3.3. Para o exemplo 1.7 calcule o gerador infinitesimal, as tazas q; e as
probabilidades (Q;;.
Solugao:
. d 0,6+ 0,47 0,4—0,4e | [ -2 2
" dtlio| 0,6 —0,6e7" 0,44 0,6e" 3 -3

As tazas sao os opostos dos elementos na diagonal, portanto q, = 2 e q, = 3. Observe
que ambos 0s estados sao estaveis. Agora podemos calcular as probabilidades de transicao.
Sabemos que 2 = o = Qb = 2Qap, portanto Qq = 1. Analogamente obtemos Qp, = 1.
Observe que como @ € uma matriz de transicao de tamanho dois e os estados sao estdves,
na verdade nao precisavamos calcular as entradas pois se Quq = Qw = 0 necessariamente
teremos Qup = Qva = 1, pois as somas das entradas por linhas é um.
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EXEMPLO 3.4. Considere a cadeia de Markov com espago de estados E = {a,b,c},
matriz de transicao

0 1 0
Q=104 0 0,6
0 1 0

e taxas g, = 2, ¢ = 5 e q. = 3. Calcule o gerador infinitesimal deste processo.

Solugao:

Como as tazas sao todas nao nulas, os estados sao estaveis. Os elementos da diagonal
de A sdao os opostos das tazas. As entradas restantes sao obtidas mulliplicando a tazas
pelas probabilidades de transicao. Temos entao que Gop = Go - Qap = 21 = 2 € que =
Qo * Qac = 2-0=0. Procedendo de forma similar com as outras linhas, obtemos

-2 2 0
A= 2 =5 3
0o 3 =3

EXEMPLO 3.5. Calculemos o gerador infinitesimal da cadeia de Markov uniforme (ex-
emplo 1.5). Para isto, escreveremos a sua funcao de transicao da forma seguinte.

+oo
=Xt =Xt (At)n n
n=1
Usando que (e=) = —Xe™™ e que paran > 1 (e"\t()\t)")/ = A\t M= (n— \t), obtemos

que
A= P0) = \K — I).

Para cada estado i € E, teremos ¢ = A1 — k). Logo ¢; = 0 & ki = 1, em outras

palavras, 1 serd absorvente para X se e somente se ele o for paraY . Set nao for absorvente
ara Y ele serd estdvel e para j # i teremos Q;; — —
p para j i = T

4. As equacoes diferenciais de Kolmogorov.

Até agora sabemos como obter A a partir de { P(¢) }+>0. Vejamos como podemos fazer
o contrario. Para isto precisaremos das equagoes de Chapman-Kolmogorov. Obteremos
equagoes diferenciais (as equacoes de Kolmogorov) para as transicoes P(t) que envolvem
as entradas da matriz A.

Calculemos a derivada de P(t). Usando a definicdo de A e as equacdes de Chapman-
Kolmogorov obtemos



4. AS EQUACOES DIFERENCIAIS DE KOLMOGOROV. 101

P'(t) = lim

AV h

. P(h)P(t) — P()
= lim

R\0 h
— %%Mp(t)
= AP(1).

Lembremos que para provar a relacdo P(t+h) = P(h)P(t) tivemos que condicionar em
relacdo a eventos que fixavam o estado da cadeia no instante h, que por estar convergindo
para zero, pose ser considerado anterior ao instante ¢. Por esta razao as equagoes obtidas,

P'(t) = AP(t)

sdo chamadas de equacoes de Kolmogorov retrospectivas (backward Kolmogorov
equations). Escritas componente a componente, elas ficariam da forma

Py(t) = 4 ) QunPei(t) — g:Py (1),
ki
Se usarmos a igualdade P(t + h) = P(t)P(h), obteriamos as chamadas equacoes de
Kolmogorov prospectivas (forward Kolmogorov equations),

P'(t)=P@1t)A

ou, componente a componente

Pli(t) = ZQkajPik(t) — q; P;5(t).
k#j

Observe que na deducdo da equacdo de Chapman-Kolmogorov utilizada agora, pre-
cisamos condicionar em relagdo a eventos que fixam o estado da cadeia no instante ¢,
posterior ao instante h. Dai o nome de equagoes prospectivas.

A derivacdo que fizemos das equacdes de Kolmogorov estd correta no caso que E é
finito, mas néo no caso infinito, pois precisamos passar um limite para dentro de um
somatorio com infinitos termos. Isto pode ser justificado rigorosamente em particular
quando vale a condicdo sup;cp ¢ < 00, condigdo que serd satisfeita pelos exemplos que
consideraremos aqui.

EXEMPLO 4.1. Cadeia com dois estados

Calcule a funcdo de transicao de uma cadeta com dois estados que permanece no estado
0 durante um tempo exponencial com taza A > 0 antes de passar ao estado 1, onde estard
durante um tempo exponencial com taxa p > 0 antes de voltar ao estado 0.

Solugao:
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Pelo enunciado da questao sabemos que qog = A € ¢ = [ € como os dois estados sao
estdveis, necessariamente a matriz Q) toma a forma

0 1
o[V a]
A equacgao de Kolmogorov prospectiva com 1 = j = 0 serd
Foolt) = ploa(t) — APoo(t),

= —(A+ ) hoo(l) + u,

onde a ultima equacdo foi obtida o partir de Po1(t) =1 — Foo(t). Portanto,
PHIBL G (Mt 1) PoolD)] = e,
ou seja,
[e(/\ﬂt)tpo o) = MG(AJr“)t.

Integrando entre 0 e s, rearranjando os termos e usando que Poo(0) = 1, podemos

obter

4 + A e—()\Jr,u)s‘

:A+u At p

Pyo(s)

Por simetria teremos também

A
Pl,l(S) + K e—()\+,u)s

:A+u A+
e usando o fato que P(t) é uma matriz de transi¢do,
A A

Foi(s) = — e_(’\“)s,

ba(s) Ap Atp
o o 4 —(A+p)s
Pig(s) = — e HIs

10(5) Ap Atp

No exemplo anterior conseguimos obter P(f) pois escrevemos um equagio em termos
de uma s6 funcdo incégnita. Isto ndo pode ser feito sempre, mas para matrizes finitas,
existe uma forma de resolver estas equacgoes.

EXEMPLO 4.2. Cadeta com espaco de estados finito.
Suponha que o espaco de estados de uma cadeia X tem N elementos. A matriz A serd
entao uma matriz de N x N. As equacgées de Kolmogorov serao

P'(t) = AP(t) = P(1)A

e sabemos que P(0) = I. Se N = 1, entdo simplesmente A seria um escalar e teriamos
P(t) = e, Usando a série de Taylor da exponencial poderiamos escrever também

P~y "

n!
n=0
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Esta ltima expressdo faz sentido também no caso que A € uma malriz pois depende s6
das suas poténcias.
Para A matriz de N X N define-se

lembrando que A° = I. Prova-se que P(t) = et € neste caso a tinica solucdo das equagies
de Kolmogorov.

Para calcular e'* nao é preciso computar os coficientes da série, pois existe uma
relacdo natural entre a decomposicdo espectral da matriz A e aquela de e, Isto pode ser
consultado em livros de dlgebra linear.

A

5. Distribuicao estacionaria e comportamento assintético.

Suponha que no estado inicial a cadeia nao se encontra no estado ¢ € £. Entao
Ti — mf{t 2 Tl . Xt - Z}

serd, o primeiro instante em que a cadeia visita o estado 7. Por outro lado, se Xg = 1,
T; representard o primeiro instante em que a cadeia voltou a este estado. 7; pode ser
interpretado entdo como o primeiro tempo de visita ou de retorno no estado i. Observe
que 7; pode tomar o valor +o00 se a cadeia nunca visitar o estado ¢ depois do instante T}
ou se ¢ for um estado absorvente.

Quando estudamos cadeias de Markov a tempo discreto, vimos que os estados eram
classificados dependendo da frequéncia com que eles eram visitados. No caso continuo esta
frequéncia estd representada por P;(7; < 00) e temos portanto, a seguinte classificagdo.

DEFINICAO 5.1. O estado i € E serd chamado de transitorio se Pi(1; < o0) < 1.
Caso contrdrio, ele serd chamado de recorrente. Um estado v € E recorrente serd
chamado de recorrente nulo se E;(r;) = 0o e serd de posttivo em caso contrdrio. Os
estados absorventes sao considerados recorrentes positivos.

Observe que como no caso discreto, os estados recorrentes sao visitados infinitas vezes
a diferénca dos transitérios. Portanto, um es/t\ado serd, recorrente para a cadeia X se e
somemente se ele o for para o seu esqueleto { X, }n>0.

Os estados recorrentes nulos sdo parecidos aos transitérios no sentido que os tempos
entre visitas consecutivas sdo em média, muito grandes. A recorréncia nula ou positiva
da cadeia X e do seu esqueleto sdo propriedades diferentes. Um indicio disto é que a
esperanca [E;(7;) na definicio acima depende da matriz (), mas também das taxas {¢;}.

Um conjunto € C F era irredutivel no caso discreto se todos os seus elementos estavam
comunicados entre si. De forma analoga diremos agora que € C F € irredutivel quando
para todos 4, j € E vale P,(1; < 00) > 0, ou seja a cadeia vai de ¢ para j com probabilidade
positiva. Os conjuntos irredutiveis para X e para o seu esqueleto coincidem.
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DEFINICAO 5.2. Uma distribuicao w sobre o espaco de estados I serd chamada de
distribuicao estaciondria da cadeia X se para todo 7 € E e todo s > 0,

S 7 (k) Peyls) = 7(5). (5.28)

kel
No caso finito podemos escrever (5.28) da forma compacta
7t P(s) = 7" (5.29)

Novamente, se iniciarmos a cadeia com a distribuicao estacionaria, teremos que todos
os estados possuem a mesma distribuicio pois pela igualdade (1.27) teriamos,

P(X; = j) = ) wlio) P (1) = 7(j).

A diferénca do caso discreto, agora teremos uma quantidade ndo enumerdvel de sis-
temas de equacoes que definem a distribuicdo estaciondria. Seria desejavel reduzir o
calculo a um s6 sistema e isto serd possivel gracas ao gerador infinitesimal da cadeia.

Suponha que temos uma distribuicdo estaciondria 7. Entéo ela satisfaz (5.28). Pode-
mos derivar ambos termos da equacdo em relacdo a ¢ e avaliar no zero. Se pudéssemos
passar a derivada para dentro do somatdrio (como suporemos aqui) obteriamos

> w(k)gi; =0, (5.30)
keE
e no caso finito
- A=0. (5.31)
Podemos nos plantear também o problema no sentido inverso: sera que uma distribuicao
que satisfaga (5.30) tem que ser uma distribuicdo estacionaria? Para responder esta
questdo usaremos as equagoes de Kolmogorov retrospectivas.
Suponha que uma distribui¢do 7 satisfaz (5.30). Calculemos (3, pm(k) Py, ;(s)).
Mais uma vez suporemos que podemos passar a derivada para dentro do somatério. Entéao,

%(Zn(k)Pk,j(s)> = Z?T(k)d%Pk,j(S)

kelk kel
= > 7w (k)Y auPiy(s)
kelk lek
= Y Pys) ) wk)au
ek kelk

pela equagdo (5.30). Ou seja, >, . 7(k)Fs ;(s) ndo depende de s e portanto tem que ser
igual a 7(j), que é o valor que toma esta expressio para s = 0.

Temos entdo que no caso finito ou no caso infinito sob suposicoes bastante razodveis
vale que uma distribuicdo é estaciondria se e somente se ela satisfazer (5.30).
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EXEMPLO 5.3. Seja X uma cadeia de Markov com gerador infinitesimal

-5 2 3
A= 2 =3 1
2 4 —6

Para encontrar a (ou as) distribuicdo estaciondria, da cadeia basta encontrar as dis-
tribuicoes que sejam solugdo do sistema ©t - A = 0. Observe que é suficiente encontrar
uma solugcdo (z,y,z) do sistema |x y z|- A = 0 e depois dividir cada uma das com-
ponentes do vetor pela soma x + y + 2z para obter uma distribuicao. Temos que resolver
entao o sistema

—dx + 2y + 2z
20 —3y+4z = 0
x+y—6z = 0
Uma das equacgoes é redundante, entao podemos por exemplo, desconsiderar a terceira
equacao e resolver o sistema formado pelas duas primeiras. Este sistema possui infinitas

solugées e para calcular uma delas basta fizar um valor (ndo nulo) para uma das incégnitas
e resolver as duas equagoes resultantes. Se fixarmos x = 42, as equagoes que ficaram sao

2y +2z = 210

—Jy+4z = -84
cuja unica solugao € y = 72, z = 33 e obtemos
W W
I R
)~ T o

que € a unica distribuicao estaciondria desta cadeia.

EXEMPLO 5.4. Vimos que o gerador infinitesimal da cadeia de Markov uniforme (ex-
emplo 1.5) era
A=K -1).
Uma distribuicdo m sobre E serd estaciondria para X se e somente se ela satisfazer (5.30),
ou seja, se para todo j € I vale

> w Wk =7 (j).

Obtemos entao que toda distribuicao estaciondria de X o serd para Y e viceversa, toda
distributcao estaciondria de Y serd também distribuicao estaciondria para X .
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Como no caso discreto, o comportamento assintotico das probabilidades de transicao
de cadeias a tempo continuo estard relacionado com a classificagdo dos estados.

PROPOSICAO 5.5. Seja j um estado transitério. Entdo para todo i € E tem-se,
Jim F(X, = j) = 0.
TEOREMA 5.6. Seja X uma cadeia irredutivel. Fntao existe
lim P(X, = j) = 7(j)

e nao depende de i. As componentes de w sdao todas nulas se a cadeia for transitéria ou
recorrente nula. Caso contrdrio © é a unica distribuicao estaciondria desta cadeia e vale

B 1
GE;(75)
Repare que agora na distribuicdo limite aparece também a média no tempo que a

cadeia fica no estado j, que € o inverso da taxa g;.
Existe uma relacdo entre a distribuicao limite da cadeia e aquela do seu esqueleto.

(J)

PROPOSIGAO 5.7. Suponha que o esqueleto {)?n}nzo da cadeia X € recorrente positivo
e seja wg a sua distribuicdo limite. Entdo X serd recorrente positivo se e somente se
Y wenTo(k)/q < 00 e sendo esse o caso, a sua distribuicdo limite © serd
7_‘_(]) _ 7-‘-Q(]')/Qj
ZkeE 7Q(k)/q

6. Aplicacoes.

Processos de Nascimento e Morte.
Uma cadeia de Markov a tempo continuo com espago de estados £ = {0,1,...} e
gerador infinitesimal

[ — Ao Ao 0 0 0 0 }
1 — (A1 ) A 0 0 0
0 o —(>\2 + Mg) )\2 0 0
A p—
0 0 U3 —(As + p3) A3 0

¢ chamada de processo a tempo continuo de nascimento e morte.
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O estado no processo no instante ¢ pode ser interpretado como a quantidade de habi-
tantes de uma populacdo dada. Se X; = 4, a proxima transicdo serd para i+ 1 (nascimento)
com taxa A; ou para i — 1 (morte) com taxa y;. Estas taxas s@o chamadas taxas de nasci-
mento e de morte, respectivamente. Observe que um estado 7 serd absorvente se e somente
se ambas as taxas forem nulas.

As equacoes de Kolmogorov prospectivas tomam a forma,

Ply(t) = pmPia(t) — XoPiolt)
PLi(t) = NoiPijoa(t) + P (t) — (N + ) Pry(t)

Usando (9.15) na matriz de transicdo do esqueleto desta cadeia obteremos que o processo
continuo de nascimento e morte sera recorrente se e somente se

iy Mo - - Pk ~ o
- Mo g )

Em tal caso, a distribuicdo estacionaria existe se e somente se

Eékﬁr“km1

o OO7
ey HaH2 e
ela serd também distribuicao limite e tem a forma
Lo
7‘-(]) - AoA1Ap 1 ] > 1 ’

cpipe- i =

onde

C*1+§§Aﬁr“km1
P /’[/1/’[/2/’[/]‘3 )
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