Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Estatistica

Utilizacao da Estatistica
t-Student em Testes de
Hipoteses para a Média:
Suposicoes e Violacodes
A. P. Travassos, C. Caram, G. G. Moreira,
G. Rosa, I.K. Fonseca, J. C. G. Fonseca,
L. A. Toscano, L. L. Caldeira, M. Tatiane,
M. Vanessa, V. C. Silva, W. J. C.
Conceicdo, A. J. F. Ribeiro; G. C. Franco
Relatorio Técnico
RTP-02/2001

Relatorio Técnico
Série Pesquisa



Uni ver si dade Federal de M nas CGerais
I nstituto de G énci as Exat as
Graduacdo em Estatistica
Curso de Inferéncia Il — 2° /99

Utilizacdo da Estatistica
t-Student em Testes de
H pot eses para a Medi a:
Suposi ¢coes e Vi ol acdes

Aut or es: Ana Paula Travassos; Camla Caram Qui | her ne
Quimardes Mireira; Glmr Rosa; |lnara Kellen Fonseca; Julio
César Conmes Fonseca; Luiz Alberto Toscano; Lunyana Lima
Caldeira; Mchelli Tatiane; Mnica Vanessa; Vania Candida da
Silva; Wllington José Carval ho da Concei cdo; Al oisio Joaquim
Freitas R beiro; G aura da Concei ¢do Franco (Orientador)




$

1. Introducao

Um dos testes mais utilizados para testar hipoteses
referentes a média ( H) é o que utiliza a estatistica t-Student.

* Para uma populacao

| Ho: M= Mo VS, Hi M # lo L1 |
temos a estatistica de teste abaixo, baseada em uma
amostra aleatoria X Lyenns Xn
T=2"H
- n-La/2 1.2
s/+/n (1.2

K-2% -

n

Onde e n é otamanho da amostra.

* Para duas populacdes

| Ho: Hi= Mo XHi Hi # o (1.3) |

a estatistica de teste utilizada é:

T = n-Ln,~La/2
(1.4)
n;
Onde )71-. =——— e n;,j=1,2 € o tamanho da amostra j.
n.
J
O uso destas estatisticas esta baseado nas seguintes
suposicoes:
)] Distribuigcdo normal.
i) Variancias iguais.

i) Independéncia
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2. (bjetivo

O objetivo deste trabalho é verificar o que ocorre quando
violamos as suposigcdes referentes ao teste t-Student, atraves
de simulacbes Monte Carlo, onde sao calculados o do tamanho e

0 poder dos testes para varios tamanhos de amostra.

Analisaremos também, para suposi¢cao de normalidade o que
acontece quando temos o tamanho de amostra (n) pequeno, médio
e grande, pois o Teorema Central do Limite , NOS assegura que
guando o tamanho de amostra é grande (usualmente maior ou
igual a 30) a média amostral tem distribuicdo normal.

3. Material e Mtodos

As amostras foram geradas pelo software estatistico
Minitab (verséo 12.21) e os valores das estatisticas de teste
foram calculados através de macro desenvolvida para o

mesmo(ver anexo).

Foram escolhidos trés valores de n distintos:
- pequeno (n=3);

- médio (n=10);

- grande (n=30).

Para o célculo do tamanho do teste foram geradas 1000
amostras sob H . Para o célculo do poder, foram geradas 1000
amostras para 3 valores distintos em H 1. O nivel de
significancia escolhido foi a=5%.

3.1 Caso de uma populagéo.

3.1.1 Violagao da suposi¢ao de normalidade:

Para verificar a violagdo da suposicdo de normalidade
foram geradas amostras de 3 distribuicdes distintas,
Exponencial , Uniforme e Poisson, calculando-se a estatistica
t-Student (ver equagédo 1.2) para cada uma das amostras. Como
padrao de comparagao utilizou-se a distribuicdo Normal. O
tamanho e o poder dos testes foram calculados utilizando-se a
tabela  t-Student com o nivel de significancia a, e graus de

liberdade correspondente (visto na introducgao).




As 1000 amostras sob H o ( p=10) foram usadas para calcular

o nivel o de significancia. As 3000 amostras sob H 1 foram
utilizadas para calcular o poder do teste (1- ). Essas 3.000
amostras dividiam-se em p=20, p=30e p=40, para a distribuicdo
exponencial e p=12, p=15e pn=20 para as demais distribuicdes.

ApoOs serem geradas as amostras e calculados 0S respectivos
valores da estatistica de teste T, utilizou-se o software
Microsoft " Excel (versdo 97), para contar o namero de vezes que

se rejeitou (ou ndo) a hipotese nula.

3.2 Caso de duas populacgdes.

3.2.1 Violacao da suposicéo de variancias iguais.

Para a utilizacdo da estatistica T da equacao (1.4), é
necessario nos assegurarmos de que as variancias das duas
populacdes envolvidas séo iguais.

Para verificar o tamanho do teste t-Student, quando esta
suposicao é violada, foram geradas amostras de duas populacdes
iguais com mesma meédia (u, =p,=5), mas com variancias
diferentes. O experimento foi repetido 1000 vezes, para
variancias levemente diferentes (af =05 e 0} = 2), variancias com
uma diferenca razoavel (af =05 e o) :9) e com variancias muito
diferentes (c2=05 e o2 =49).

O poder do teste foi verificado utilizando-se as mesmas
diferencas nas variancias, mas com U, =5eu, =6, 8el0.

3.2.2 Violacao da suposicéo de independéncia.

Para verificar a violacdo da suposicdo de independéncia,
foram geradas aleatoriamente 3 amostras independentes, com

distribuicdo normal, quais sejam:
1) X, ~N(y,07)

2) X, ~N(,0?)

3) X3~ N(H;073)

Tomando-se as diferencas:

1) Y, =X, -X,

2) Y,=X,-X,,




Obtém-se duas variaveis Y 1 eY > dependentes, e com as seguintes
distribuicdes:

1) Y, ~N(y, ‘ﬂz;af +022)

2) Y, ~ N(uz _us;azz +O'§),

de forma que a correlacdo entre Y 1eY 7 é

_ 2
0-2

lesz :CON(Yl’YZ): 2 2 2 2 4 2 2
\/0102 t0,0;,+0, t0,0,

Realizou-se entdo o0 teste t-student, ao nivel de

significancia de 5%.

Sob Ho,calculou-se o tamanho do teste usando-se
Hy, = My, =M, =0, e consequentemente obtendo-se H, =H,=0e 02=25
e a2 =100.

Sob Hj, cdculou-se 0 poder do teste (1-f3), considerando-se 3 dferencas entre &
medias u, e p,,: p, —Hy, =1; g, —p, =5eu, -, =10.

Foram verificados 3 niveis de wrrelagéo entre Y, e Yo:

1 o/=0j=1leo;=10 p,, =-05;

2. o/=0j=1eo0;=250 p,, =-0.96;

3 o/=0;=leo;=1000 p,, =-0.99.




4. Resul tados

4.1 Normalidade

As tabelas abaixo mostram os resultados da simulacéo para

o tamanho e o poder dos testes, no caso da suposi¢cdo ndo ser
violada (distribuicdo normal) e da suposicdo ser violada
(distribuicbes Exponencial, Uniforma e de Poisson).

Tabela 1: Proporcao de rejeicdo de H - Distribuicdo Normal

H - Distribuicdo Exponencial

Tabela 2: Proporcéao de rejeicao de

Tabela 3: Proporcao de rejeicdo de H - Distribuicdo Uniforme

Tabela 4: Proporcao de rejeicdo de H - Distribuicdo Poisson

Para a distribuicdo normal, vemos que ao nivel de 5% de
significancia, o teste é satisfatorio para todos os tamanhos
de amostras. Quanto ao poder do teste, podemos observar que




guando a média é igual a 12 e n=3 obtemos o menor valor para o
poder, sendo que 0os demais sao todos proximos de 100%.

No caso das distribuicbes Exponencial, Uniforme, e
Poisson, sob Ho, notamos que a porcentagem se aproxima do

esperado (a :0.05) guando n aumenta. Porém, mesmo para o tamanho

de amostra n=30, o tamanho do teste ndo atingiu o nivel de
significancia pré-fixado.

Sob H; estamos interessados no poder do teste. Notamos que

guanto mais distante é K (a média que gerou as amostras), maior
€ o poder do teste. Sendo que com o0 aumento do n o teste fica

mais "preciso”. Para n=30 e pn=40 temos que 100% das amostras
sdo rejeitadas, ou seja, neste caso 0 teste € bastante
satisfatorio.

4.2 Variancias iguais

As tabelas abaixo mostram os resultados da simulacdo para

a violacéo da suposicao de variancias iguais. Sob H 0 (u1 = U, :5)
foram calculadas 1000 amostras para 02=05e 0.=2, 0.=9 ou
02 =49. Estes valores de o® também foram utilizados para o

célculo do poder do teste para trés médias diferentes, U=6,
n=8 e u=10.

Tabela 5: Tamanho do Teste

Rejeicbes
n=03 n=10 n=30
N(5; 0.5) vs. N(5; 02) 0.080 0.063 0.052
N(5; 0.5) vs. N(5; 09) 0.096 0.062  0.049
N(5; 0.5) vs. N(5; 49) 0.1112 0.055 0.060
Podemos ver que o tamanho do teste esta relacionado com o

tamanho (n) de amostra utilizado: quanto maior o valor de n,
menor o tamanho do teste e mais proximo do alfa estipulado (em

todos os testes utilizamos a igual a 5%). Verificamos também
gue o aumento na diferenca entre as variancias parece afetar o

tamanho do teste, o0 que é minimizado quando o tamanho da
amostra é grande.




Tabela 6: Poder do Teste sob H 1

Como agora estamos testando a igualdade de médias entre
duas populacdes com médias sabidamente desiguais, esperamos
que o teste tenha um poder alto. No primeiro caso, de pequena

diferenga entre as variancias, o teste tem um poder muito bom
com n=30, mas com n=03 ndo € muito capaz de detectar
diferencas suaves entre as médias (comparando uma populagédo de
média 05 e outra de média 06, ambas com variancia 02, o poder
do teste quando n=30 é 15.8%).

A medida que a diferenca entre as variancias aumenta,
observamos uma queda do poder do teste, independente do
tamanho da amostra ou da diferenga entre as médias.

Portanto, a violacdo da suposicéo de variancias iguai s tem
o efeito de diminuir o tamanho do teste e ndo pode ser
“compensada” pelo aumento do tamanho da amostra.

4.3 Independéncia.

Neste caso, foram geradas amostras de duas populacdes
normais, independentes, com variancias iguais (af =0’ =1), a ser
utilizada como base de comparacao. Os resultados do tamanho e
poder dos testes sédo apresentados na tabela 7.

Tabela 7: Resultados para a distribuicdo normal para duas amostras
__independentes

I"lyl _I"lyz = 0 I"lyl _I"lyz =1 I"lyl _I"lyz =5 I"lyl _I"lyz =1o
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Podemos observar que o tamanho do teste, para amostras de
tamanho maior ou igual a 10, ja se aproximam do nivel de
significancia estipulado. O poder do teste, para uma diferenca

de 5 ou mais unidades entre as duas médias, apresenta um poder
proximo de 1,000, o mesmo ocorrendo para uma diferenca de 1
unidade com tamanho de amostra grande (n=30). O poder s6 €
mais baixo para amostras de tamanho pequeno ou médio.

Os resultados para a violagho da suposicdo de
independéncia sédo apresentados nas tabelas 8, 9 e 10.

Tabela 8: Resultados para a distribuicdo normal para duas amostras
dependentes usando-se Py.y, = -0.5

Tabela 9: Resultados para a distribuicdo normal para duas amostras
dependentes usando-se Py, =—0.96

Tabela 10: Resultados para a distribuicdo normal para duas amostras
dependentes usando-se Py,y, ==0.99

I'lyl_l'lyzzo I'lyl_l'lyzzl I'lyl_l'ly2=5

Como o nivel de significancia desejado é a = 0,05,
observando o tamanho do teste encontrado para os diferentes
tamanhos de amostra, verifica-se que, ao se violar a suposicao
de independéncia, implica que a = P (Rejeitar H of Ho €
verdadeira), aumenta significativamente a medida que se
aumenta a correlacdo entre as duas populacoes. Nos casos
analisados, rejeita-se H o o minimo 9,6% e no maximo 19,1% das

vezes.




Assim, quando Py, =—0.5 obtém-se os melhores resultados
comparando-se com a Normal Padrao.

No caso do Poder do Teste: 1- B = P (Rejeitar H of Ho €
falsa), nota-se que a medida que cresce o tamanho da amostra e
a diferenca entre as médias, o poder do teste também aumenta.

Podemos verificar que, se a correlacdo entre Y 1 eY 2 & muito
alta,(  pyy, =-0.99), mesmo para n=30e u, =p, =10, o poder chega
somente a 91%.

5. Concl uséo

Ao se empregar O Teste para médias utilizando a
estatistica t-Student devemos sempre ficar atentos as
suposicoes necessarias para a utilizacgdo da mesma.
Principalmente nos casos em que temos um tamanho de amostra
pequeno e ndo se pode assegurar que o valor da média amostral
estad muito distante do valor que estamos testando.

Mais uma vez foi verificada a validade do Teorema Central
do Limite ,logo, quando temos uma amostra de tamanho grande
nao precisamos nos preocupar com a normalidade da amostra,
pois nossa simulacdo nos mostrou que o Teste para médias € bem

preciso para essa situacao.
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6. Anexo

Macro utilizada para gerar as amostras e calcular o valor da
estatistica de teste t:

Distribuigcéo Exponencial

Para rodar:

LET K10=2 (apenas antes de iniciar)

LETK1= M1

LET K2=N onde n=3, 10, 30 e w =10, 20, 30, 40
LET K9=1

EXEC 'CARAM.MAC' 1000
LET K10=K10+1

CARAM.MAC Nota 1: No Minitab 12.1 deve-se fornece aM EDIA
RANDOM K2 C1; da distribuicdo Exponencial endo o parametro A..
EXPONENTIAL K1. Nota 2: p= 1/A

LET K3 = (MEAN(C1)-10)
LET K4 = STDEV (C1)
LET K5 = SQRT(K2)
LET K6 = K4/K5

LET K7 = K3/K6

LET CK10(K9)=K7

LET K9=K9+1

Valor tabelado ( t- Student)

n=3: t 2:0.025 = 4,303
n=10: t 9:.0.025 = 2,262
n=30: t 29:0.025 — 2,045

Utilizou-se a/2 endo o por se tratar de um teste bilateral.

Macro para viol acdo de vari ancia constante

Para rodar:

LET K6=1
LET K1=N (numero de elementos na amostra)
EXEC 'VARIANCIA.MAC' 1000

11




VARIANCIA.MAC

rand k1 c1;

norm 5 sqrt(0,5).
let k2=mean(cl)
let k3=stdev(cl)

rand k1 c2;
norm 10 3.
let k4=mean(c2)
let k=stdev(c2)

let c3=c1-k2
let c4=c2-k4
let c3=c3*c3
let c4=c4*c4

let c5(k6)=[srt(k1*k 1/(2*Kk1))* (k2-kA)]/[(sqrt(sum(c3)+sum(c))/ (k1+k1-2))]

let k6=k6+1

Macro para vi ol acdo de i ndependénci a

H R R R R R A R B R R R R B R R R

# #
# Macro: Poder_Indep #

# Data :02/11/99 #

# Autor : Julio  Cesar Gomes Fonseca #

# #

# Nota : Esta macro foi desenvolvida para testar a independencia #
# entre amostras de distribuicoes normais bivariadas de mesma #
# variancia. #

# #

# Parametros : c.1-c.ncol => Colunas utilizadas pela macro #

# t aa => Tamanho da amostra #

# rep => Numero de repeticoes do experimento #

# alfa => Nivel de  significancia do teste #

# med_1 => Media da 12 distribuicao #

# med 2 => Media da 22 distribuicao #

# med_3 => Media da 3? distribuicao #

# desv_1 => Desvio da 1?2 distribuicao #

# desv_2 => Desvio da 2?2 distribuicao #

# desv_3 =>Desvio da 32 distribuicao #

# #

# Ultima  alteracao : 02/11/99 #

HH HHHHBH AR R R R AR R AR R AR R R AR AR AR R AR R

macro
Tamanho_I ndepc . 1-c.ncol t_aa repalfamed_1 med_2med_3desv_1desv_2desv_3.

moonstant ncol t_aa repalfamed_1med 2med_3 desv_1desv_2desv_3 Tobs gl corte_1
corte_2 ct_alfaiP oder
mool um c. 1l-c. ncol

# Inicializaascolunasea s variaveisutiliz adas

erasec . 1l-c. ncol
erase Tobs glc orte_lcorte_2 ct_alfa

12




# ArmazenaoTt abel ado
Let gl=( 2*t_aa)-2
Letc .6=a Ifa/2

namec .6=" nivel_sig
nanec .7="' T_tabel ado’
InvCDFc .6¢c .7;

T gl

# Defineospontosd ecortena distribuicao T
Letc orte_1=c .7
ifc orte_1<0
Letc orte_2= abs(c.7)
endif

# Zeraoc ontadord e ocorrenciasd eK(alfa)
Let ct_alfa= 0

doi=1 :rep
noecho
briefl

#Gera tresa nostras aleatoriasnornaisco mnediasi guaisnal2e2 2a nostrase
desvio5
Randomt_aac . 1;
Normalm ed_1d esv_1.
Randomt_aac . 2;
Normalm ed_2d esv_2.
Randomt_aac . 3;
Nor malm ed_3d esv_3.

namec .1=" Nornal _1'
namec .2=" Nornal _2'
namec .3=" Nornal 3

#Geraduasa nostras aleatoriasn ornmais bi variadas commediaOed esviolO
Letc .4=c .1-c .2

Letc .5=c .2-c .3

nanec .4=" Nornal 1-2'

nanec .5="' Nornal _2-3'

#Calculaa estatisticadet esteTp araas duasa nostras bivari adas
Let Tobs = (mean(c. 4) -
mean(c.5))/sqrt(((stdev(c.4)**2)/t_aa)+((stdev(c. 5)**2)/t_aa))
#print Tobs
#Testasea Regiaode rejeicaod ot este eh atingida
if( Tobs<=corte_1) or( Tobs> =corte_2)
Let ct_alfa= ct_alfa+ 1
endi f
enddo
# Calculaea presentaop oderd ot este
LetP oder= «ct_alfal/ rep
printP oder

endnmacro

13




