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RESUMO

Neste texto, demonstramos como utilizar o plangjamento com medidas repetidas em um dos
fatores, para fazer comparacfes estatisticas de algoritmos em problemas de otimizacéo, que €
um dos assuntos mais recorrentes na & ea de desenvolvimento de algoritmos. Apresentamos o
modelo sob consideracdo, bem como um método de solugcdo aiginal. Apresentamos também
uma descricdo detalhada do plang amento com medidas repetidas e ilustramos 0 seu uso
através de um exemplo completo, no qual demonstramos que o novo dgoritmo tem um

desempenho superior aos demais.
ABSTRACT

In this paper, we demonstrate how to use the two-factor experiment design with repeated
measures on one factor to compare statistically algorithms for optimization problems, which
is one of the most reaurrent issue in the field of algorithm development. We present the
optimization model under consideration and a new solution proposal. We also present a
detailed description of the two-factor experiment design and illustrate its use through a
comprehensive example in which we demonstrate that the proposed algorithm performs over

the others.



1 INTRODUCAO

Algoritmos sio utilizados em vérios contextos, para atingir diferentes objetivos. Neste trabalho,
algoritmos representam sequéncias de mmandos a serem exeautados pelo computador, com o
objetivo de resolver um nodelo matematico de otimiza¢&®. Um dos problemas mais recorrentes na
area de desenvolvimento de dgoritmos para problemas de otimizacd € o de comparélos,
classificando-os adequadamente. A medida de desempenho de interese (e.g. tempo de
processamento, requisito de memaoria, nimero de iteragdes, etc.), para um dado agoritmo, ndo se
apresenta inequivocamente diferente das dos demais, surgindo ai a necessidade do uso de dguma
ferramenta estatistica O nos interese se oncentra especificamente em comparar algoritmos para
problemas de otimizag& em redes, para os quais certamente tal dificuldade ndo poderia deixar de

ocorrer.

Os problemas de otimizagéd em redes representam uma grande classe dentre os problemas de
otimizac®. Como caracteristica fundamental, os problemas de otimizag&o em redes 80 definidos
em grafos, G=(N,E), onde N representa o conjunto de nés e E, o conjunto de arestas, ou pares de
nos. Representamos na Figura 1 um pequeno grafo. Neste cao, as arestas estéo drecionadas e séo
denominadas arcos. Este tipo de grafo € denominado digrafo. Podemos observar a presenca de
guatro nés, N={ijkl}, e sete arcos, E={(i,j).(,i),(1,K.},K).(kj).(),(,k)}. No digrafo G=(N,E), os nbs
poderiam estar representando quatro regides de uma cidade eos arcos, as principais vias de acs®

entre & localidades.

Figura 1 Grafo G:(N:{ ij.kl}, SE={ (i,j),(j,i),(i,k),(j,k),(k,j),(k,l),(l,k)})



O problema para o qual pretendemos comparar algoritmos é o chamado problema n&o capacitado ce
fluxos com custos fixos nos arcos (NCFCF). O problema NCFCF pertence agrande classe de
problemas de otimizagcd em redes, formando ele préprio uma subclasse de modelos, bem peauliar,
com rruitas aplicagdes préticas de interesse. Para dtar apenas alguns poucos exemplos, esse modelo
genérico tem aplicagdes em problemas de plangjamento de redes de distribuicéo, redes de
transportes e de telecomunicagoes. Leitores interessados podem encontrar maiores detalhes em Cruz
et al. (1999 e an Cruz et al. (1998. No problema NCFCF, estdo envolvidos custos de utilizagéo
dos arcos e aistos dependentes do montante de fluxo suportado pelo arco. O objetivo € determinar
uma mmbinagd de acos, a custo total minimo (custos de utili za¢&® mais custos dependentes), que
conduza os fluxos, dos nds de oferta a todos os nds de demanda, possivelmente passando por nés

intermediarios de transbordo, também conhecidos como nés de Seiner.

Um problema NCFCF definido sobre o digrafo da Figura 1 poderia ter o seguinte ewunciado. Quais
seriam as estradas (arcos) a serem recuperadas, para escoar a produgdo daregidoi até os centros
consumidores representadcs pelas regides j e |, gastando ominimo pasdved? Supomos existir um
custo fixo asociado a escolha da estrada, representando dbras de infra-estrutura, € um custo
varidvel de utilizac® da estrada, representando obras de manutencd. A Figura 2 ilustra uma

solucd para 0 problema, que pode ser a 6tima, dependendo dos custos fixos e variaveis

Figura 2: Uma Solucgéo para o Problema NCFCF

considerados.

A comparacd® de varios tratamentos, ou no NosP caso em particular de varios algoritmos, com
relac® a uma resposta ou medida de desempenho, envolve um estudo experimental e a adlise
estatistica dos dados resultantes. Em estudos envolvendo algoritmos é razoavel que o mesmo

problema venha aser resolvido por todos os algoritmos b estuda Esta situa¢@® é conhecida mmo
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um plangjamento experimental com medidas repetidas e vem sendo utilizado com frequéncia em
vérias éreas, como biologia, engenharia eciéncias fciais. No nosso problema, iremos tratar de um
estudo experimental com dois fatores (problema ealgoritmo) com medidas repetidas em um deles

(algoritmo).

Este artigo esta organizado do seguinte modo. Na Secgo 2, apresentamos mais detalhadamente o
problema NCFCF, formalizando-o como um modelo de programac¢@® matematica inteira mista, e
apresentamos também os algoritmos para asua resolucén. A Sec® 3 é dedicada a @resentacé® do
modelo estatistico para o planejamento com medidas repetidas, que éuma témica alequada para a
comparac@® dos desempenhos dos agoritmos propostos. Os dados 0 entdo apresentados,

analisados e discutidos nas Segdes 4 e 5. Finalmente, a Se¢do 6 é dedicada & conclusdes gerais.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO E ALGORITMOS

E muito importante formalizar matematicamente o problema NCFCF, pois os algoritmos de
resolucéo sdo derivados diretamente da sua formulagép. Um modelo de programagé® matemética
inteira mista tipica para o problema (Rardin e Wolsey, 1993, definida sobre o grafo diredonado
G=(N,E), é gresentado a seguir.

Modelo (M):
min (cij X; + f; yij) 1)
@i,]1)OA
sujeito a
- %dk, 0ias,
iji - inj :% kO, OioT, 2
jis~ (i) NOREN T 0i0D
3 !
X, s@%dk El/ij,m(i,j)mA, 3)
x; 20,0(1, ) OA (4)
y; {03, 0@, )HUA )

onde cjj € 0 custo variavel por unidade de fluxo no arco (i,j), x; € aquantidade de fluxo no arco, fj; €
o0 custo fixo pelo uso do arco (i,j) para transmissdo do fluxo, y;j € uma variavel binaria de deciséo

que asume o valor 0 se 0 arco (i,j) ndo esta sendo usado e 1, caso contrério, 8 ()={j| (i,)) O A}, &
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M={j| (¢,)) O A}, di é aquantidade demandada pelo nd i, S € o conjunto de nés de oferta, T € 0

conjunto de nés de Seiner ou transbordo e D € o conjunto de nds de demanda.

A fungdo objetivo (1) minimiza o custo total variavel, associado aos fluxos, e o cugto total fixo,
associado a0 uso dos arcos. As restrigdes (2) garantem a mnservagd dos fluxos nos diversos nos.
Para os nés de oferta, a quantidade de fluxo que diega menos a que sai dever ser igual ap somatério
das demandas, com o sina trocado. Ess restricdo € redundante. Nos nos de transbordo, a
guantidade de fluxo que dega deve ser igual a que sai. Finalmente, nos ndés de demanda, a
guantidade de fluxo que diega menos a que sai deve ser igual a demanda interna do no, d.. As
restricbes (3) asseguram que ndo haja fluxo através do arco (i,j), a menos que ele tenha sido

selecionado na funcéo objetivo.

Assaumimos que o custo fixo fij seja ndo negativo, pois caso contrério, a variavel yi; poderia ser feita
igual a1 e smplesmente eliminada do problema. A varidvel ¢; € irrestrita, mas para garantir que a

funcéo objetivo seja limitada por baixo, asumimos que ndo existam circuitos com custo negativo.
2.1  Algoritmos Anteriores

Varias trabalhos ja foram publicados anteriormente descrevendo algoritmos exatos e goroximados
para o problema NCFCF e alguns casos particulares. No artigo de Rothfarb et al. (1970),
modelando o problema de coleta de gés natural de etagdes em alto mar para locais de
armazenamento em terra, foi desenvolvido um algoritmo para resolver um caso particular, onde ea
considerada uma estrutura de austos mais simples, sem custos variaveis nos arcos. Em Luna et al.
(1987, foi estudado um modelo um pouco mais complexo, usado para modelar o problema de
plangjamento de redes locais em telefonia. No artigo de Luna et al. (1987) foram apresentados
algoritmos heuristicos (n&o exatos) e algumas témicas de otimizag&o local. O caso especial sem nds
de transbordo, foi tratado por Magnanti et al. (1986 e por Hochbaum e Segev (1989, usando
algoritmos do tipo separac® e avaliacd asociados a témica de decomposicédo de Benders e a
relaxac® lagrangeana. Maiores detalhes bre a témica de relaxacd lagrangeana, a ser

mencionada mais vezes neste atigo, podem ser encontrados em Fisher (1985.

Considerando o problema geral NCFCF, notamos contribuigdes tanto em algoritmos exatos, quanto
em algoritmos aproximados. Em Mateus et al. (199), procedimentos heuristicos (ou aproximados)
dotipo ADD e DROP, conhecidos na aeg foram estudados. Em Cruz et al. (1994, uma heuristica
baseada em relaxagé lagrangeana foi proposta. No artigo receite de Cruz et al. (1998, um



algoritmo exato, do tipo separac® e avaliacéo, foi desenvolvido, baseado na témica da relaxagéo

lagrangeana, com um desempenho prético satisfatorio.
2.2  Algoritmo Proposto

Nossa proposta se baseia no algoritmo do tipo separac® e avaliac@, desenvolvido recatemente
por Cruz et al. (1998. Neste dgoritmo, tenta-se resolver o modelo gerando limites superiores, ou
solucbes viaves (i.e. que aendam a todas as restricdes), e limites inferiores. Estes ultimos
usualmente sdo determinados por aguma relaxacdo do problema original. Neste atigo, usamos a
relaxac@® lagrangeana para esse fim (vide Fisher, 1985 para maiores detalhes). Se os limites
superior e inferior sdo coincidentes, significa que o problema esta resolvido, sendo gque a solugéo
vidvel é também uma solugép otima. Caso contrario, usa-se algum critério para escolher uma
varidvel v, e.g. o critério desenvolvido por Cruz et al. (1998, que serd entdo fixada nos dois
valores possiveis, 0 e 1, gerando subproblemas menores que teréo seus limites inferior e superior
novamente cmputados. O algoritmo fixa variaveis do problema original tantas vezes quanto

necessarias, até resolvé-lo. O agoritmo é ilustrado na Figura 3.

L.

sup
Lint

Lint L'Xf
Lsup Leu

< Linf

Figura 3: Algoritmo de Separ acdo e Avaliacdo

Conforme notado por Cruz et a. (1998, os limites inferiores gerados pela relaxac@® lagrangeana
obtida diretamente do modelo (M) sdo usualmente fracos, i.e. 8o muito distantes do valor 6timo.
Pretendemos, ent&o, apresentar resultados nos quais é usada uma formulagd modificada que

consiste em aaescentar a0 modelo (M) arestrigéo adicional:

Y= B, (6)
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onde Y é o conjunto de arcos presentes na solugdo, ou sgja Y={(i,j) | y;=1}, |Y] é a cadinalidade de Y

e éo limiteinferior para a cadinalidade de Y.

Pode ser mostrado que para pequencs valores de 3, a restricd aaescida € redundarte, 0 que
significaque asuainclusdo ou exclusdo ndo atera asolucdo étima do modelo original. Entretanto, é
sabido que o problema @m ess: restricdo adicional é computacionalmente mais complexo,
demandando um tempo maior de processamento. Uma questdo importante € descobrir se essa
restricdo adicional, mesmo aumentando a dificuldade do modelo, é cgaz de aimentar os limites
inferiores gerados pela relaxac@® lagrangeana, o suficiente para conseguir melhorar o desempenho
global do algoritmo de separac® e avaliac®. Em outras palavras, € de grande interesse saber se 0
novo algoritmo derivado do modelo (M), com a restricdo (6) incluida, resolve mais rapidamente o

problema.

3 EXPERIMENTOS FATORIAIS COM MEDIDAS REPETIDAS

Experimentos com medidas repetidas utilizam o mesmo sujeito (pesa, planta, programa, etc.) nos
tratamentos sob estudo. As medidas repetidas podem ocorrer em varios tratamentos ou somente
em um Unico que édesenvolvido em diferentes ocasides ao longo do tempo. Nesta se¢d, vamos
apresentar experimentos fatoriais com dois fatores e com medidas repetidas em somente um deles.
Esta € a situac@® do problema experimental que é g@resentado na Sec@® 4. Em Neter et al. (1990, o
tema é gresentado em abrangéncia, sendo, portanto, uma fonte de consulta recomendada para

outras stuagdes envolvendo outros planejamentos fatoriais com medidas repetidas.

Duas aleaorizagbes 80 necess&rias em um experimento fatorial a dois fatores, com medidas
repetidas em um deles. Inicialmente, uma amostra deaodria do fator que ndo é repetido, o qual
denotaremos por A, é obtida para cala um dos sus niveis. Em seguida, a ordem dos niveis do fator
sujeito a medidas repetidas, o qual denotaremos por B, precisa ser aledorizada, para todos os
problemas. A Tabela 1 mostra esta Situag, retratando o caso experimental em que os fatoresA e B

tém somente dois niveis.

O modelo para este delineamento experimental, supondo o fator A com a niveis e o B com b niveis,

pode ser escrito como:

Yik =M. * Py Ta; + B, +(ap) ik TEik) (7)



onde p. é o efeito geral da média, pij SA componentes de varincia independentes com
distribuicdo N(O, cpz), 0 é o efeito do fator A, sujeito a restricdo Y a;=0, B« é o efeito do fator B,
sujeito a restricéo 3 [3=0, (aP)j € o efeito da interac® entre os dois fatores, sujeito a restricéo
Y (aB)=0, tanto em relacd® aj quanto em relacd® a k, &gy € o erro aeddrio, com distribui¢éo

N(0,0°) e independente de PG, parai=1,...,n; j=1,...,a; k=1,...,b.

Tabela 1: Representacdo de um Experimento Fatorial com Fatores A e B, com Medidas Repetidasem B

Fator B
Fator A Problema 1 2
1 AB, AB,
Ay
n AB, AB,
n+1 AB; AB>
A
2n AzBl AZBZ

A soma de quadrados (SQ) natabela de andlise de variancia (ANOV A) e seus respedivos graus de
liberdade podem ser obtidas da forma usual (Neter et al., 1990. As esperancas dos quadrados

médios necessarios paratestar as hipéteses de interese estdo mostradas na Tabela 2.

Tabela 2: Esperanca dos Quadrados Médios par a o Planejamento Fatorial com Dois Fatores A e B e Medidas

Repetidasem B
Fonte de Variagdo Quadrado Médio (QM) E(QM)
2
Fator A QMA o +bo? + bn&
" (a-)
2
Fator B QMB 0'2 + anM
(b-1)
2
@-1)b-1
Problema (Fator A) QMSA) o2 +bo?
p
Erro QME 2

o

A partir das esperancas dos quadrados médios mostradas na Tabela 2, é possivel testar as hipteses
de interesse. Inicialmente, devemos testar a existéncia do efeito de interacé@ entre os fatores A e B.

Ou sgja, paratestar as hipoteses:
Ho: todos (af3); = 0, contra

Hi: pelo menos um (o) # O,
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paraj=1,...,a; k=1,...,b, usamos a estatistica:

_ QMAB
AB OME ,

gue sob Hotem uma distribuicéo com F com (a-1)(b-1) e a(n-1)(b-1) graus de liberdade.
O teste parao efeito do fator A ou sgja,

Ho: todos a; = 0, contra

Hi: pelo menos um a; # O,
paraj=1,...,a; éfeito usando a etatistica

F - QWA
oMy’

gue sob Hptem uma distribuicd com F com (a-1) e a(n-1) graus de liberdade.
O teste parao efeito do fator B,

Ho: todos Bk = O, contra

Hi: pelo menos um B # 0,
parak=1,...,b, é exeautado usando a etatistica:

_QMB
® QME’

gue sob Hotem uma distribui¢céo com F com (b-1) e a(n-1)(b-1) graus de liberdade.

Existindo efeito dos fatores principais, comparagdes multiplas devem ser realizadas para que

possamos identificar os niveis dos fatores que se diferem. Varios métodos de comparagdes

multiplas existem na literatura, como Tukey, LSD, e Duncan, entre outros (ver Neter et al., 1990,

para maiores detalhes). As suposicOes feitas ®bre os componentes do modelo (7) devem ser

verificadas para validarem os testes descritos. Témicas usuais, especialmente envolvendo residuos,

devem ser utilizadas para esta finalidade (Neter et al., 1990).



4 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Uma versdo dos varios algoritmos foi codificada e édisponibilizada pelos autores aos interessados,
sob pedido. Todos os testes foram exeautados no Laboratdrio de Pesguisa Operacional (LaPO) do
Departamento de Ciéncia da Computac@® da UFMG, utilizando-se uma estac@® de trabalho Sun
Ultra 1, Modelo 140, com 128 MBytes de RAM, rodando o sistema operacional SunOS, Release
5.5.1. Todos os problemas de teste sdo derivados de grafos euclidianos gerados aleatoriamente,
segundo procedimento apresentado no trabalho de Anegja (1980 e ja mnsagrado na &ea De acordo
com tal procedimento, as posi¢cdes dos nds, as extremidades do arcos, 0s sus pesos, 0 no de oferta
(consideramos apenas problemas com fonte Gnica, por questédo de simplicidade) e os nés de
demanda sdo escolhidos aleaoriamente, segundo a distribuicdo uniforme. Leitores interessados em

maiores detalhes s80 encorgjados a mnsultar o trabalho de Aneja (1980.

A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos. Para cala um dos vinte e @nco problemas testados,
mostramos a raz#® fi/c; e o nimero de acos presentes na solugép 6tima, denotado por |Y].
Apresentamos também, para cala um dos quatro algoritmos testados, o nimero total de separagdes
e avaliagdes (coluna NOs) e o tempo total, em segunds, gasto para processamento. Os problemas
foram divididos em classes. A primeira crresponde &jueles problemas com raz fij/c;j=100. Esses
sd80 problemas proximos ao problema de Seiner em grafos, muito dificeis de serem resolvidos,
usualmente necesstando de um tempo de processamento maior. Por outro lado, a Ultima classe
corresponde &ueles problemas com raz&® f;/cj=0,01, que sdo proximos ao problema linea de
fluxos, computacionalmente mais faceis, necesstando de tempos de processamento menores. A
class de problemas € o correspondente a fator A da Tabela 2. O algoritmo, que inclui medidas

repetidas, é o correspondente a fator B da Tabela 2.

Os quatro agoritmos considerados para resolver cada um dos problemas testes 0 descritos a
seguir. O primeiro corresponde aresolver o problema usando 0 modelo sem a restricdo adicional,
significando que a cadinalidade do conjunto Y foi deixada livre, i.e. ndo havia um limite para o
nimero minimo de acos presentes na solugéo do problema. O segundo algoritmo também deixa a
cadinalidade do conjunto livre, mas considera a restricd adicional. Eses dois casos foram
considerados unicamente com o objetivo de verificar empiricamente o impado da inclusdo da
restricéo adicional na dificuldade computacional do modelo. Os demais casos fixam a cadinalidade
em dois valores. O primeiro € uma cadinalidade minima 6bvia, imediata pela mnsideracdo de que
deve haver pelo menos um arco entrando em cada um dos nds de demanda, o que significa que

|Y]=| D|. Entretanto, conforme mostraremos na proxima se¢&® na analise dos dados, ess limite ndo
10



é eficaz pois ndo consegue reduzir substancialmente o nimero de separagdes e avaliagdes nem o
tempo de processamento. O segundo, usa o limite mais justo possivel. Sobre adeterminacé desse
limite justo, € importante ressltar que, infelizmente, no estagio atual da nossa pesquisa, somente

conseguimos calcul&los pela resolugéo completa do problema NCFCF, através do primeiro

algoritmo.
Tabela 3: Resultados Computacionais (IN|=16, |A|=60 e |D|=6)
Model o (M) com a Restricdo Adicional (6)
Clas= Modelo (M) B=0 B=|D| [3:|Y|*

fi/c; Problema |Y| Nés UCP (9) Nés UCP(s) Nés  UCP(s) Nés UCP(s)
100 BO1 10 3.875 11000 3.875 17000 6.053 27000 2231 11000

B02 9 201 8,10 201 12,00 215 14,00 65 5,00

BO3 7 157 6,70 157 11,00 283 17,00 135 7,70

B04 7 359 12,00 359 17,00 255 12,00 55 3,40

BO5 8 683 21,00 683 33,00 831 41,00 519 25,00

10 BO6 10 2.533 71,00 2533 11000 4201 18000 1431 69,00

BO7 9 183 7,00 183 10,00 183 11,00 49 3,40

BO8 7 97 4,40 97 6,90 263 15,00 131 7,30

B09 7 119 4,20 119 6,40 63 3,40 15 1,10

B10 8 497 15,00 497 23,00 565 26,00 347 17,00

1 B11 10 245 7,70 245 12,00 369 18,00 147 7,00

B12 9 59 2,50 59 3,90 133 8,30 31 2,20

B13 8 25 1,60 25 2,50 45 2,90 3 0,48

B14 7 33 1,10 33 1,70 29 1,30 9 0,73

B15 8 77 2,90 77 4,50 77 4,20 49 2,40

0,1 B16 10 7 0,52 7 0,77 11 0,96 5 0,55

B17 9 61 1,70 61 2,70 71 3,10 25 1,30

B18 8 1 0,20 1 0,29 1 0,28 1 0,27

B19 7 9 0,46 9 0,70 9 0,66 9 0,70

B20 8 1 0,22 1 0,32 13 0,82 1 0,35

0,01 B21 10 1 0,20 1 0,28 1 0,28 1 0,31

B22 8 25 0,73 25 1,10 25 1,10 1 0,31

B23 8 1 0,20 1 0,29 1 0,28 1 0,27

B24 7 1 0,19 1 0,26 1 0,26 1 0,26

B25 8 1 0,20 1 0,29 1 0,28 1 0,28

5 ANALISE DOS DADOS

Inicialmente, foram gerados de forma aleatéria cinco problemas de cala uma das cinco classes de
problemas (fij/cij = 100, 10, 1, 0,1 e 0,01). Cada problema foi resolvido pelos quatro algoritmos em
uma ordem aleadria de eecucin. E imediato o rewmnhecimento do pangjamento de um
experimento com dois fatores (classe de problemas e algoritmo) e medidas repetidas em um deles
(algoritmo). Na andlise de variancia, ambos os fatores $0 de interese, bem como a posdvel
interac@® entre des. Por questdo de smplicidade, consideramos apenas o tempo de processamento
como variavel resposta de interesse, mas ressaltamos que poderiamos estar interessados também em

comparar 0s algoritmos por outros critérios de desempenho, como, por exemplo, quanto ao nimero
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total de separagdes e avaliagdes (coluna Nos, da Tabela 3). A transformacé logaritmica éuma das
mais utili zadas em situagdes cuja resposta € o tempo até a ocorréncia de um evento de interese
(Lawless 1982, paratornar simétrica asua distribui¢cd. Egta foi a transformac@® usada na nossa
analise. Considerando o logaritmo natural dos tempos de UCP como variavel resposta, ajustamos o
modelo (7). Todas as suposi¢cOes asociadas ao modelo utilizado foram verificadas e cnfirmadas.
Na Tabela 4, apresentamos os resultados, obtidos usando o MINITAB® para WINDOWS®. Pela
coluna de p-valores, notamos que tanto as classes de problemas quanto os algoritmos tém um efeito
significaivo na variavel resposta. Por outro lado, ndo ha evidéncia de que eista interac® entre 0s
fatores, clase de problemas e algoritmo. Podemos observar uma grande variabilidade entre os

problemas da mesma classe.

Tabela 4: Andlise de Variancias (planejamento balanceado)

Fonte de Variagdo Grausde Liberdade Somade Quadrados  Quadrado Médio F  p-vaor
Classes de Problemas 4 268195 67.049 1745 0.000
Problemas (Classes de Problemas) 20 76.835 3.842 4237 0.000
Algoritmos 3 8.261 2.754 30.37 0.000
Clas= de Problemas x Algoritmo 12 1.494 0.125 1.37 0.204
Erro 60 5.440 0.091 - -
Tota 99 360226 - - -

Prosseguindo, usamos o método de Duncan para comparac@® multipla das médias e formamos sus
respedivos intervalos de confianga de 90%, apresentados na Figura 4. Os dados mostram alguma
evidéncia de que o quarto algoritmo tem um desempenho melhor que os demais. Os dados também
confirmam a nossa suspeita de que problemas com uma raz® fij/c;; alta sdo significativamente mais

dificeis de tratar, ndo importando qual algoritmo estegja sendo usado.

[
o
a1
o

&

4,0 f

w
oS
w
[}

N
o
N
[}
ﬁ

[Eny
o

Média Estimada (s)
(=Y
[=)

Média Estimada (s)

o
o
o

Classe Algoritmo

Figura 4: Intervalos de Confianca (90%)
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6 CONCLUSOES

Utilizamos o planejamento com medidas repetidas para comparar quatro algoritmos para resolucéo
de um importante problema de otimizac® em redes, o problema ndo capacitado de fluxos com
custos fixos nos arcos (NCFCF). Formulamos o problema NCFCF como um nodelo de
programacd® matemética inteira mista, para uma gresentac@® conveniente dos quatro algoritmos
gue pretendiamos comparar edtatisticamente. Este € um problema rewrrente na &ea de
desenvolvimento de dgoritmos. A metodologia gresentada neste atigo € geral e pode ser aplicada

aqualquer outro experimento gque envolva comparagdes multiplas de naturezasemelhante.

Trabalhos futuros poderiam envolver a @mparac@® dos agoritmos descritos sgundo outros
critérios de desempenho, como por exemplo, o nimero de nos explorados no agoritmo de
separac® e avaliagcd. Também poderiam incluir a investigac@® de outros tipos de planejamentos,

para verificagdo da sua alequacé ao problema de comparag¢@® multipla de algoritmos.
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