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A robust approaching for calculating the alibration of a system for hydrogen-ion

concentration measure

ABSTRACT

The data analyzed in this work were generated following the methodology developed by
Molina et al. (J. Eletroanal. Chem., 1979) for the calibration of a potentiometric

system of measure of hydrogenionic concentrations of dilutions of acid or base, with
constant ionic force. The observed data present a serious deviation in relation to

the mathematical model derived from the Nernst equation, when the solution changes
from acid to base and vice-versa. We show that the minimization of the sum of the
absolute values of the residuals gives estimates that are not influenced by outlying
values.

Keywords: calibration; potentiometric titration ; absolute error regression.



1. INTRODUCAO

O equilibrio quimico de mmplexacé é um problema que envolve, fundamentalmente, 0 comportamento
de &idos e bases em solucdo, assim como de outras espécies quimicas complexas, formadas pela
combinagdo de fons metélicos, bases ou ligantes e prétons (H'). Geramente, os problemas estudados
envolvem as rea@es entre pelo menos um ion metélico e um ligante, numa solu¢éo aguosa ou em outro
solvente similar em um equil ibrio dindmico que ewolve smultaneamente, além dos ions H" e OH, todos
0s addos de Lewis (receptores de pares de elétrons. prétons e ions metdlicos) e bases de Lewis
(doadores de pares de détrons. ligantes) presentes no meio. Como resultado dessas rea@es, sdo
formadas espédes quimicas de composicles variadas, cujas estabilidades 0 representadas pelas suas

respedivas constantes de formagéo ou de estabilidade (B).

Do ponto de vista experimental, 0 método ideal para se estudar o equilibrio quimico em solucéo deveria
fornecer valores exatos e precisos para & atividades de todas as espécies presentes em um sistema
qualquer, sem perturbar o proprio equilibrio em estudo®. Infelizmente, tal témica ndo existe. Dentre os
métodos disponiveis, a potenciometria €o mais versétil e o mais preciso, sendo utilizada na determinagcéo

da maior parte das constantes (B) publicadas’.

A potenciometria pode ser definida m@mo o conjunto de métodos quantitativos instrumentais destinados a

determinac@® de concentragdes ([x ]) e aividades (aX = yx.[x] ) de espécies ibnicas em solucéo,

mediante medidas de diferencas de potenciais (E) entre dois eletrodos, sendo um de referéncia e outro
indicador, imersos na solucéo problema. O eletrodo indicador é aguele aijo potencial é dependente da
concentracd do ion x, a qual deve ser determinada. Para se ter o potencial desse indicador, deve-se
combin&-lo com o eletrodo de referéncia, o que resulta em uma pilha aija forcaeletromotriz (E) pode ser

medida.



Dados experimentais de forca eletromotriz (E), obtidos por titulac@® potenciométrica, so comumente

utilizados para estimar os valores de mnstantes de ejuilibrio desconhecidas®. Na titulagdo é produzida

)

uma airva om pares de dados experimentais de volume de titulante eforca detromotriz (Vexpi , E expi

gue, usando a equacéd de cdibracd do sistema de medidas, pode ser facilmente transformada em outra

curva de volume de titulante epH (V ,PH ). O process bésico de determinac® de 3 consiste

expi expi

entdo no gjuste de uma aurva de titulaca tedrica aps dados experimentais gerados.

O uso detitulacd potenciométrica nesse proces € possivel porque, em solugéo aquosa, ocorre sempre
uma competicéo pelo(s) ligante(s) entre ions metalicos e protons, o que permite que aformacdo de uma
espécie mmplexa qualquer seja aompanhada usando-se um eletrodo que determina a ©ncentracé exata

de fons hidrogénio presentes no meio, em cada momento®.

Na determinacé de constantes de formaca sdo redizadas titulagdes potenciométricas autométicas, onde

o eletrodo de referéncia mais utilizado, devido a sua smplicidade de preparac® e congtancia de

potencial, é o eletrodo de calomelano®. Para se ter H e ay utilizase um eletrodo indicador de ions

hidrogénio, sendo o mais comum o eletrodo de vidro'. O eetrodo de hidrogénio ndo é muito usado pd&

requerer um aparato experimental complexo e ter umareac#® muito lenta™.

A figura 1 mostra um sistema tipico para titulacé® potenciométrica aitomética. Nessa figura, a bureta
aparece a squerda e a élula de titulac@® no centro, ja cm os dois eletrodos conedados. Nesta cédula,
gés nitrogénio, previamente saturado com vapor dagua a mesma temperatura da solucéo, deve ser
borbulhado no sistema durante amedic8o para garantir uma amosfera inerte.  Um agitador magnético

auxilia na ayitacé. A temperatura da solugéo deve ser controlada pelo banho de &gua que atravessa &

paredes duplas da @lula®*, devendo apresentar diferenca de, no méximo, +0,05°C. A forca detromotriz

gerada entre os dois eletrodos pode ser medida dravés de um potencidmetro, que deve dispor de um



amplificador de sinal, pois o eletrodo de vidro apresenta muito maior resisténcia elétricado que os outros

indicadores de ions H'.

Figural. Céulaebureta paratitulacdo pdenciométrica.

Outras condicdes experimentais do proces devem ser cuidadosamente planejadas para que os resultados
obtidos sjam confiaveis. Assm, além datemperatura da solucéo, a for¢ca e acomposi¢éo ibnicado meio
e apurezados regentes usados devem ser rigorosamente ntrolados. Conforme recomendacé® da
IUPAC?, a &ua utilizada deve Ter condutancia espedfica <10° Q* cm™. As ®lucdes em estoque
devem ser adequadamente analisadas, de preferéncia pér mais de um método (por exemplo, volumetria e
gravimetria). De aordo com Rosmtti, esta andlise das ®lucdes em estoque éconsiderada o aspecto de
maior “tédio” na determinacd de constantes de estabilidade. Entretanto, muitos fracassos na obtencéo

destas constantes advém justamente de eros nessa andlise inicial.

Para que aforcaibnica do meio se mantenha mnstante, a titulagd® deve ser realizada na presenca e

grandes concentragbes de um fon volumoso ndo complexante (como o fon perclorato)®. Feito isto, as

constantes calculadas passam a depender da natureza eda concentracé do eletrolito usado. Além disto, a



solucéo original pode ser também incrementada com um acido forte para que o titulante sgja uma base

forte. Este &cido pode ser o préprio acido perclorico (HCIO4).

1.1. EQUACA O DE NERNST

A céluladetitulacé pode ser representada por:
()ER O SOLUCAO EM EQUILIBRIO [ EV(+)

onde ER ¢é o eletrodo de referéncia (calomelano) e EV é o eletrodo de vidro. Nessaa @lula, a forca

eletromotriz gerada pode ser calculada pela equacé de Nernst®*

+E

E=E°+E +E +RT/MFIna |, _
r ass j

(1)

onde E é o potencial medido, E° corresponde a patencial padrao do eletrodo de vidro, Er € 0 potencial
do eletrodo de referéncia, EaSS € 0 potencial de assmetria do eletrodo de vidro, R é a constante universal

dos gases, n é avalénciadosionsH (n = 1), F é aconstante de Faraday, T é atemperatura ésoluta

(°K), ay € aatividade dos ions hidrogénio e E,- € o0 potencial da juncéo liquida.

Uma vantagem do eletrodo de vidro em relag@o aos outros eletrodos indicadores de ions hidrogénio € que

ele exibe resposta conforme a guacé de Nernst (1) em uma larga faixa de cncentragdes e de pH, pbr

exemplo,1 <pH <13, aémde aingir o equilibrio rapidamente™®.

Em relac@ aos parametros da expressio (1), o potencial da juncéo liquida E,- , que se etabelecedevido a

difusdo de ions na interface das duas lucdes (a do eletrodo de referéncia ea do indicador), depende da

concentrac® de H'. Os termos RT/F e Er s80 congtantes. Ja o potencial de asdmetria (Eass), nao

depende de[H *] , mas varia @m o tempo, & medida que o eletrodo é usado. Considerando um meio com



forcaibnica mnstante (0 que éfeito com adicéo de detrdlito forte), tem-se: In a H = In( Yy [H™])

0

=1In Yyt In[H '] . Fazendo EC =E " +E rt E + RT/F In Yoy considerando n = 1

ass
paraH' etransformando In[H "] emlog ;,[H ] =log[H '], a epressio (1) torna-se:
E=E _+In(10)RT/F log[H 1+E ,-
E=E _+2,303 RT/F log[H 1+E ,- (2)

ou seja, para se determinar [H "] a partir do potencial (E) é predso que se tenha os valores de Ec ede
Ej :

1.2. CALIBRACAO DO SISTEMA DE MEDIDAS

Como o potencial de assmetria EaSS esta incluido em Ec e es® potencial varia mwm o tempo, a medida

gue o eletrodo de vidro € utilizado, torna-se necessario a determinacé® de Ec para cala série de

medidas"*®. Isto &, torna-se necessério a alibracdo prévia do eletrodo de vidro sempre que ete for

usado.

Ja arelaca de dependéncia entre o potencial dajuncéo liquida Ej e[H"] pode ser expressapor”®:
E =x JHT+x  [OH]=x [HT+x _ K /H]

(3)

onde X L eXo, sdo fatores de correcdo, adicionados ao modelo para corrigir 0 potencial para resposta néo

linea em pH baixo e alto.



Se E,- for substituido na expressdo (2), tem-se uma equac@® onde, para uma dada titulagcé, o valor da

forgaeletromotriz (E(mV)) é fungZo apenas da mncentraca hidrogenidnica([H ] ):

E=E _+2,303RT/F log[H T+x [HT+x K /[H .

(4)

Os valores de EC, X, ex,, podem ser estimados na @librac@® dos eletrodos. Se a expressdo (4) for

reescrita para
E= o + o logH T+ a[HT+ a K /H],

(5)

tem-se um problema de regressio linear maltipla, onde a=E,a =2303 RT/F, a,=x  eaq =
X o E interessante observar que o termo a,= 2,303 RT/F & naverdade, conhecido. Entretanto,

usual recalcular o valor de o, eusar o resultado obtido como uma medida da qualidade do proceso de

medicZo. De acordo com Harris’, a diciéncia eletromotriz (£)

&= a /59,16

(6)

deve ser superior a0,9 8 paraque o procesd de medigéo possa ser considerado aceitavel.

Obtidas as estimativas de a,0 < i <3,ovaorde[H'] para calaponto datitulagip é dado pela

raizdef(H ) :

f(H N=E- o + a logH 1+ o [HT+ a K /[H =0

(7)



que pode ser cdculada, por exemplo, pelo método Pégaso™**. Definido o valor de [H ], o pH em cada

ponto datitulacd é obtido por

pH=-log[H ]

(8)

2. MATERIAL E METODOS

Molina e ols. pubicaram em 1979uma metodologia para a @libracé® de um sistema potenciométrico de

medidas de ancentragdes hidrogenidnicas baseada em diluicdes de &ido e base fortes, em solugdes com

forcaidnica onstante’”. Nessa metodologia, a andli se dos dados dos meios &cido e bésico é feita

separadamente. Durante a 172 Reunido Anual da Sociedade Brasileira de Quimica (SBQ), em 1994

Duarte e @ls.” apresentaram uma inovacé® em relagdo a este procedimento, propondo a andlise @njunta
dos dados por regressho linear multipla, cujo modelo esta gresentado em (4) e (5). Usuadmente a

estimacéo dos parametros dese modelo (a o 9, O, e« 3) € realizada pelo método de minimos

quadrados™. Neste trabalho serd gresentada uma nova formade clculo desses parametros de calibragao

onde, a0 invés de ser utilizada uma minimizacéo da norma L X (minimos quadrados), a &ordagem

proposta faz uso de uma minimizacdo baseada na norma L, (soma dos valores absolutos dos

residuos)'**. Antes de descrever a metodologia de clculo propriamente dita, sera feito um resumo da

parte experimental envolvida no processo de cdibraca.

2.1. PARTE EXPERIMENTAL

A coleta de dados para a calibracd dos eletrodos a serem utilizados na titulag@® potenciométrica é

realizada @nforme recmmendaco de Molina e ols. 2 Esta cdibrac® é baseada na @nstrucéo de

curvas de titulacédo de solugdes padronizedas de acdo e base fortes, em um meio com forca iGnica



constante. Para obter os dados do meio acido devem ser tituladas lugdes padronizadas de HCIO4 com
solugbes também padronizedas de NaOH isentas de CC% , de concentragbes aproximadamente 0,1

mol/L . Os dados do meio basico sdo obtidos fazendo-se o inverso, isto & titulam-se, nas mesmas

condicdes, solucbes padronizadas de NaOHcom solucdes de HCIO4. As titulagdes potenciométricas

podem ser feitas, por exemplo, num equipamento semelhante a Titroprocessor Metrohnm modelo 670

exibido na figura 2.

Figura 2 . Sstema Titroprocesor Metrohm nodelo 670

Os dados utilizados nes<e trabalho foram gerados no Titroprocesor da Figura 2, com um par de eletrodos
de vidro e de cdomelano. A solucéo interna de referéncia foi substituida pér uma solucéo saturada de
NaCl. A temperatura do redpiente de titulagdo foi mantida constante a25°C e forcaidnicaigual a0,1

mol/L . Astitulagdes foram efetuadas em atmosfera de nitrogénio purificado e umidificado.

O volume inicial da solucéo titulada ea sempre de 15,00 ml , e atitulag® foi conduzida utilizando o
chamado “método dindmico”, ou seja, com incremento variavel de volume de titulante. O equipamento

registra a caa ponto o volume de titulante aicionado e a forca detromotriz correspondente. A

concentracd de [H'] em cada ponto da titulagdo foi calculado com base na ncentracé® analitica



inicial de &ido (ou bese) presente e na quantidade de titulante aicionado. Dados dos meios &cido e

basico até o ponto de equivaléncia da arrespondente titulagé foram entdo agrupados para a aali se.
2.2. METODOL OGIA DE CALCULO

Na cula de titulagé considerou-se que a forca eletromotriz gerada pode ser cdculada pela equacé@® de
Nernst (4) ereescrita omo (5): E= o + o loglH 1+ o [H']+ o, K /[H ].Considerando
0 vetor com 0s n valores experimentais para o potencial medido, o método classgco (minimos

expi

guadrados) de estimacé@ dos parametros a = ( 0o 0(3), do modelo linear multiplo (5), consiste em
minimizar, emrelacd® aa, anormal ) do vetor de residuos'?:
Min DIIEEXpi - AGD]%

9)
onde

(1 logH 1, K /H T, )

A= 1 logH 7, K /H T,

1 logH 1, K /H T,
e 0 operador matemético norma Lp de um vetor v qualquer é definido como:
i 1/
oo = [5;1)

A nova aordagem proposta é faze a minimizac®, usando o método simplex de Nelder-Meadl®, da soma

dos valores absolutos dos residuos, ou seja, da norma L, do vetor de residuos:



Min IE - Aall.
expi 1

(10

Uma outra opcdo também possivel, € fazeg a minimizacd® considerando somente o maior residuo em

valor absoluto, isto &, danorma Lm:
Min E - Aald
expi 00

(13

0 que também poderia ser feito pelo método smplex de Nelder-Mead.

3. RESULT ADOS

Os métodos de etimacdo, dados por (9), (10) e (11), foram testados em conjuntos de dados obtidos no
primeiro semestre de 1998. As egtimativas obtidas com cada método estéo na tabela 1, onde & € a
eficiéncia eletromotriz (6). Ja a curvas de @libracdo correspondentes estdo apresentadas na figura 3.

Nestes gréficos, 0s asteriscos representam 0s pontos experimentais (Eexpi epH expi ) ealinharepresenta

os valor esperado para o potencial (Ecac ), estimado pela expressio (5).

|
Os gréficos da figura 3 mostram claramente que os dados experimentais apresentam um forte desvio em

relacd® aos valores esperados em torno do ponto de inflexdo da titulagdo. Estes $50 0s pontos que

determinam a estimacéo da equaca (5) quando anorma L _ € usada, fazendo com que todos os pontos

experimentais fora da regido de inflex8o da titulacdo fiquem longe da arva etimada. I1sto se deve a
funcdo objetivo (11), que se ocupa @n minimizar o maior residuo em torno do ponto de inflexdo, em
detrimento do agjuste dos valores sm os desvios grosseiros. Naverdade, estes estimadores 80 adequados

para os desvios que seguem uma distribuicdo uniforme em torno de zeo, como pdr exemplo quando

ocorrem erros de aredondamento®, ndo sendo, portanto, adequados para os dados anali sados.



Data Norma Og oy oy O3 3

100593 Lq 4063 58,63 0,0001 0,0001 0,991
Lo 3982 56,77 40,6 - 2190 0,960
Lo 3274 47,74 0,0018 0,0017 0,807
130593 Lq 4055 5849 0,0001 0,0001 0,989
Lo 3921 5592 1775 - 2678 0,945
Lo 3172 4318 0,0058 0,0014 0,730
2806/93 Lq 4039 5851 0,0002 0,0001 0,989
Lo 367,9 53,67 4729 -4127 0,907
Lo 1990 32,20 0,0022 0,0013 0,544
02/07/93 Lq 4034 58,35 0,0002 0,0001 0,986
Lo 3834 54,79 2631 - 4137 0,926
Lo 2434 39,22 - 0,0005 0,0022 0,663
1507/93 Lq 4033 58,24 0,0002 0,0001 0,984
Lo 3850 5570 2431 - 1827 0,942
Lo 2865 41,79 0,0018 0,0034 0,706

Tabela 1 - Estimativas obtidas para os parametros da equacdo ce alibracao.

As curvas estimadas pela minimizacdo das outras normas ® austam melhor aos valores néo

contaminados pelos desvios grosiros, sendo que a arva relativa anorma L, mostra melhor aderéncia.

I sto ocorre porque os valores contaminados ndo influenciam na determinac&o dos valores dos estimadores

L, mas continuam a exercer na determinacéo dos estimadores L ,- Os estimadores L, se agsemelham a

mediana amostral num conjunto de observacdes distribuidos em torno de um valor central, enquanto os

estimadores L , € asemelham a média amostral. Apenas o(s) valor(es) central (centrais) determinam as
estimativas L ,» €nquanto que no cdculo das estimativas L, todos os valores observados o utili zados,

ainda que com pesos diferentes.
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Figura 3. Curvas de alibracao.

Séo citadas varias propriedades 6timas dos estimadores L, como a facilidade de clculo, o fato de serem

ndo viciados e de possiirem menor variancia entre os estimadores lineares ou entre os estimadores nao

viciados™. Estas propriedades, no entanto, dependem fortemente da suposicéo de normalidade dos dados

observados que, se ndo ocorrem na prética faz @m que o " tenha variancia maior que o desgjado, e/ou

sgjaviciado.



Estimadores de desvios minimos absolutos o Otimas alternativas para os esimadores de minimos

quadrados nas eguintes situagdes ' :

1. quando houver a presenca de valores aberrantesemy; (“outliers”);
2. se o0s desvios ®guirem uma distribuicdo de caida longa, como Laplace (ou exponencial dupla) e

Cauchy. Quando isto corre, ol € 0 estimador de méxima verossimilhancapara o

3. quando osdesvios sguirem umadistribuicéo fortemente assimétricapara aqual a mediana amostral €

uma medida de posicdo melhor que ameédia amostral.

E interessante observar que, somente aminizagdo da norma L X produz valores significaivos de o € o

estimados. eles compensam a falta de ajuste nos valores extremos de pH. Isto € desnecessario tanto aos

estimadores L., que di estdo bem ajustados £m estes termos, quanto aos estimadores L , que se

oo

ocupam apenas dos valores aberrantes. Conforme citado anteriormente, estes parametros, o € ot S0

incluidos no modelo (4) para corrigir a lei de Nernst em regides extremas de pH (muito alto ou muito
baixo), onde o potencial pode gresentar resposta ndo linea. Apesar desta justificativa, alguns autores
consideram que o potencial da juncéo liquida (3) seja mnstante, o que possbilita expressar a relacéo
entreE versus[H '] pdr uma equac® linear simples significando, em outras palavras, a eliminac& dos

A 8.
parametros e . de(5)" :

E=E ,+S In[H 7]

(12)



ondeE, = 0, €S = 0, sdo obtidos no proces® de cdibrac®d. A grande vantagem de se trabalhar

com (12) é apossibilidade de se expressar diretamente arelacéo entre o potencial medido (E) e o pH da

solucéo, sem a necessdade do céculo de raiz de uma equacéd complicada cmo em (7), pois:

pH=-log o [H ]
In[H 1= (E - a,)/ o, — -2,303log[H 1= a, -E)/ oy
pH=2,303( a, -E)/ a,

(13)

Uma outra observacd € a que a minimizagd® da norma L, € alnica que gresentou €ficiéncia

eletromotriz & > 0,98, conforme (6), mostrando que 0 proces de medicdo € acédavel. Nos dados
analisados, o valor de & < 0,98 estda daramente aciado aos process inaceitaveis de estimaca,

podendo levar erroneamente aintervencdes desnecessarias no sistema de medicéo.

4. CONCLUSOES

Os dados experimentais apresentam desvios grossiros em relacé aos modelos tedricos (5) ou (12).
Estes desvios estéo associados ao ponto de inflex8o da titulac@o, fazendo-se ensejar um nodelo tedrico
mais apropriado aos dados observados. Na pratica, como estes pontos representam uma pequena parcela
das observagdes realizadas, sdo normalmente desprezalas dos cdculos envolvendo a minimizacé® da

soma dos quadrados dos residuos (norma L 2). Entretanto, ndo existe um critério objetivo de selecéo das

observacdes, e isto pode influenciar na estimativa resultante, tornando o método subjetivo.

Neste trabalho, mostramos que 0 uso da norma L, pode prescindir tanto de um modelo tedrico mais

apropriado aos dados observados, quanto de um critério mais objetivo de selecd das observagdes

utilizadas na analise mwm a norma L ,- Ouso da regressio com a norma L, simplifica o procedimento



para a adlise de dados, ja que deixa de haver a necessidade de seledonar os dados a serem analisados, e

mantém o modelo tedrico usual.

Para os dados analisados, com o maior valor absoluto de pH < 12 , a significancia dos termos a,eda,

S0 € estatisticamente justificada cmo uma mpensacdo do vicio de estimacdo introduzido pelo método

de minimos quadrados, confirmando a alequac@ do modelo mais simples (12).

E importante ressaltar que, enquanto o trabalho de Molina e ©ls. *introduziu no proceso de cdibrac®
uma
simplificaca do ponto de vista experimental, 0 método proposto simplifica aanalise dos dados. Além de

analisar conjuntamente os dados do meio &cido e basico, a regressio usando a norma L, acba mom a

necessidade de se eliminar os valores aberrantes proximos ao ponto de equilibrio datitulagéo.
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