Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Estatistica

Determinacido do Numero
Otimo de Classificacdes
Imperfeitas na Avaliacado da
Conformidade de Produtos

R. C. Quinino e E. Suyama
Relatorio Técnico RTP-02/99

Relatorio Técnico
Série Pesquisa



DETERMINACAO DO NUlyl ERO OTIMO DE CLASSFICACOES IMPERFEITAS
NA AVA LIACAO DA CONFORMIDADE DE PRODUTOS

Roberto da Costa Quinino & Emilio Suyama
Departamento de Edatistica - Universidade Federal de Minas Gerais - Brazil

e-mail: roberto@est.ufma.br & suyama@est.uf mag.br

Abstract

In this paper we study the optimal number of independent classificaions on each produced
unit when there ae two types of clasgfication errors: the type | where aproduct is classfied
as non-conform when adually it is conform, and the type Il where aproduct is clasgfied as
conform when acually it isn’t. We develop an economic model to minimizethe total expeded
cost as a function of the clasgfication errors and the cost of each classficaion. Due to the
complexity of the objedive function assciated to the model, we used an exhaustive
procedure with an upper bound for the optimal number of independent classificaions. All
procedure has a simple implementation and is available & maao of the statistical software
Minitab.

Keywords.  Quality, control of attributes, conformity, repeaed clasgfications,
misclassificaion, minimization, total expeded cost, Minitab.

1. Introducao

Testes para verificagédo da qualidade de dributos congituem parte importante da
maioria dos process produtivos. S&0 primordiais especialmente quando 0S procesvs
apresentam caraderisticas de incontrolabilidade ou possuem diversos componentes montados
em série. Como exemplo de processos onde sempre ha verificacé de atributos, podemos citar
a manufatura de circuitos integrados, verificaca de unidades de discos rigidos, verificagdo de
disguetes e o teste de conjuntos montados como veiculos e autopecas.

Os testes de qualidade mnstituem-se da classificac@® de cala produto fabricado em
conforme ou ndo-conforme. Estes 5o normalmente redizados supondo qie o sistema de
classificac® € perfeito, apesar de nem sempre podermos considerar essa hipétese mwmo
verdadeira

Burke et al. (19%) e Gramopadhye et al. (1996 argumentam que 0s erros estéo longe
de serem considerados despreziveis em muitas tarefas de classficacé e podem comprometer
seriamente 0 proces® de avaliac® da qualidade de dributos. Johrson et al. (199J)
apresentam numerosos estudos onde verificam que os erros de dassficac@®d
influenciam seriamente 0 proces® da avaliac@® da qualidade de aributos.

Neste trabalho tratamos de testes cujas classficagdes podem apresentar erros. Estamos
considerando que dois tipos de eros s0 posdveis. um € o erro de classficagéo tipo Il no qual
classificase um produto como conforme sendo na realidade ndo-conforme; outro € o erro de
classificaga tipo | no qual classficase um produto como néo-conforme sendo na realidade
conforme. Além disso, estamos supondo gLe & classficages ndo sdo destrutivas. Devido aos



erros citados os testes podem indicar um falso controle da qualidade dos atributos. A questéo
aqui sera de como melhorar o desempenho dos testes de qualidade dravés da diminui¢éo da
influéncia dos erros de clasdgficagéo.

Uma estratégia que propomos para resolver o problema goresentado é redizar m (=0 e
inteiro) classficagdes independentes por produto fabricado e cnsiderar 0 produto conforme
se 0 numero de resultados conformes for superior a um valor inteiro a=bm (0<b<1). Td
procedimento pode minimizar as classificagdes incorretas, mas também pode tornar o
proces® ewmnomicamente invidvel. Ess inviabilidade, conforme veremos adiante, vai
depender de uma ponderac® entre quanto custa cala dassificac®, cada ewvio de produto
ndo-conforme para o mercado e cala produto julgado erroneamente ndo-conforme. Sendo
assim, ha necessidade de um modelo que indique qual o nimero 6timo de clasdficagdes
independentes repetidas no sentido eandmico.

Greemberg & Stokes (19995 apresentam um nodelo que pode ser adaptado para
determinar o nimero 6timo de classficagdes repetidas considerando apenas a presenca do
erro tipo 1. Quinino et al (199B) sugere redizar m (m=0 e inteiro) classificagdes independentes
por produto fabricado e considerar como classficagcdo final do produto agquela que
corresponder a maioria dos resultados obtidos. Ele elabora uma funcdo de aisto e propde um
método aproximado de determinagdo do valor de m que minimize o custo esperado. Neste
trabalho modificamos o critério de dedsdo de Quinino et al (1998 de tal forma adiminuir o
custo médio esperado. Além dis, propomos um critério de busca exaustiva @m um
limitante superior para determinacé® exata dos parametros “m’ e “a” ideals no sentido
eaondmico.

O restante do trabalho é dividido em trés sgdes. A se¢d® 2 descreve 0 modelo
probabilistico adequado. Na se¢c@® 3, discutimos 0 modelo de asto para determinacd® do
nimero 6timo de classificages repetidas independentes. Derivamos um limitante superior
para determinag@o do nimero 6timo de classificagdes repetidas. Uma glicagd numérica mm
implementacé@ computacional do modelo proposto é gresentada na se¢@® 4. Finalizamos o
trabalho com algumas discuses que podem ser relevantes para novas aplicagdes e trabalhos
futuros.

2. Modelo Probabilistico

Considere uma clasdficac@® de n produtos em conforme ou ndo-conforme. Seja p a
probabilidade de que um produto quelquer seja fabricado conforme, g a probabilidade de que
um produto conforme seja classficado como n&o-conforme em uma Unicaclassficagéo e e, a
probabilidade de que um produto ndo-conforme seja classificado como conforme em uma
Unica clasdficac®. A figura 1 mostra uma &vore de eventos para facilitar a visualizac®
destas probabil idades.



1-e Conforme
D Conforme — Inspegéo <
€1 N&o-conforme
1-p (5] Conforme
Néo-conforme — Inspegéo <
1-&>~ Né&o-conforme

figura 1. arvore de eventos das probabilidades consideradas

Processo de
fabricagéo

Suponha que cala um dos n produtos sgja classficado independentemente m vezes.
Considere Cj; (i=1,...,n; j=1,...,m) como uma variavel 0-1, correspondente a0 ij-ésimo evento,
isto & a j-ésima classificagdo do i-ésimo produto; C; também uma variavel 0-1,
correspondente  a clasdficac® final do i-éssmo produto apdés as m clasdficacOes
independentes. Neste sentido, Cx3=1 significa que atercdra clasdficagcd independente do
produto 2 foi considerada @nforme e Cs=1 significa que o produto 3 foi considerado
conforme gbs as m classificag@des independentes. Observe atabela 1 para uma melhor
visualizaca.

Produto Classificagdes (Cij) Classificagdo final (Ci)
1 2 3 . m
1 Cl]_ C]_z C]_3 aes C]_m C]_
2 C Cx Ciz ... GCom C,
3 C3]_ C32 C33 aes C3m C3
n Cnl Cn2 CnS see Cnm Cn

tabela 1. clasdficacdo de n produtos, m vezes cada

Neste anbiente, estaremos considerando que o i-ésimo produto sera julgado conforme,

m
C=1, se e somente se ZC”- >a,i=1,..n. Quinino et al. (1998) considera o produto
=1
m
conforme seZCij >05,i=1,...n . Assim, trata-se de um caso particular do modelo que
J=1
estamos aqui propondo com a = 0,5.

Os resultados tipo Bernoulli C; sdo independentes e identicamente distribuidos.
Definindo E; (i=1,...,n) como uma variavel 0-1, correspondente a estado red de fabricac®
doi-ésimo produto e utilizando o teorema da probabilidade total podemos expressar Pr[Ci=1]
da seguinte forma:



P{C; =1] = Pr[§; =1 Pr[C; =1/ E =1+ Pr[E; = Q)Pr[C; =1/ E = 0]

:pgz %j%ﬁ‘(l— el)m_xé+ - p)é; Z @%ﬁx(l‘@)m_xé

Utilizando a notacé BJ[d;e;f] para uma fungéo distribuicdo Binomial, com parametros
d e e, cdculadano ponto f, temos
Pr[Ci =1]= pBlm;y;a] + (1~ p)(L- B[m ez; )
(2.2)
Em situacbes reais, é razavel assumir que e <05 e e, <05. Se alotarmos
a=m/2(b=05), o crescimento de m ird deaescer a probabilidade de julgamentos
equivocados obre aconformidade ou ndo dos produtos, isto €, com o0 aumento de m 0 nimero
de produtos considerados conforme nverge para a propor¢cdo de produtos conformes
fabricados. Neste sentido, para custos de inspecdo muito pequenos, recomenda-se realizar o
maior numero possivel de classficagbes repetidas com a=m/2. Tudo isto pode ser
observado de uma forma um pouco mais geral na proposi¢éo 1.

Proposicdo 1 Com o aumento de m, a propor¢é de produtos classificados conforme
converge para a propor¢éo de produtos fabricados conforme quando e,e, < b.
Matematicamente, a expressio (2.2) converge parap, quando m — o« , e,e;<b.

Prova. A demonstrac® pode ser redizada dravés da groximacdo da distribuicéo

Binomial peladistribuicdo Normal. Assm, temos:

| B Q/m(b- %(b—@)%ﬁ
Lim Pfc ==L q:[-)i 1-p)A-ommP=e)

= pP[+oo] +(1— p)(L— P[+x]) = p
poisb > el,e2 e P[[J indica afun¢do de distribuicdo da Normal padréo.

3. Modelo para Minimizacao de Custos

Conforme foi mostrado no topico anterior, realiza um grande nimero de dassificagdes
repetidas € remmendavel desde que a ndo seja pequeno e o custo de dassficac® repetida
sgja pequeno. Egta solucdo gera problemas de indecisdo na préica N&o existe conceito
preciso sobre qual deva ser a magnitude do custo de classificagdo para ser considerado
pequeno. O mesmo questionamento ocorre com relagd a quantidade de clasdficagdes
repetidas que pode ser considerado grande. Para evitar estes problemas, torna-se necessario
um nodelo que indique quais os valores de m e a ideais no sentido eandmico.

Consideremos ¢, 0 custo de dassficar um produto uma Unica vez ¢; 0 custo de

erroneamente julgar um produto conforme @mo n&o-conforme e c; O custo de julgar
erroneamente um produto néo-conforme cmo conforme. Consideramos ¢y < ¢; < Cp.

Se ndo houver clasdficages (m=0), o custo médio total (Ema) Sera definida cmo



Ema(p.e1.&) =n(l- p)cy, m=0=a.
(2.3)
Em Ultima andlise, estamos considerando que toda a producdo € conforme e por
conseqiiéncia somente o erro tipo |l pode estar presente. O nimero médio de produtos ndo-
conformes no mercado sera n(1-p).

Ja para n produtos, cada um classficado m>0 vezes, podemos expressar o custo médio
total (Ema) COMO

Ema(p.e.e) =nmg+nPriE=1Pr[C =0/ E =1J¢ +nPr[g=0]Pr[C; =1/ =0lc,

= nm(b+an[m; Q-e); a]cl +n(l- p)(l— B[m;ez; a])cz, m=le0<a<m.

(2.9)

onde B[m;(1-¢));a] = F representa aprobabilidade de wnsiderar erroneamente um produto

conforme como ndo-conforme e 1- B[m;ez;a]: F, representa aprobabilidade de ansiderar
um produto ndo-conforme @mo conforme.

O problema que estamos considerando se reduz a determinar os valores de (m’;a°)

gue satisfacam a equac® (2.5) ou semanticamente, os valores (m°;a°) cujo custo médio
total (Ema) Seja minimo, considerando todososmea validos.

(m";a’) = arg min {Ema(p.eye)}
miZ
O<asm

(2.5)

A principio, desgjariamos encontrar uma forma analitica para m que satisfizesse a

equacd® (2.5) e computacionalmente fosse facilmente implementével. Tentamos utilizar

diversos procedimentos convencionais de otimiza¢® entretanto sem sucesso. Em grande parte
adificuldade aontecedevido aos limites do somatdrio serem discretos e funcdo de m.

Uma solucéop possivel seria escrever F; e F, como uma fungdo beta incompleta. Tal
procedimento provocaria anecessdade de témicas de clculo numérico sofisticadas com a
conseqiente dificuldade de implementacd® computacional. Tudo isto nos levou a
desenvolver um procedimento exaustivo. Por sua caaderistica intrinseca os procedimentos
exaustivos devem trabalhar juntamente com limitantes, fazendo com que abusca se processe
em um intervalo finito de pontos. Assim sendo, nas proposicoes que seguem, reduziremos o

nimero de candidatos aptos para m® e consequentemente para a° umavezque 0<a’ <m’.

Para aros de inspecd® muito pequenos, o valor de m que minimiza (2.5) sertA m=0 ou
m =1. Embora intuitivamente @rreto, fornecemos a prova @aixo mostrando a validade de
nosso modelo.

Proposicdo 2 Seos erros de inspecd sd0 muito pequenos, ou segja, e1,e, -0, m” =0 ou
m’> =1.

Prova. Para m=0, Eg,(p,0,0) =n(l- p)cp. Para m=1, Eq4(p,0,0) = nmg pois
coma<m F =0e F,=1. Portanto o menor valor de En5(p.e.e),m=1 é

E1a(p.0,0) =ng. Logo, se Eg4(p.,0,0) < Ep 5(p,0,0) entdo m” =0; caso contrério,



m’ =1.

Devemos observar que Ep5(p,00) e Ena(pll) indicam custos associados

respedivamente aum sistema classificador sem erros e aum sistema classficador onde se
erra sempre. Desta forma podemos interpreta-los respedivamente como limitantes inferior e
superior para Ep, (P, €1,€) . Paraum sistema classificador sem erros, s6 fazsentido a = 0.

Outro ponto importante aobservar € que seo valor m =0 minimiza Ey, 5(p,0,0), entéo
minimiza também E., 5(p,e,€). Em conjunto com a proposicdo 2 significa que se

(1- p)co < ¢y entdo m® = 0, quando ndo é viavel, considerando o custo médio total, realizar
gualquer plano de inspecéo.

Proposicdo 3 Se o valor m=0 minimiza Eg,4(p,0,0), entdo minimiza também
Ema(p.ene).
Prova Para mz1, Ena(p.€,€) > Ema(p,00), e de Ega(p.e.e) = Ega(p.0,0),

resulta que Ema(p.€1,€2) —Epa(p.e.€) > Em a(p.0.0)-Epa(p,0,0); o lado direito
€ ndo negativo se o valor 0 minimiza Ep, 5(p,0,0) .

Diversos limitantes 8o possiveis de serem gerados para (m°,a’), dependendo das
hip6teses assumidas com relagé ao modelo e seus pardmetros. A proposicéo 4 abaixo fornece
um limitante bastante &erto, no sentido de que nenhuma hipétese foi considerada na sua
elaboraca.

Proposicdo 4 Existe um limitante superior para m” dado por:

oo < & P)c2.
o
2.6)

Prova. Queremos m° ta que E ao(p,el,ez)s Ema(p.€,&), m=20. Mas
Emoiao(p,0,0)s Emoiao(p,el,ez). Assim, Emoiao(p,0,0)s E, 'ao(p,el,ez), ou sgja

nmcg <nl-p)c, O m” < (1-p)co/c

4. Aplicacdo Numérica

O exemplo descrito a seguir foi baseado em Greenberg & Stokes (199%). Considere
uma empresa gque fabrica 1000 Circuitos Integrados (Cl) por dia. Toda aproducéo é testada e
cada Cl & dasdficado como conforme ou ndo-conforme. Sabe-se, através de experiéncias
préticas, que aclassificacd de Cl pode gresentar erros.



Sgja p =0,92 a probabilidade de que um Cl seja fabricado conforme, ¢ =012 a
probabilidade de que um CI conforme seja classificado como ndo-conforme em uma Unica
classificac® e e, = 0,12 a probabilidade de que um CI ndo-conforme seja clasdficado como
conforme em uma Unicaclassificac®.

Os responsaveis pelo setor de plangamento e producdo consideram primordial
determinar o numero ideal de classificag@es repetidas independentes (m) para 0s circuitos
integrados bem como o valor que define o critério de dedséo (a). O objetivo € minimizar o
custo médio total da producdo déria. Para tanto, consideram ¢, = $ 1,00, ¢; = $8000 e ¢, =
$12Q00.

Para o cdculo de (m’;a°) realizamos implementacd® computacional no software
estatistico MINITAB. Como (1- p)c, > ¢, concluimos que o plangamento com inspec® €
vidvel. Assim sendo, a pesquisa procedeu-se para todos os pares (m;a) de ta modo que
m<9 e a<m como requerido pela proposicédo 4. O anexo 1 apresenta 0 programa
implementado no software estatistico Minitab parao cdculo de (a°; m°).

A utilizac® do programa implementado em MINITAB fornecas 0 m 6timo (m°)
igual a4 e o a 6timo (a°) igual a 1. O custo médio total foi de $516560. Observe que 0
procedimento tradicional de classificar somente uma Unica vez produz um custo médio total
de $1098400, maior inclusive que o valor $960Q00 referente ando redizar qualquer plano de
inspecd. A figura 2 mostra o comportamento de Eq,5(p.€e,€),m=0,0<a<m. Os
nimeros representados ao lado de cala ponto representam os valores de a Uma descri¢céo
completa dos valores pesguisados para (m;a) esta representada na tabela 2 contida no anexo
2.

Custo Medi Total wersus "m" e "a"

40000 — i
+3
30000 —
+2
W
E
S 20000 1
2 .
-
=
[m] *
A 1000 - L .2 .o
.01 +o .
=0 «1 12
0 —
T T T T T T
0 1 2 3 q 5

Figura 2: Custo Médio Tota versus“m” e “a”



5 - Conclusdo e Consideracdes Finais

Em controle de dributos, os erros de classficagd% podem causar um significativo
impado nas conclusdes bre a qualidade do proces de producdo e consegquentemente
aumentar o custo medio total de todo o proces. Como forma de minimizar o problema
sugerimos realizar, independentemente, mais de uma classficagd® por produto fabricado
considerando como classficac® final do produto aquela crrespondente & maioria dos
resultados obtidos. Tal procedimento mostrou-se cgaz de gerar economias sensiveis.

Para tanto, construimos um nodelo de minimizacd® dos custos envolvidos. Este
mostrou-nos ser bastante alequado. Além de ser interpretavel, possibilitou a determinacd de
um limitante para o valor que minimizao custo médio total. Constatamos que todo o0 proceso
computacional pode ser resolvido através de implementac® simples e mm iSO tornar-se
uma alternativa operadonal e padronizada para o proceso de producéo.

Destacamos finalmente que na implementacé® red ndo € necessxrio redlizar as m
classificages repetidas para se oncluir a mnformidade ou néo de cala um dos produtos.
Devemos realizar as classificagdes repetidas até constatarmos a + 1 classficagdes conformes
por produto. Isto gerara uma eonomia média alicional decorrente da ndo necessdade das
nm classficagoes.
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ANEXO 1

Utilize um editor de texto para escrever os arquivo crcge.mac Salve-o, em formato
ASCII (texto), no dretério MTBWIN. Entre no software MINITAB. Exeaute o

comando %crcge. Siga & instrucdes que gpareceem natela

LINHAS DE COMANDO

EXPLICACAO

gmacro
crcge

noecho

note Entre, apertando enter
apos cada entrada,

note o Custo c0,c1,c2,p,(1-
el),(1-e2)en

read' terminal'c100;

nobs 7.

end

copy c100  k1-k7

ATIVA O MODO DE PROGRAMACAO DE

MACROS

ENTRADA DOS FEGUINTES VALORES:

+ C - O CUSTO DE CLASSIFICAR UM
PRODUTO UMA UNICA VEZ

+ C, - CUSTO DE ERRONEAMENTE
JULGAR UM PRODUTO CONFORME
COMO NAO-CONFORME

e G - CUsSTO DE JULGAR
ERRONEAMENTE UM PRODUTO NAO-
CONFORME COMO CONFORME.

+ P-PROPORGAO DE PRODUTOS
FABRICADOS CONFORMES.

c (1-¢) - PROBABILIDADE DE
CLASSIFICAR UM PRODUTO CONFORME
COMO CONFORME.

c (1-e) - PROBABILIDADE DE
CLASSIFICAR UM PRODUTO NAO-
CONFORME COMO NAO-CONFORME.

N -~ NUMERO DE PRODUTOS

let k6=1-k6
let k8=(((1-k4)*k3)/k1)-0.5
round k8 k8
let k13=1

do k9=1:k8

let k14=k9-1
do k10=0:k14
cdf k10 k11;
bino k9 k5.

cdf k10 k12;
bino k9 k6.

let k12=1-k12
let c1(k13)=k11
let c2(k13)=k12
let c6(k13)=k9
let c7(k13)=k10
let k13=k13+1
enddo

enddo

CALCULA OSVALORESDE Epa,m=0 .




let
c4=k7*c6*k1+k7*k4*c1*k2+k7*(1-
kd)* c2*k3

let k11=k7*(1-k4)*k3
stack 0 c6 c6
stack 0 c7 c7
stack k11 c4 c4
sort c6 c5;

by c4.

sort c7 c8;

by c4.

CQ.UNAS AUXI LI ARES P ARA

DETERM NACAO DOVALORDE nt E  a’E
O CUSTO CORRESPONDENTE.

sort c7 c8;

by c4.

let k13=c8(1)

note O valor de m otimo e:
let kl12=c5(1)

print k12

let k13=k13

note O valor do a otimo e:

print k13

note O custo total esperado
sera:

min c4

endmacro

DETERM NACAO DOVALORDE nt E  a’E
O CUSTO CORRESPONDENTE.
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ANEXO 2

Val ores Pesquisados para Obtencdo do Otimo

Custo m a
96000 Sem inspecao Sem inspecao
109840 1 0
52256 2 0
187424 2 1
61850 3 0
63067 3 1
264602 3 2
78582 4 0
51656 4 1
94478 4 2
334644 4 3
95356 5 0
61485 5 1
61913 5 2
132854 5 3
397592 5 4
111419 6 0
75039 6 1
64377 6 2
79450 6 3
174556 6 4
454199 6 5
126767 7 0
89331 7 1
74309 7 2
74467 7 3
100687 7 4
218103 7 5
505215 7 6
141475 8 0
103813 8 1
85885 8 2
81682 8 3
87253 8 4
124747 8 5
262555 8 6
551309 8 7
155618 9 0
118331 9 1
980Q0 9 2
91655 9 3
91715 9 4
101683 9 5
151280 9 6
307206 9 7
593072 9 8

m:

Tabela 2: vaores pesquisados de “m” e
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