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Resumo

O conceito de transicao de fase, inerente a diferentes tipos de modelos puramente
deterministicos, pode, também, ser verificado em sistemas com componentes estocasticas.
Nesse sentido, é importante o estudo de ferramentas que nos permitem provar que deter-
minados sistemas aleatdérios apresentam esse tipo de caracteristica.

Assim, dado um espaco de probabilidade apropriado, resultados associados a analise
de funcgoes Booleanas desempenham papel importante no estudo dessa classe de modelos.
Este texto preocupa-se em, ao longo da Sec¢ao 2, apresentar e demonstrar tais resultados.

Tratando-se de modelos aleatérios independentes e que vém da Fisica Estatistica,
o de Percolagao Bernoulli é, talvez, o mais conhecido. Por isso, na Secao 3, nos concen-
tramos em reproduzir alguns resultados “classicos” desse modelo; utilizando, porém, as
ferramentas desenvolvidas na Secao 2. Aqui, é importante ressaltar o ganho que existe
em utilizar esse tipo de abordagem. Alguns dos resultados demonstrados poderao ser
estendidos, utilizando-se de estratégias similares, para modelos construidos sobre espagos
mais gerais — incluindo modelos com dependéncia, como os que foram discutidos na Se¢ao
4.

Por fim, deixo o registro de que os resultados apresentados ao longo desse texto
nao sao originais. O trabalho foi construido a partir de, principalmente, [8] — em adigao

aos outros artigos e recursos que foram apropriadamente referenciados.

Palavras-chave: transicao de fase; sharp threshold; analise de func¢oes Booleanas;

percolacao.
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Abstract

The phase transition concept, intrinsic to some purely deterministic models, may
also be seen in systems with some stochastic component. Therefore, it is important to
study results that allow us to prove that some arbitrary random systems present such a
characteristic.

In this regard, given an appropriate probability space, results associated with Bo-
olean function analysis play an important role in the study of this class of models. As a
consequence of it, this text focuses on, throughout Section 2, introduce and prove such
results.

With respect to independent random models from Statistical Physics, the Bernoulli
Percolation Model may be considered the most popular one. Thus, in Section 3, we focused
on replicating some “classical” results concerned with it. In order to achieve this, we used
the tools developed in Section 2. At this point, it is important to stress the benefits
of adopting such an approach. Some of the proofs may be extended, through similar
strategies, to models defined over more general spaces — which also includes models with
a structure of dependence, as discussed in Section 4.

Finally, I would like to clarify that the results presented throughout this text are
not original. This work was developed mainly based on [8] — in addition to other resources

and academic articles, which were properly cited.

Keywords: phase transition; sharp threshold; Boolean functions analysis; percola-

tion.
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1 Introducao

Na fisica, transi¢cao de fase pode ser caracterizada como a mudanga descontinua do
estado fisico de um sistema a medida que algum de seus parametros varia continuamente.
O exemplo mais simples vem, talvez, da mudanga do estado fisico da matéria: soélido,
liquido ou gasoso — dependendo de parametros como temperatura e pressao.

Tratando-se, porém, de modelos com componentes estocdsticas, dizemos que um
sistema aleatério finito passa por sharp threshold se o seu comportamento muda rapida-
mente como resultado de uma pequena perturbacao dos parametros que governam sua
estrutura. O modelo de percolagao Bernoulli, que sera formalmente enunciado na Segao
3, ¢ um dos principais exemplos que vamos estudar ao longo deste texto.

O modelo probabilistico assumido, a menos que seja dito o contrario, sera descrito
pelo espaco de probabilidade (£2,,, A, Q,), tal que ©,, = {0,1}" com w = (wy,- - ,wy,) € Oy
en €N, A="P(Q,), onde P(-) é o conjunto das partes, e Q,(w) = [[;.., -y P [ L;s,—o(1—P)
¢ a medida produto Bernoulli com parametro p. A fim de simplificar notacao, denote o
conjunto {1,--- ,n} por [n] .

Dentro do espago de probabilidade apresentado, este texto se concentrarda em es-
tudar fungoes do tipo f : Q, — {0,1}, chamadas de func¢oes Booleanas. Assim, de-
fina F(p) := E,(f(w)), onde E,(-) é valor esperado com respeito a medida Q,. Da
mesma forma, defina F,(p) = E,(f.(w)) para uma sequéncia de fungdes (fy)nen tal
que f, : €, — {0,1}, Vn € N. Por fim, note que, como Q, é medida produto Bernoulli,

Fu(p) = ) fulw) pZem® (1 — p)ien '™ ¥n € N. (1)
WEn

Em adicao, dadas duas configuragoes w,w’ € €, dizemos que w < W' se w; <
wi, Vi € [n] — nesse caso, foi determinada uma ordem parcial para os elementos do
espago amostral €,. Assim, f(w) é dita crescente se f(w) < f(w') sempre que w < W'
Estabelecidas as quantidades de interesse, a definicao a seguir ird formalizar a ideia de

sharp threshold.

Defini¢ao 1.1. Uma sequéncia de fungoes Booleanas crescentes ( f,)nen passa por sharp
threshold em (p,)nen se existe (0 )nen, com 6, > 0, Vn € N, e lim,,, 1, 9, = 0, tal que

Fo.(p, —6,) — 0 e Fy(pn + 0,) — 1, quando n — +o0.



1 Introdugao

Perceba que, da Definigao 1.1, é possivel ver que, se f,(w) = I4,(w), onde 14, (w)
¢ funcao indicadora de w em A, € A, entao F,(p) = E,(fn(w)) = E,(I4, (w)) = Q,(4,),
Vn € N. Isto é, se (f,)nen passa por sharp threshold, entdao para n “grande” a medida
Q,(A,) estd, exceto na regiao (p, — dn,pn +dy), perto de 0 ou 1; o que, de alguma forma,
pode estar relacionado a transi¢io de fase (ou, transicio de fase “afiada”) pela qual o
sistema que esta sendo considerado é caracterizado. Abaixo, a Figura 1 apresenta um

esbogo esse fenomeno.

Fn(Pn - 5n)

20n

Figura 1: Esboco de F,(p) = E,(f.(w)) para n “grande”, tal que (f,)nen passa por sharp
threshold.

A seguir, com o propésito de indicar se as sequéncias de fungoes Booleanas ( fy, )nen

descritas passam (ou nao) por sharp threshold, dois exemplos serao apresentados.
Exemplo 1.1. Seja fp(w) = f(w) = [w,=13(w), Yn € N. Assim, o célculo de F,(p) =
F(p), ¥n € N, utilizando a Expressao (1), é dado por

Fap) = S falw) pEecin® (1 p)Eici 1=

weNy,

— p Z pZ?:2 Wi (1 I p)Z?:Q 1—w;

UJGQn;
wi=1

=p-l=p=F(p).

Nesse caso, como F,(p) = p, Vn € N, (f,)nen nao passa por sharp threshold.
O préximo exemplo esta relacionado ao Modelo de Erdos-Rényi, introduzido em
[13] e descrito a seguir. Seja (Qg,.A, M) espaco de probabilidade, tal que Qg = {0, 1}/,

onde I é o conjunto de pares nao ordenados em [n] com |I| = (}), paran € N, A = P(Qg)
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e M, é a medida produto Bernoulli com parametro p. Sobre esse espago, construa o
grafo aleatério G(n,p) = (V,E) com conjuntos de vértices V = [n] e conjunto de elos
E ={i € I:w; = 1}. Nesse modelo, Erdés e Rényi estavam inicialmente interessados
em estudar propriedades de G que dependem apenas da classe de isomorfismo! do grafo,

como a propriedade abaixo.

Exemplo 1.2 (Conectividade do grafo [13]). Seja A,, = {G(n,p) é conexo}, onde “ser
conexo” significa dizer que para quaisquer dois pontos w, z € V, existe um caminho de

elos que conecta w a z. Nesse caso, (Ia, )nen passa por sharp threshold em p, = 282

Uma observacao que podemos fazer é a de que, propriedades — como as apresen-
tadas nos exemplos acima — que nao passam por sharp threshold devem, essencialmente,
depender de uma quantidade uniformemente limitada de estados de bits que compoem
uma configuragdo do espago amostral (vide Exemplo 1.1). Esse tipo de afirmagao é in-
tuitiva & medida que, sob as condigoes descritas, F,(p) nao atingird propriedades do tipo
lim, 1o Fru(pn — 0) = 0 € lim,, 1 oo Flo(pn + 9,) = 1 para sequéncias (pn)nen € (0n)nen
com ¢, — 0, quando n — +o0.

Esta dissertagao esta organizada como é descrito a seguir. A Secao 2 mostrara
alguns importantes resultados relacionados ao estudo de funcoes Booleanas no espago
produto. A Secao 3 se concentrara em aplicacoes que apresentam transi¢do de fase; con-
siderando, principalmente, o Modelo de Percolagao Bernoulli com conjunto de vértices
em Z% E a Secdo 4 ird generalizar alguns dos resultados discutidos em secdes ante-
riores, considerando, nesses casos, medidas definidas sobre espagos com algum tipo de

dependéncia.

!Considere dois grafos G = (V,E) e G’ = (V',E’), tal que V e V' sdo conjuntos de vértices e E e E’
sdo conjuntos de elos. Um mapeamento f : V — V' é um isomorfismo entre G e G’ se é bijecdo e se
(v1,v2) € E se e somente se (f(v1), f(v2)) € E'. A colegao de grafos isomérficos a G é chamada de classe

de isomorfismo de G.



2 Como provar que (f,),en passa por sharp threshold?

Considerando fungoes Booleanas do tipo f : Q, — {0,1}, é fundamental que
sejamos capazes de estudar o comportamento de E,(f(w)) para, de acordo com a defini¢ao
de sharp threshold apresentada na Secao 1, entender a transicao de fase pela qual o
sistema modelado passa. Dessa forma, ao longo dessa secao vamos estabelecer cotas para

quantidades de interesse que envolvem dip E,(f(w)).

2.1 Foérmula de Russo-Margulis

Seja f : Q, — {0,1} como na Secao 1. Comegaremos a estudar as propriedades
de F(p); em particular, iremos estudar como se comporta a derivada F'(p) = dip E,(f(w)).
Nesse sentido, introduza a seguinte notagao: V, f(w) := f(w) — f(Flip,;(w)), onde Flip,(w)
é a configuracao w € €2, obtida quando se troca o valor do i—ésimo bit da sequéncia que
compoe w; ou seja, a funcao Flip,(w) pode ser definida como

w; para j # i
Flipy(w); =4

l1—-w; paraj=r1.

Além disso, defina influéncia do bit i (notagao: Inf;(f(w))) como sendo a proba-
bilidade de f(w) ser diferente de f(Flip,(w)); i.e., a probabilidade de, mudando o estado

de w;, o valor que a funcao f assume também ser modificado. Formalmente, dizemos que

Infi(f(w)) = Ep(lvz‘f(w)nv

que ¢ igual a Q,(f(w) # f(Flip;(w))). Note, por fim, que, apesar de nao estar explicitado
na notacao, Inf;(f(w)) também depende do parametro p.

Agora, um resultado importante sobre como a derivada %EP( f(w)) se relaciona
a soma das influéncia dos bits ¢ para uma fungao f(w), atribuido a [22] e [26], serd

apresentado.

Teorema 2.1. (Férmula de Margulis-Russo) Para f : 2,, — {0, 1} crescente, temos que
F'(p) =) Infi(f(w)).
i=1

4



2.1 Férmula de Russo-Margulis

Demonstracdo:
Seja |w| = Zie[n] w;. Tomando a derivada, com respeito ao parametro p, da Ex-

pressao (1), é possivel observar que

F'(p) = (Z flw)p (1 —p)"_“’>

wGQn

= > (f@) [l P (1= )" = f(w) (0 — fw]) p! (1 = p)" 1)

T 1
=5 Blf ) o) = 7= Bplf() n = f() lo)
B (@D (5+ ) - T B
1
- 15 (Ep(f(w) [w]) = p Ep(f(w) n))
1
= PYE E, (f(w) iez[n]wi—pf(w) n)

- > E(F(w) (- ). )

Agora perceba que, se A; = {w € Q, : V,f(w) # 0} e olhando para a Expressao
(2), é possivel escrever E,(f(w) (w; —p)) como E,(f(w) (w; —p) 14, (w)) + E,(f(w) (w; —
p) La,c(w)). Nesse caso, veja que, para w € A;°, f(w) é independente de w;; além disso,

E,(w; —p) =p—p=0. Assim,

E,(f(w) (wi =p)) = Ep(f (@) (wi =p) La,(w))
= Ep(f(w) (wi = p) T, (@) Lwi=1y) - Ep(lgu=1))+

+ Ep(f(“’) (Wz‘ - p) L4, (W)l H{w¢=0}) : ]Ep(]l{wizo})'

Finalmente, como f é crescente e w € A;, temos que f(w) = 0 se w; = 0; da mesma

forma, f(w) =1 se w; = 1. Portanto,

E,(f(w) (wi —p)) = Ep(f(w) (wi —p) La, ()| Lw=13) - Bp(Tw=13) +0
=(1-p) QAil{wr =1}) - Q,({w; = 1})
=p (1 -p) Qy(A)
=p (1 —p) Infy(f(w)). (3)

bt



2 Como provar que (f,)nen passa por sharp threshold?

Assim, conectando a Expressao (3) na Expressao (2), concluimos que

F'(p) = Z Inf;(f(w)),

como queriamos demonstrar. O
Uma consequéncia imediada do Teorema 2.1 é que F'(p) é nao-decrescente e dife-

renciavel. Dito isso, suponha, por um instante, que seja possivel provar cotas do tipo
F'(p) =Y Infi(f(w)) 2 C Vy(f(w)), (4)
i=1

onde V(-) é varidncia com respeito a medida Q, e C' é alguma constante “grande”. Aqui,

note que, como f assume valores em {0, 1},

V(f(w) = Ep(f*(w)) — By’ (f(w))
=E,(f(w)) —E,*(f(w)) = F(p) (1 - F(p)). ()

Dessa forma, empregando a Expressao (5) na Expressao (4), é possivel dizer que

F'(p) > C F(p) (1 - F(p))

= (roro ) = ( %) =¢ )

Agora, tome p tal que F(p) = %; entdao, para 0 > 0, integrando a Expressao (6)

entre (p — J) e p, obtemos:

F(p—9) F(p—9) ~
:é(%_OnTi?@;i§>250::>Ti?ﬂﬁiﬁgedc

Analogamente, integrando a Expressao (6) entre p e (p + d), obtemos:
Flp+0)>1—e7C (8)

Isto significa que, se cotas como a apresentada na Expressao (4) forem obtidas,
pela Expressao (7), F/(p—0) ficard “préximo” de 0. Da mesma forma, pela Expressao (8),
F(p+9) ficard “préximo” de 1. Ou seja, sob a hip6tese de que é possivel construir cotas
como a que foi descrita, a janela de valores de p para os quais F(p) fica “longe” de 0 e
1 é necessariamente pequena. As préximas subsecoes serao concentradas em argumentos

que nos levarao a resultados da forma da Expressao (4).
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2.2 Inequacao de sharp threshold

2.2 Inequacao de sharp threshold

Do ponto de vista histérico, o estudo do fenémeno de sharp threshold para medida
produto em espago discreto iniciou-se através de Russo, em [27], e Kahn, Kalai e Linial,

em [19] — que utilizaram-se da desigualdade de Bonami-Beckner ([2] e [5]) para provar,

1
2

no caso em que p = =, inequagoes que relacionam a variancia de uma funcao Booleana
com a influéncia total para uma funcao desse tipo (como o Teorema 2.2). Bourgain,
Kahn, Kalai, Katznelson e Linial (BKKKL), em [6], estenderam esses resultados para o
espago produto [0, 1], com medida uniforme nesse intervalo; assim, por um processo de
discretizacao dessa ultima prova, foi possivel obter inequacoes de sharp threshold para
sequéncias do tipo (f,)nen, definidas em {0,1}" e com medida produto Bernoulli, com
p € [0,1] arbitrario, associada. Por fim, um resultado equivalente ao de BKKKL foi

provado por Talagrand, em [29], e serd enunciado a seguir.

Teorema 2.2. Existe uma constante ¢ > 0 tal que, para qualquer p € [0,1] e n € N, vale
que, para qualquer fungdo Booleana crescente f : €, — {0,1}:

1 Inf;(f(w))

Vp(f(w)) < cln ol
p(1 = p) o In gy

(9)

Antes, porém, da demonstracao, sao necessarias algumas observacoes sobre esse
resultado. Primeiro, note que deve existir algum ¢ com

hi(/(©) - ¢

1 iy
In cr @y

Vp(f (), (10)

-1
onde ¢, = (c In ﬁ) . Basta supor que, Vi € [n],

Inf;(f(w)) <
L1 < ng(f(W))

Inf; (f(w))
Inf;(f(w)) c
WD 2, (7)) = 6 Vo))

ie[n]  Infi(f(w))

o que ¢ uma contradicao, pelo enunciado do proprio Teorema 2.2. E, como resultado da

Expressao (10), existe um i, tal que

Inn

I (£(@)) > e V() (11)

com ¢, possivelmente modificado por um fator multiplicador. De fato, note que, ou (2) 35

t.q. Inf;(f(w)) > ¢, 22V, (f(w)), ou ® Infi(f(w)) < ¢,22V,(f(w)), Vi € [n]. Se “(b)”,

n n

7



2 Como provar que (f,)nen passa por sharp threshold?

terfamos que, pela Expressao (10), existe algum i com Inf;(f(w)) > 2 In & V,(f(w))
— que é o mesmo que dizer que, cotando In - por IHT", i € [n] t.q. Infi(f(w)) >
2y, (f(w)) = (¢*) 22 V,(f(w)), onde ¢,* = 2; se esse for o caso, perceba o absurdo.
Dessa maneira, vale a Expressao (11).

Para a demonstracao do Teorema 2.2, vamos precisar de alguns resultados adici-
onais que se baseiam, principalmente, na expansao de Fourier (ou de Fourier-Walsh) de
f(w). Estudaremos, portanto, essa ferramenta.

A fim de estudar fungdes Booleanas do tipo f : Q, — {0, 1}, com €2,, munido de
medida uniforme, considere o espago £2(§2,,), 2"-dimensional, das fungoes que mapeiam
2, em R, com produto interno definido por (f,g) =>_ 427" f(w) g(w) = E%(f(w) g(w)).
Considere, entao, para cada S C [n], a fun¢do x5 : 2, — R dada por ys(w) =
(—1)Xes«i, Nesse caso, é possivel verificar que a familia de funcées yg forma uma base
ortonormal para £2(€2,,). De fato, para S, T C [n], note que {xs, XT) = Ei (xsar), onde
A é diferenca simétrica; nesse caso, E% (xsar) €éigual 0se S # T, eigual a 1se S =T
(logo, {xs : S C [n|} é conjunto ortonormal). Além disso, como {xg : S C [n]} tem 2" ele-
mentos, a familia de fungdes ys é base ortonormal para £2(£2,,). Assim, qualquer fungio

[ avaliada em €2, pode ser decomposta em f(w) = > gc ) F(S) xs, tal que f(S) = (f, xs)-

Defini¢ao 2.1. Para uma fungao do tipo f : Q, — {0, 1}, com medida uniforme em

Q,, a expansao de Fourier de f é dada por

= > F(9) xs

SC[n]
onde x5 = (=1)%ies % ¢ f(8) = 27" T g, f@) Xs(w).
Exemplo 2.1. Seja [ : Q, — {0, 1} com medida uniforme. Defina f,(w) = max{wy, - ,wy,}.

Se n =2, entao fo(w) = max{wi,ws}; nesse caso, determine a expansao de Fourier de f5.
Calculando xg, obtemos x3 = 1 (por definicao), xp13 = (=1)“*, xq23 = (=1)“* e

X{1,2y = (—1)“***2. Agora, em relagao aos coeficientes f(S),

A0 =t0 41414122

A1) = 2 01+ 1 () L1 1) = -

R({2}) = i( (— 1)0+1(_1)°+1(_1)1+1(_1)1):_i
R({1.2}) = L0 L) () (1)) = _i

Dessa maneira, f» pode ser expressa como 3 — $(—1)%1 — 1(—=1)«2 — F(—1)«1F«2,

8



2.2 Inequacao de sharp threshold

Além disso, precisaremos de mais duas ferramentas para a prova do Teorema 2.2.

Lema 2.1 (Teorema de Parseval). Seja f : €, — R, ent@o vale que

Ei(f* @) = Y (f(S)*

SC[n]

A demonstracao do Lema 2.1 sera feita no Apéndice A.

Lema 2.2 (Desigualdade de Bonami-Beckner). Seja f : €2, — R. Defina, para0 <t <1,
o “operador de ruido” (em inglés, “noise operator”) Ty(-) de tal forma que T;(f(w)) =

- 1
>5c] L F(S) xs. Se1 < g <r < +ooevale que t < ()2, entdo

ITe(f @Dl < 1Lf(@)llg;

onde [|f(@)lly = (27 Tpeq, [/ @)IF)* = Es5(|f(w)[?) ¢ norma-p.

3

A demonstracao do Lema 2.2 nao sera feita; entretanto, é possivel encontra-la, com
detalhes, em [24] (além de nos artigos originais, em [2] e [5]).

Demonstragdo (Teorema 2.2):

Pela possibilidade de uso do Lema 2.2 durante a demonstracao, apenas o caso onde
p= % sera contemplado. Dessa forma, considerando a expansao de Fourier estabelecida
na Definicao 2.1, perceba que:

W(S) _ 2f(S) seie S 12)

0 caso contrario,

ja que W(S) = ]?(S) =27 eq, f(Flip;(w)) (—1)2ies«i. Nesse caso, note que, para i ¢
S, temos 27" 3, cq, f(Flip;(w)) (—1) s = J(S); ou seja, Vif(S) = f(S) = F(S) = 0.
Porém, para i € S, é possivel escrever 27" % o f(Flip;(w)) (—1)>€s“ como (—f(9)),
e, portanto, V,f(5) = f(5) = (~f(5)) = 2f(5).

Agora, como f(f) = 27" >wea, f(w) = F(3) e, pelo Lema 2.1, E%(]&(w)) =

-~

ZSC[n](f(S))Q, temos que

\%

[ SIS

= > ()~ (13)



2 Como provar que (f,)nen passa por sharp threshold?

Considerando as Expressoes (12) e (13), perceba que é possivel dizer que

M\»—l

i€[n] S>1

-y T 15\

i€[n] S2i

DI

i€[n] SC[n]
S#D

<y 3 GIOE

i€[n] SC[n]
S#0

com |S| representando a cardinalidade de S. Escrevendo, entao como fol t251dt, e

_1
» 2[S[+1

introduzindo, para cada t € [0, 1], o “operador de ruido” (ou “noise operator™) Ty(-), vale

<5 [ @

SC n]

=22, [/ 151 (V,£(9))%d ] /1t2@'(€2f(@))2dt

0

i€[n] SC[n]
=S X[ e @rsya }
i€[n] SC[n]
_Z/ ZtQ'S‘Vf dt
i€[n] ScC[n]
—Z/ (V@) B (14)
i€[n]

—

tal que na terceira linha usamos o fato de que 7 & 0; logo, pela Expressao (12), V, f(0) = 0.

Dessa forma, utilizando o Lema 2.2, podemos dizer que
ITe(Vif (@)ll2 < [IVif () l14e2, (15)

1
ja que t < <1J5—t2>2, para 0 < t < 1. Além disso, como |V;f(w)| assume valores no
conjunto {0, 1},

1

[(Vif(@)||l14e2 = < %(|V flw )|1+t2)>1+7

= (Infi(f(w))) ¥+, (16)
onde a segunda igualdade apenas utiliza a definigdo de Inf;(f(w)).

10



2.2 Inequacao de sharp threshold

Dessa maneira, juntando a Expressao (14) com as Expressoes (15) e (16), temos

! 2
Vi) < Y [ i) a
i€[n] 0
1 1-t2
= S mh(f) | (ut( )5 e (17)
i€[n] 0
Agora, fazendo mudanca de variavel tal que s = 1 — t; o que implica que ds = —dt, é

possivel escrever que

+2

[ i) 5 ar < [ i) a

_ /01 Inty( f(w))*ds

C Wb(fw) N
) ln(lnfi(f(w)))g(l Infz-<f<w>>> |

tal que a primeira desigualdade é vélida pois ;g > (1—t), parat € [0,1], e Inf;(f(w)) < 1,

(18)

Vi € [n]. Assim, aplicando a Expressao (18) na Expressao (17), obtemos

Vi(fw) < 3 i)

3 n— L
iem) T WE (@)

9

o que conclui a demonstracao para p = % O

Perceba, finalmente, que o resultado que acabamos de mostrar nos diz que F’(p) =
> e MEi(f(w)) = ¢, In m V,(f(w)); ou seja, tomando como referéncia a Ex-
pressao (4), para provar que (f,,)nen passa por sharp threshold, é necessario mostrar que

¢ In é “grande” — o que é o mesmo que dizer que max;(Inf;(f(w))) é “pe-

1
max; (Inf; (f(w)))
queno” (i.e., Vi € [n], Inf;(f(w)) é “pequeno”). Porém, provar que todas as influéncias
sao pequenas pode nao ser tarefa facil. Nesse sentido, o Teorema 2.3 nos permitira, sob
condicoes especificas, utilizar o Teorema 2.2 de forma pratica. Mas antes disso, precisa-

remos de mais uma defini¢ao.

Defini¢ao 2.2. Dado um conjunto arbitrario A, (X,4) é dito grupo simétrico G se ¥ =
{o;0 : A — A é bijecao} e ¢ : ¥ x 3 — ¥, com (01, 09) > 01 0 03; nesse caso, uma
funcao f com dominio em A é dita simétrica sob G, se foo = f, Vo € G. Além disso,
G age transitivamente sobre A se, para todo par A\; e Ay em A, existe 0 € G, tal que

0'(/\1) = )\2.

11



2 Como provar que (f,)nen passa por sharp threshold?

Teorema 2.3. Existe uma constante ¢ > 0 tal que, para qualquer p € [0,1] e n € N, vale
que, para qualquer funcao Booleana crescente f : Q, — {0,1} que é simétrica sob um

grupo G agindo transitivamente sobre [n|, temos que

F'(p) > ¢ In(n) V,(f(w)).

Demonstracgdo:
Se f é simétrica sob um grupo G agindo transitivamente sobre [n|, entdo foo = f,

Vo € G e, para todo par iy,is € [n], existe o € G tal que o(i1) = i5. Em particular,

Inf;, (f) = Inf;, (f o o) = Inf;, (f),

onde a primeira igualdade usa o fato de que f = f oo, e a segunda igualdade vem da
ideia de que, dada uma permutacao o € G que satisfaz o(i;) = iz, olhar para a influéncia
de 7; em f oo, é o mesmo que “olhar” para a influéncia de i, em f. Dessa forma, todas
as influéncias sao iguais. Dito isso, existem duas possibilidades:

1. Se Inf;(f(w)) > 2% para todo 4, entdo

n

ja que V,(f(w)) < 1; ou

2. Se Inf;(f(w)) < hlfl") para todo i, entao lnm > In(n) — In(In(n)), Vi € [n];

nesse caso, pelo Teorema 2.2 (com aplicacao direta da Expressao (9)), temos que

F'(p) = ) Infi(f(w)) = ¢ (In(n) — In(ln(n))) V,(f(w)),

-1
onde, como ja definido, ¢, = (c In 5 ! ) )

l /.
) vn € N, tomando ¢ = 2, concluimos a

Finalmente, como In(n) —In(In(n)) > =5

demonstracao. ]
Perceba que o Teorema 2.3 implica que, cumprida determinadas hipéteses sobre
f(w), e levando em consideragao a Expressao (4), tomar C' = ¢ In(n) nos permite dizer

que a sequeéncia (f,,)nen passa por sharp threshold.

Exemplo 2.2 (Propriedades monétonas em grafos [15]). Para Modelo de Erdés-Rényi
descrito na Segao 1, seja A, propriedade monétona crescente (propriedade que nao é
“destruida” pela adigao de elos) que depende apenas da classe de isomorfismo de G.

Nesse caso, (14, )nen passa por sharp threshold.

12



2.3 Desigualdade de O’Donnell-Saks-Schramm-Servedio

Para verificar que o Exemplo 2.2 é, de fato, valido, basta notar que, por hipdtese,
uma propriedade do tipo A, depende somente da classe de isomorfismo de G; em par-
ticular, A, ¢é invariante por “renomeacao dos vértices”. Entao I4, ¢é simétrica sob um
grupo G agindo transitivamente sobre o conjunto dos vértices do grafo. Pelo Teorema
2.3, (L4, )nen passa por sharp threshold. Veja, nesse caso, que o Exemplo 1.2 é um caso

particular desse resultado mais geral.

2.3 Desigualdade de O’Donnell-Saks-Schramm-Servedio

Uma outra desigualdade, que nos permite conseguir cotas como a sugerida na
Expressao (4), serd introduzida nessa subsecao. Esse resultado é baseado na ideia de
algoritmo de exploragdo, inicialmente proposta em [30].

De maneira informal, um algoritmo associado a uma funcao Booleana f : 2, —
{0,1} toma w € 2, como entrada e revela, de maneira algoritmica, o valor de w em dife-
rentes coordenadas, um por um, até que o valor da fungao f(w) possa ser completamente
determinado. Em cada passo desse processo, a coordenada que sera revelada imediata-
mente a seguir depende apenas do que foi revelado de w até o momento. Nesse sentido,
a exploragao é interrompida quando o valor de f(w) puder ser determinado independente
das coordenadas nao reveladas de w. Assim, a pergunta de interesse passa a ser: Quantas
coordenadas de w devem ser reveladas antes que o algoritmo pare? Essa quantidade é

comumente referenciada como complexidade computacional de uma funcao Booleana.

Definigao 2.3. Dados uma n-upla x = (xy,--- ,x,) e um t < n, com ¢t € N, defina
xp = (w1, 1) € Wy = (Ways+* yWye,). Um algoritmo T é uma dupla (iq,1;), com
2 <t < n, que toma w € €2, como entrada e devolve uma sequéncia ordenada i =

(41, ,1,) construida indutivamente da seguinte forma: para 2 <t < n,

Z't = wt(i[t—lbwi[t_l]) € [n] \ {7;17 e 7Z‘t71};

onde 1, é interpretada como a regra de decisdo no tempo t (¢, toma, como argumentos,
a localizagado e o valor dos bits para os primeiros (t — 1) passos do processo de indugao,
e, entao, decide qual o préximo bit que serd consultado). Aqui, note que a primeira

coordenada i; é deterministica. Por fim, para f : Q, — {0, 1}, defina:

T(w) = 1yr(w) :=min{t > 1:Vz € Qn, Tigy = Wiy, = flz) = f(w)}.

13



2 Como provar que (f,)nen passa por sharp threshold?

Perceba que, da Definigdo 2.3, 7(w) diz respeito a menor quantidade de bits de
w € Q, que precisa ser consultada para que f(w) seja completamente determinada. Sendo
assim, em Ciéncia da Computagao, os algoritmos sao, de maneira geral, definidos até 7(w).
O resultado abaixo, conhecido como “desigualdade de OSSS” e introduzido por
O’Donnell, Saks, Schramm e Servedio em [25], relaciona a variancia de f(w) com a in-

fluéncia total e complexidade computacional de um algoritmo T para a mesma funcao.

Teorema 2.4. Seja p € [0,1] e n € N. Fixe uma funcdo Booleana crescente f : §2,, —
{0,1} e um algoritmo T; entao vale que
Vo(f(w)) <p(1=p) Y 6(T) Infi(f(w)),
i€[n]
onde §;(T) = &(f,T) := Q,(3t < 7(w) : 4y = i) é chamado de revelagdo de f para o

algoritmo T e o bit 7.

Antes da demonstragao, perceba que, mais uma vez considerando a Inequacao 4,
se todas as revelagoes §;(T) forem pequenas; i.e., se existe um algoritmo que determina
completamente f(w), mas revela “poucos” bits, entao (f,)nen passa por sharp threshold.

Demonstracgdo (Teorema 2.4):

Comece considerando duas sequéncias independentes w e w de variaveis aleatorias
Bernoulli com parametro p, independentes e igualmente distribuidas (i.i.d.). Construa
uma sequéncia de indices i tal que ¢, é deterministico e, para todo t > 1, 4,11 = (i, wi[t]).
Aqui, vale a observacao de que a construcao de i depende, somente, de w; i.e., i nao envolve
w.

Dessa maneira, para 7(w) = min{t > 1:Vz € Q,7;, = wy, = f(z) = f(w)} e

0 <t < n, definimos a sequéncia
t e ~. ~. . . . ~. ~4
W= (whv Ty Wiy Wiy gyt Wi, Wiy Wi gyt >wln>7

onde w* =@ set > 7.

Agora, observe que, como f(w) assume valores no conjunto {0, 1},

Vp(f(w)) = F(p) (1 = F(p)) = %Ep(lf(w) — F(p))),

onde a tultima igualdade vem do fato de que
Ey(|f(w) = F()) = (1= F(p)) Q(f(w) = 1) + F(p) Q,(f(w) = 0)
= (1= F(p) F(p)+ F(p) (1 = F(p)) =2 V,(f(w)).
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2.3 Desigualdade de O’Donnell-Saks-Schramm-Servedio

0

Veja também que, de acordo com como definimos a n-upla w!, w® coincide com w

no conjunto de indices if; logo, f(w”) = f(w). Da mesma forma, w" = @, o que nos

permite dizer que f(w") = f(@).

Sendo assim, utilizando a observagao que acabamos de fazer, temos que

2Vy(f(w) = Ep(|f(w) = F(p)])
= E,(| Ep(f (@) |w) = Ep(f(w") [w)]) = Ep(| Ep(f (") — f(w") [w)])

n

< E(1f(@°) = F@) < Y Ep(1f (@) = f D),

t=1
onde a segunda igualdade usa o fato de que w e @ tém a mesma distribuicao.

Além disso, como w’ = w!'™!, Vt > 7, podemos escrever que

n

D E(S) = F@THD) =D Y (W) = Fw ) Tpenngimay)

t=1 i=1 t=1

=> > E, [Ep(!f(wt) — WY @i,y Treryngi=iy | » (19)

i=1 t=1

jd que {t < 7} N {i; = i} é mensurdvel com respeito a sequéncia wy, . Agora perceba
que, condicionado em {t < 7}N{i; = i}, tanto w’ quanto w'~! sdo independentes de Wi,y
(j& que as duas sequéncias w' e w'™! sdo definidas por bits que nao dependem de Wi, _yy)-
Além disso, note que w' e w'™! 86 se diferem (possivelmente) pelo do bit i, onde w! = @;

e w!™' = w;. No caso de w! = w!™!, temos que |f(w!) — f(w!™1)| = 0; assim,

Ep(1f(w") = f@ D wi,_y) = Q({wi # wi™ '} N {f(w) # f(Flip;(w))})
=2p(1-p) Q({f(w) # f(Flip;(w))}).

Assim, podemos dizer que E,(|f(w') — f(w'™)]) = 2p (1 — p) - Inf;(f(w)), o que,
voltando na Expressao (19), implica que

n

2V(f(w)) <2p(1—p) Zlnfi(f(w)) Y Q{t<7in{i =i}

t=1
Finalmente, recordando que 0,(T) pode ser escrito como » ;' Q({t < 7} N {i; =

i}), concluimos a demonstragao. O
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3 Aplicacbes em percolacido de Bernoulli no grafo L?

Para essa secao, vamos considerar o modelo de percolacdo Bernoulli em L¢ (em
particular, para d = 2). Nesse sentido, considere o reticulado d dimensional L¢ = (Zd, Ed),
tal que Z¢ é conjunto de vértices e E¢ é conjuntos de elos.

Primeiro, denote por z € Z% um elemento do conjunto de vértices, representado
por z = (xq, -+ ,x4), com x; € Z, Vi € {1,--- ,d}. Defina 6(z,y) = 2?21 |z; — y;], tal que
z,y € Z%, como funcdo distancia. Entdo, dizemos que E¢ = {(z,y) € Z x Z¢ : §(x,y) =
1} é o conjunto de elos.

O espago de probabilidade para esse modelo serda dado por (€2, F,P,). Nesse caso,
0 = [[.cpe{0,1}, onde w = (we : € € E?) é configuracao de ©, tal que w, = 0 representa
clo e “fechado” e w, = 1 representa elo e “aberto”, Ve € E?. Com o propésito de
definir uma o—4élgebra apropriada, seja C(f,ag, -+ ,a,) = {w € Q : Weprp = a.,0 < e <
n,a. € {0,1}} conjunto cilindrico finito-dimensional. Nesse caso, é possivel mostrar que
cilindros finito-dimensionais formam uma semi-algebra, denotada por C, de subconjuntos
de Q. Dessa forma, somos capazes de definir uma medida P, : C — [0, 1], tal que
P,(C(f,a0, -+ ;an)) = [leqe1 P1]eia,—0(1 — p). Aplicando o Teorema de Extensao de
Kolmogorov, P, pode ser estendida, de maneira unica, para uma medida [P,, definida
em o(C), tal que P,(A) = P,(A), VA € C. Sendo assim, para F = ¢(C), a medida de
probabilidade de interesse P,(w) pode ser expressa por [, i P [l —o(1 — D).

Abaixo, sao apresentadas outras importantes defini¢oes que nos serao tteis ao longo

desta secao.

Definicao 3.1. Um caminho v em L% é definido pela sequéncia v = (7)icn) de vértices
(distintos), tal que (z;, z;41) € E%, Vi € [n]\n. Além disso, dizemos que um caminho
¢ aberto se, para todos os elos e que compoem v, w, = 1. Por fim, dizemos que “x estd

conectado a y” se existe v = (z,--- ,y) caminho aberto (notagao: x <> y).

Definigao 3.2. Dado z € Z%, o aglomerado de x em w é definido por Cy(w) = {y € Z*:

T <y}

Uma observagao importante é a de que, ao evento {w € Q : |Cy(w)| = 400}, damos

o nome de percolar.
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3.1 Ponto critico para percolacao Bernoulli em L2

Definigao 3.3. O ponto critico no reticulado . é definido por p,(L%) = sup{p : 8(p) = 0},
onde 0 : [0,1] — [0, 1] é funcdo que mapeia p — P,({w € Q : |Ch(w)| = +o0}).

Sobre as propriedades da funcéo 6(p), temos os seguintes resultados:

Proposicao 3.1. A funcao 0(p) é nao-decrescente; i.e., se p; < py, entdo 0(p;) < 0(p2),
vpla D2 S [Oa 1]

A demonstragao da Proposigao 3.1 sera feita no Apéndice A.
Proposigao 3.2. Para d > 2, 3p.(d) € (0,1) tal que

=0 sep < pc(d)
0(p) :
>0 sep>p(d).
A demonstracao da Proposi¢ao 3.2 sera feita no Apéndice A. O resultado serd

utilizado para a prova da Proposicao 3.3, que nos dé informacao sobre a probabilidade de

existir aglomerado de tamanho infinito em L? para uma configuracio w € €.

Proposicao 3.3. Seja ¢ : [0,1] — [0,1], com p — P,({w € ©Q : 3 aglomerado de
tamanho infinito em L? para w}), entdo:
0 sep <pc(d)

b(p) =
1 sep>p.d).

A demonstragao da Proposigao 3.3 sera feita no Apéndice A.

Por fim, defina A, := [—n,n]?, ou seja, uma caixa d—dimensional de lado 2n, e

OA,, = A, \A,_1 (onde DA, representa a “fronteira” da caixa [—n,n]?).

3.1 Ponto critico para percolacdo Bernoulli em L2

Ao longo dessa subsecao, iremos nos concentrar na demonstracao do seguinte teo-

rema:;
Teorema 3.1. Vale que p.(L?) = 1.

A primeira demonstragao do Teorema 3.1 é atribuida Harris em [18], que mostrou

1), e a Kesten em [20], que finalizou a prova. Aqui,

que 0 (3) = 0 (em particular, p. > 1

entretanto, a demonstracao apresentada é resultado dos esforcos, em um primeiro mo-

mento, de Russo em [27], e, mais tarde, de Bollobas e Riordan em [4]. A prova baseia-se
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3 Aplicaces em percolacio de Bernoulli no grafo L

no fato de que funcoes indicadoras de eventos de cruzamento de caixas passam por sharp
threshold.

Porém, antes da demonstracao em si, sao necessarias algumas defini¢oes e resulta-
dos parciais. Primeiro, defina, para quaisquer dois inteiros positivos n e m, o retangulo
R(n,m) = [0,n] x [0,m]. Além disso, H(n,m) = {3 cruzamento horizontal esquerda-
direita em R(n,m)} e V(n, m) = {3 cruzamento vertical cima-baixo em R(n, m)}. Agora,

observe a proposicao a seguir.

Proposigao 3.4. Temos que, para todo n € N, P%(H(n +1,n)) = 3.

Demonstracdo:

Para essa prova, defina um reticulado dual (L*)" = ((Z*)", (E?)"), tal que (Z*)" =
(3, D) 4+2Z% e (E*) = {(2*,y*) € (Z*)" x (Z%)" : 6(2*,y*) = 1}, onde, para cada elo e € E2,
existe uma correspondéncia unica com o elo e* em (EQ)* que o cruza — de tal forma que

wr =1—w.. A Figura 2 ilustra esse novo reticulado.

ex

ert !
e !
707*\ ]
0 1 1
——— bk =@ --4 ,,@,,,,,4@ ,,,,,

Figura 2: Reticulado original I? (linha sélida) e reticulado dual (I?)" (linha tracejada).

. . . *
Agora, perceba que, da maneira como definimos o reticulado (L*)", bem como

* o~ P, de, se a

os elos que o compoem, podemos dizer que, se w ~ P,, entao w
lei que determina o estado de uma configuracao w é o produto de variaveis Bernoulli
independentes com parametro p, entao a lei associada a w* é o produto de varidveis
Bernoulli independentes com parametro 1 — p. Em particular, se p = %, w e w* tém a

mesma distribuicao. Assim,

P.(H(n+1,n)) =1—=Pi(H(n+1,n))

1
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3.1 Ponto critico para percolacao Bernoulli em L2

onde V*([a, b] x [c,d]) = {3 cruzamento vertical cima-baixo em [a, b] X [¢, d] no reticulado
dual} e a ultima igualdade usa, além de invariancia por translacao, o fato de que p =

3.
Logo, P1(H(n + 1,n)) = s, VneN. O

D=

Corolario 3.1. Temos que, para todo n € N, P%(H(n,n)) >

Demonstracgdo:
Note que #(n,n) D H(n+1,n). Dessa forma, pela Proposicao 3.4, P1(H(n, n)) =

Pi(H(n+1,n)) = 1. 0

1
2

O que a Proposicao 3.4 nos diz é que, para retangulos do tipo [n + 1] x [n], a
probabilidade de cruzamento nao tende para 0 ou para 1 quando n vai para infinito. O
que vamos verificar agora é se, para retangulos “nao degenerados” (no sentido de nao terem
altura e largura muito parecidas), a probabilidade de cruzamento ainda é uniformemente

limitada. Nesse sentido, considere o teorema a seguir.

Teorema 3.2. Para qualquer p > 0, existe ¢ = ¢(p) > 0 tal que, ¥n > 1,
c<Pi(H(pn,n)) <1-c

Porém, antes de qualquer discussao sobre o Teorema 3.2, é necessario enunciar uma

ferramenta que sera importante para algumas das demonstragoes que vao ser apresentadas.

Lema 3.1 (Desigualdade de FKG). Sejam X, Y varidveis aleatdrias crescentes e limitadas,

entao
]Ep<X YY) 2 ]Ep(X) 'Ep(y)'
A demonstragao da Proposigao 3.1 sera feita no Apéndice A.

Corolario 3.2. Sejam A, B eventos crescentes, entao
PP(A NnB) = PP(A) ’ PP<B)-
Demonstragdo:
Defina X (w) = I4(w) e Y(w) = Ip(w) e aplique o Lema 3.1. O

Agora, perceba que, em relacao ao Teorema 3.2, se formos capazes de determinar
a cota inferior para a probabilidade desejada, a cota superior segue facilmente. Basta

notar que, de maneira similar ao que foi feito na demonstracao da Proposicao 3.4, o
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3 Aplicaces em percolacio de Bernoulli no grafo L

complementar do evento H(pn,n) pode ser escrito como V* ([%, n+ %} X [—%, pn — %])7
assim, por invariancia por translacao e usando o fato de que p = %, chegamos a conclusao
de que Py (H(pn,n)) < 1—c. Um argumento similar vale para justificar o fato de que
s6 é necessério considerarmos os casos em que p > 1 (veja, entretanto, que pelo Corolério
3.1, 0 caso p = 1 ja estd pronto). Além disso, se formos capazes de encontrar uma cota
inferior para P%(H(p n,n)), com p = 1+ € > 1, entdo também temos o resultado para
qualquer p’ > 1.

Para verificar essa ultima afirmacao, defina os retangulos R; := [ien, (i€ + p) n] X
[0,n] e os quadrados S; := R; N R;;1; além disso, considere os eventos H(R;) = {3
cruzamento horizontal em R;} e V(S;) = {3 cruzamento vertical em S;} (a Figura 3
mostra um esbogo desses elementos). Assim,

P.(H(p'n,n)) >P

1
2
por inclusao de eventos. Além disso, perceba que p' = [ie+p] = i = "’,—6_1 —-1< [%1 -1
Agora, sob a observacao de que os eventos de interesse sao eventos crescentes e aplicando
o Corolario 3.2 (FKG) duas vezes, é possivel escrever que

(HER)NVE)| = [P R) V(S]]

N =

com c(p) >0, tal que p=1+¢€ > 1.

Por fim, e de posse das conclusoes que acabamos de obter, para demonstrar o
Teorema 3.2, basta que sejamos capazes de encontrar uma cota inferior (uniforme em n)
para a probabilidade de cruzamento horizontal de um retangulo arbitrario R; com largura
pn, tal que p=14+¢€> 1.

np—e =n(l+e—¢€ =n

e

0 en pn 2en (e+p)n (2e+p)n

pn

Figura 3: Esbogo dos eventos H(R;) e V(S;) para R; comi=0,1e2eS; comi=0e 1.
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3.1 Ponto critico para percolacao Bernoulli em L2

Demonstragdo (Teorema 3.2):

Como acabamos de discutir, basta provar que a probabilidade de cruzamento — na
diregao mais dificil — de um retangulo com lado maior igual a p vezes o lado menor (para
algum p = 14 € > 1) é uniformemente maior do que uma constante c(p) > 0. Nesse caso,

usaremos p = %; ou seja, mostraremos que
P

Para essa demonstracao, definiremos o retangulo R := [—n,n| x [—n, 2n], tal que
V(2n,3n) = {3 cruzamento vertical em R}. Além disso, defina S := [0,n] x [0,n], S :=
[—n,n] X [-n,n] e | ;== [—n,n] x {—n}; i.e., [ corresponde & parte de baixo do retangulo
R (ou do quadrado S').

Além disso, sejam A = {3 cruzamento vertical cima-baixo em S}, A" = {3 cruza-
mento horizontal esquerda-direita em S} e B = {3 cruzamento horizontal esquerda-direita
em S que estd conectado a [ em S'}. Agora, para um caminho arbitrdrio v que vai do lado
esquerdo ao lado direito de S, denote por o(7) a reflexdo de v com respeito a {0} x Z.
Por fim, defina V() como o conjunto de vértices em S" que estao abaixo de v U o (y). A

Figura 4 ilustra o que acabamos de descrever.

(0,2n) R (0,2n) R
(0,n) _ , (0,n) ,
s|° s|°
) I a(7) |7
r 3 I SR -
(—n,0) 0,0) (n,0) (—n,0) (0,0) (n,0)
V(v)
: (R N : 0. 5n)

Figura 4: Caixas R, S e S’ com representagao dos eventos de interesse (esquerda) e

conjunto de vértices V(7) (direita).

Assim, se I é o cruzamento esquerda-direita em S mais alto, temos que

(A'N{T =+~}), jAque BC A’

1
2

Pi(B) =) P (B|AN{T=1}) P
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3 Aplicaces em percolacio de Bernoulli no grafo L

>) Pi(yelem V(y) [AN{T =~}) P

5

= ZP%(W —lem V(y)) P

~

zigmmmr:v}):

(A"N{L' =1~}

1
2

(A"N{T =1~}

Cor. 3.1 ]
Py4) 2 <

1
2

1
2

e

Para justificar a primeira desigualdade da quarta linha, note que

1 Cor. 3.1

5 < Pi({3 cruzamento cima-baixo em S'}) < IP’%({’y —lem V(y)}U{o(y) <> lem V(v)})

1
2

< 2P (y ¢ Lem V(y)),

N

por simetria. O que implica em P%(y ~lem V(y)) > }L.

Finalmente, note que para que o evento {3 cruzamento vertical cima-baixo em R}
acontega, é suficiente que os eventos A, B e B’ ocorram; onde B’ = {3 cruzamento
horizontal esquerda-direita em S que estd conectado a [—n,n| x {2n} em [—n,n] x [0, 2n]}.
Aqui, por simetria, temos que ]P’%(B’) = IP’%(B) > &

Dessa forma,

FKG
P > : L

(V(2n,3n)) > P.(ANBN B

NI

1
2
como gostariamos de, inicialmente, demonstrar. O

Do Teorema 3.2, perceba que conseguimos derivar o seguinte corolario:

Corolario 3.3. Existe a > 0 tal que, para todo n > 1, P%(O < 0A,) < n® Em

particular p, > %

Demonstracdo:

Comece denotando por Ay o evento {OAy <> OAgi}. Para i € {1,2,3,4}, defina
B; = {3 cruzamento no sentido mais facil do retangulo R;}; onde Ry = [—2k, 2k] x [k, 2],
Ry = [k, 2k] x [~2k, 2k], Ry = [—2k, 2k] x [~2k, —k] e Ry = [—2k, k] x [~2k, 2k]. Veja a
Figura 5.

4
Perceba que, nesse caso, A, C |J,_; Bi; logo,

4
P%(“lk) < 1- P% (ﬂ Bz'c)
i=1
FKG A A
< 1—P%(Blc) < 1—-c =¢ <1,
onde a ultima desigualdade vem do Teorema 3.2.
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3.1 Ponto critico para percolacao Bernoulli em L2

S 2k 4k

| |
| |
| |
Agy l l

Figura 5: Caixas Ay e Agx (linha sélida) com ocorréncia do evento A e caixas R;, com

i€ {l,---,4} (linha tracejada).

Agora, seja A a interseccao dos eventos Ay, tal que k é da forma 2™, com m € N,

e k <n. Assim, {0 <> OA,,} C A; dessa forma,

P10+ OA,) < Py (A) =P

1
2

[N

((OA: <> aA%)]

k

= [[P1 (07 < O0s)

com « pequeno o suficiente e n > 1.

Por fim, para mostrar que p, > %, perceba que lim,, ., « }P’%({w €N:0+ 0N} =
P1({w € Q:[Co(w)| = +00}) = 0. Dessa maneira, para p = 1, a probabilidade de existir
aglomerado de tamanho infinito na origem é igual a zero. Logo, p. > % O]

Agora que ja vimos que a probabilidade de cruzamento, para p = %, é uniforme-
mente limitada por c e 1 — ¢, com ¢ > 0, podemos analisar o que acontece quando p # %;

em particular, para p > % A proposicao abaixo nos da um resultado desse tipo.
Proposicao 3.5. Para qualquer p > %, existe § = B(p) > 0, tal que
1 s
P,(H(2n,n)) > 1 — En .

Demonstracdo:

Comece por definir a fungao Booleana f,(w) := Iy(2nn)(w). Agora, fixe um elo
e em R(2n,n) e veja que se V. f,(w) # 0; i.e., se mudar o estado do elo e implica em
mudar o valor da funcao f,,, entao existe um caminho aberto na rede dual que conecta a
parte de cima (de baixo, respec.) de uma caixa do tipo R* = [%, 2n — %} X [—%, n -+ %]

a extremidade superior (inferior, respec) do elo e*; nesse caso, pelo menos um dos dois
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3 Aplicaces em percolacio de Bernoulli no grafo L

“bracos” de elos abertos na rede dual que se originam em e* tem tamanho maior ou igual

a 5. A Figura 6 ilustra essa afirmagao.

2n
Figura 6: Caixas R = R(2n,n) e R* para um elo fixado e, tal que V.f,(w) # 0.

Como os estados dos elos de w* sao determinados, de maneira independente, se-

guindo uma distribuicao Bernoulli de parametro 1 —p, o Corolario 3.3 nos da, para p > %,

1

It (fu(w)) = By(fu() # fu(Flip, (@))) < 2P1_, (0 9Az) < 2P <+

D=

onde N = (%)a

O que acabamos de ver é que, para todo e € R(2n,n), Inf.(f,(w)) < %; 0 que,

pelo Teorema 2.2, implica em dizer que, para p > %,

Fy'(p) 2 ¢ n(N) Vp(f (w)). (20)

Integrando a Expressao (20) entre % e p, temos

—_— T Fn(p) 2 (% Nc(p_§>
= F,.(p) 1;]?(”1%) N=(=2) > 1 - F,(p)
— F,(p)>1 - 1(1) N—c(-3)

cluimos a prova. O
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3.1 Ponto critico para percolacao Bernoulli em L2

Por fim, de posse dos resultados que acabamos de obter, somos capazes de demons-
trar o Teorema 3.1.

Demonstragdo (Teorema 3.1):

Para provar que, em d = 2, p. € igual a %, basta mostrar que p, < %; ja que, pelo
Corolério 3.3, temos que p. > % A estratégia utilizada serd, baseada na Proposicao 3.3,
mostrar que, para p > %, existe, com probabilidade 1, aglomerado de tamanho infinito
em w; o que implica que p, < %

Comece por definir os eventos A, := H (2", 2") e B, := V(2",2"1). A Figura 7

apresenta um esboco da ocorréncia desses eventos.

—

8

Figura 7: Ocorréncia (alternada) dos eventos H(2"+1 2") e V(27,21 para n € {0, 1, 2}.

Agora, note que se A, e B, ocorrem para todo n € N, com excecao de uma
quantidade finita de vezes, entao existe aglomerado de tamanho infinito em w. Assim,

pela Proposigao 3.5 temos que, para p > %,
+o0o 1 +oo
Py(A4,°) < =) 27°m 21
2 BA) < 5D (21)

Da Expressao (21), perceba que :2 27" converge; logo, por Borel-Cantelli?,
P(A,° infinitas vezes) = 0. O que significa que, com probabilidade 1, A,, nao ocorre,
no méximo, uma quantidade finita de vezes. Usando invariancia por translacao, P,(B,*
infinitas vezes) = 0. Dessa forma, como A, e B, ocorrem para todo n € N, exceto por
uma quantidade finita de termos dessas sequéncias, entao existe, com probabilidade 1,

aglomerado de tamanho infinito em w — o que conclui a demonstracao. O

20 Lema de Borel-Cantelli diz que, para um sequéncia de eventos (A, )nen, se E:g P(A,) < +oo,
entdo a probabilidade de que A,, ocorra para todo n € N — exceto por uma quantidade finita desses

valores —, é zero; i.e., P(A, infinitas vezes) = 0.
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3 Aplicaces em percolacio de Bernoulli no grafo L

3.2 Sharpness da transicao de fase para percolagao Bernoulli

em L?

Em dimensoes maiores que d = 2, calcular o valor exato de p. é tarefa dificil;
de fato, nao se espera que o ponto critico, nesses casos, seja, a0 menos, um nNUMEro
racional (ou mesmo algébrico). Entretanto, é possivel mostrar que o modelo definido,
para dimensoes mais altas, também tem transicao de fase “afiada” — o que significa dizer
que a probabilidade de, por exemplo, a origem estar conectada a fronteira de uma caixa
de lado 2n decai “muito” rapido (em particular, exponencialmente rapido) quando p < p..

O teorema abaixo nos d4 um resultado desse tipo.

Teorema 3.3. Em um modelo de percolacio Bernoulli em L%, vale que
1. Para p < p,, existe um ¢, > 0 tal que para todo n > 1, P,(0 <» 0A,,) < e~ %"
2. Para p > p,, existe um ¢ > 0 tal que P,(|Cyp(w)| = +00) > ¢ (p — p.)-

Sobre o resultado que acabamos de enunciar, primeiro perceba que nada foi dito
quando p = p.; para 3 < d < 10, esse é um problema em aberto. O Teorema 3.3 foi
provado primeiro por Menshikov em [23] e por Aizenman e Barsky em [1]. Uma prova mais
recente (e mais simples, se comparada aquela que serd apresentada aqui) pode ser vista
em [12]; porém, a estratégia de demonstragao utilizada por Duminil-Copin e Tassion nesse
texto depende fortemente da estrutura associada ao modelo de Percolacao considerado.
Para esta dissertacdo, serd apresentada uma demonstracao introduzida em [10], e que
utiliza a ideia de algoritmo discutida na Subsecao 2.3. O beneficio dessa abordagem esta
na sua possibilidade de extensao para modelos definidos sobre espagos mais gerais.

Porém, antes da demonstracao do teorema, um lema (de Andlise) serd necessario.

Lema 3.2. Considere uma sequéncia convergente de funcoes f, : [0,z] — [0, M] dife-

renciaveis e crescentes em x tal que, para todo n > 1,

n
n
onde ¥, = 3" f.. Entio, existe & € [0,7] tal que
a. Para qualquer x < Z, existe ¢, > 0 tal que, para qualquer n > 1, f,(z) < e %™,

b. Para qualquer x > Z, f = lim,,_,, ., f, satisfaz f(z) > x — 7.
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3.2 Sharpness da transicao de fase para percolacdo Bernoulli em L¢

Demonstracdo:
Comece definindo

InX
7 = inf {x : limsupn—n(x) > 1} :
n—-+o00 ln(n)

Para mostrar “a.”, assuma x < I; nesse caso, fixe um 6 > 0 e defina ' := 2 — 0
e x” := x — 2§. Iremos mostrar que existe decaimento exponencial para f,(z) em z” em
dois passos. Primeiro, note que, pela definicao de Z, existe um inteiro N e um o > 0
tal que X, (z) < n'~ Vn > N. Em adigao, veja que, da Expressao (22) e da cota que

acabamos de estabelecer para X, temos que

n

.ﬁz%hz fo >0 fo (23)

nl-a
Integrando a Expressao (23) entre 2’ e x, obtemos

‘Azﬂnﬁ$@Ydm27ﬂl/fdr

! T

= () =

= fn(2) "9 < M, j4 que folz) <M

— fu(2') < Me®™, Yn> N. (24)

Em segundo lugar, da Expressao (24), perceba que existe ¥ < 400 tal que ¥, (2') < X,

Vn > 1. Além disso e de maneira similar ao que foi feito na Expressao (23), vale que

f 2 % fo (25)

Integrando a Expressao (25) entre 2” e 2/, obtemos

/ /

/ (In f,,(x)) dx > 2/ dx
I” E fD//
= fula”) S Me 5", ¥n >0,
Para mostrar “b.”, assuma x > . Aqui, para n > 1, defina T}, := mgn) > @

Agora, note que

R
T, = Al
In(n) ; i

n

(22) 1 i 1 I Kfi _In¥—InY,
> — — f - = 2>
~ In(n) ; ¥ i In(n) ; ¥ In(n) ’
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3 Aplicaces em percolacio de Bernoulli no grafo L

onde a ultima desigualdade vem do fato de que, para todo 7 > 1,

fi Yit1
32/21 ZdtzlnEZH—anl

In¥,41—In¥q

entre 2’ e z, obtemos
In(n) )

Para 2’ € (Z,z), e integrando T,," >

1) = 1) 2 = ([ 0 Se) ~ (e

—— (InX,(2") — In(M)),

ja que 3, é nao-decrescente.
Assim, como T,,(z) converge para f(z) quando n — +oo (recorde que, para uma

~ . , . n—-+o00 ~ . n——+00
sequéncia (a,)nen de niimeros reais, se a, — a, entao ﬁ Yo% =" a), temos que

) = 1) 2 (=) (ima B ) 2 ),

pela definicao de 7.

Por fim, quando 2’ tende para Z por cima, temos que f(z) > x — Z. H

Agora, defina 6,,(p) :=P,(0 > dA,,) e S,, == ZZ:_& 0s(p). Feito isso, vamos estudar

o resultado abaixo, que nos dé a tltima ferramenta necessaria para provar o Teorema 3.3.

Lema 3.3. Para qualquer n > 1, temos que

> Ity (Tooon, () 2 g 0(p) (1= 0u(0))

eeEn

onde E,, é o conjunto de elos tal que as duas extremidades de e estao em A,,.

A demonstragao do Lema 3.3 é baseada no Teorema 2.4 e na escolha de um al-
goritmo T conveniente para determinar f,(w) := Ipeaa, (w). Nesse sentido, uma escolha
trivial de algoritmo seria o de revelar todos os elos de A, (seguindo alguma ordenacao);
porém, note que, aqui, .(T) = 1 para os primeiros elos e € E,, — o que nao funciona.
Como alternativa a essa primeira sugestao de algoritmo, podemos utilizar a estratégia de
comegar a verificar os elos que compoem o aglomerado da origem a partir do centro da
caixa A,. Sendo assim, os elos que nao estao proximos da origem seriam verificados se
e somente se tivessem uma de suas extremidades conectadas a Cy(w). Essa abordagem
nos da uma boa cota para as revelagoes dos elos longe da origem; em contrapartida, note

que os elos préoximos do centro da caixa ainda seriam revelados com alta probabilidade.
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3.2 Sharpness da transicao de fase para percolacdo Bernoulli em L¢

Para mitigar esse ultimo problema apontado, vamos, na verdade, escolher uma familia de
algoritmos que consulta os estados dos elos que pertencem ao aglomerado de JA,, para
1 <s<n.

Demonstracdo (Lema 3.3):

Para 1 < s < n, queremos um algoritmo T para Iy.s5, (w) tal que, para todo elo

e=(z,y) em E,,
0c(T) < Py(x <> 0A;) + P, (y ¢ 0Ay). (26)

Veja que se tivermos uma cota como a apresentada na Expressao (26), temos o

resultado desejado. Para verificar isso, note que, para = € A,

n n n—1
D Pz > 0A,) <Y P, (x4 ONjs—qo (7)) 2D P,(0 ¢ OA,) =2, (27)
s=1 s=1 s=0
onde d(0,z) = max (|z1], |z2|).
Da mesma forma,
S Py > 0A,) <28, (28)

s=1
Agora, aplicando o Teorema 2.4 e utilizando a cota estabelecida pela Expressao

(26), temos

Vp(Towon, (@) S p(1=p) D (Byla ¢ OA,) + Byly ¢ 0A,)) Infe(Toon, («)),

eeEn

o que implica, somando sobre todos os valores de s, que

n

D 0u(p) (1= 0,() <p(1—p) > Infu(loson, (W) Y (Bp(z <> OA,) + Py <> OA,))

0. () (1 0,(0)) )
—_— n- » (1 — p) < 4Sne€2E:nInfe<H0<_>aAn (w))
= 3 D oo, () 2~ ) (1 00) = 4 ) (1~ 0,0

B,

tal que a segunda linha utiliza as cotas representadas através das Expressoes (27) e (28).
De fato, basta mostrar que vale a Expressao (26). Para isso, vamos empregar um
algoritmo T que explora, primeiro, os estados dos elos construidos a partir do conjunto de
vértices que compoe o aglomerado de A,, intersecgao com OAg e que nao revela o estado de

nenhum elo e tal que as duas extremidades de e estejam fora dessa componente conexa.
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3 Aplicaces em percolacio de Bernoulli no grafo L

De maneira formal, defina o conjunto de indices e (antes, denotado por i) utilizando
duas sequéncias OA;, = Vo Cc V; C .- C V,e ) =Ey Cc E; C --- C E,. Aqui, V,
representa o conjunto de vértices que o algoritmo verificou estar conectado a dA; e E;
representa o conjunto de elos explorados pelo algoritmo até o instante t.

Fixando uma ordem para os elos de E,,, defina Vo = A, e Ey = (). Assuma, entao,
que os conjuntos V; C V,, e E; C E,, foram construidos de tal forma que, em ¢, uma das

duas situacoes a segui se aplica:

a. Se existe elo e = (z,y) em E, \ E; tal que z € V, e y € V; (se existir mais de
um, escolha o menor deles — de acordo com a ordem estabelecida), entao defina

€11 = ¢€, Et+1 = Et U {6} e

V. U{y} sew.=1

V, caso contrario.

b. Se e nao existe, entao defina e;;; como o menor elo em E, \ E; (de acordo com a

ordem estabelecida), E; 1 := E, U {e} e Vi1 := V.

Perceba que, enquanto estivermos na situacao “a.”, ainda estamos descobrindo elos
que fazem parte da componente conectada a JA,; ao passo que, assim que mudamos para
a situagao “b.”, nds permanecemos nela. Nesse caso, 7(w) nao é maior que o tltimo ¢
para o qual ainda estamos na situacao “a.”.

Relembrando que d.(T) :=P,(3t < 7(w) : e; = €), temos que

P,(3t <7(w):e, =€) <P, ({z > 0As} U {y > 0As})

< P,(z ¢ OA,) + P,(y <> OA,),

o que prova a Expressao (26) e, portanto, finaliza a demonstracao. 0
Finalmente, somos capazes de provar o teorema principal dessa subsecao.
Demonstracgdo (Teorema 3.3):

Seja F,(p) = E,(Ipson, (w)). Assim, utilizando os resultados do Teorema 2.1 e do

Lema 3.3, temos que

F)(p) =6,'(p) = Y Info(Toson, (w)) > Sﬁn On(p) (1 = 0n(p)). (29)

EEEn
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3.2 Sharpness da transicao de fase para percolacdo Bernoulli em L¢

Fixando p € (p, 1), veja que, para p < p, 1 —0,(p) > 1 — 0;(p) > 0; dessa forma,

considerando a Expressao (29), somos capazes de dizer que

(1—;91@)9"@))/ > s, (o )

Assim, aplicando o Lema 3.2 para f,(p) = (1 — 61(p)) "1 0,.(p) , existe p. € [0, p] tal que

a. Para qualquer p < p., existe ¢, > 0 tal que, para qualquer n > 1, (1—6,(p)) ™ 6, (p) <

e = O,(p) <e @
b. Existe ¢ > 0 tal que, para qualquer p > p., 0(p) > c(p — pe).

Finalmente, ja que p foi escolhido maior do que p., entao p. deve ser, necessaria-

mente, igual a p,. O
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4 Modelos de percolacao com dependéncia

Apesar de o Modelo de Percolagao Bernoulli, como discutido na Secao 3 ser, talvez,
o0 mais comum, ele nao é, de forma alguma, o unico. A independéncia que existe para
determinagao dos estados dos elos (ou vértices) nesse tipo de modelo pode nao existir.
Nesse sentido, modelos com dependéncia serao apresentados. Além disso, na Subsecao
4.2, estudaremos como resultados semelhantes aos introduzidos nas Sec¢oes 2 e 3 podem ser
estendidos para espacos mais gerais com medida monoétona associada. Entretanto, antes
de iniciar uma discussao desse tipo, vale a observacao de que os resultados apresentados
nessa se¢ao extrapolam o escopo do trabalho e, portanto, nao serao demonstrados em sua

totalidade. Ao invés disso, algumas provas serao esbocadas e outras referenciadas.

4.1 Percolacao 2k Dependente

O primeiro modelo com dependéncia que vamos discutir é chamado de “Percolagao
2k Dependente”. Este é um modelo de percolagao (dependente) de elos induzido por um
modelo de percolagao (independente) de vértices. Para defini-lo, comece, como feito na
Secao 3, com um grafo d dimensional L? = (Z% E?), com Z? conjunto de vértices e E4
conjunto de elos tal que E? = {(x, y) € 28X 2 | — yi| = 1}.

Para o modelo de elos, defina um primeiro espago de probabilidade (2, F, ;)
onde Q = [[,pa{0,1}, com w = (w, : e € E?) € Q, tal que w, = 0 para e “fechado”
e we = 1 para e “aberto”, F = o(cilindros finito-dimensionais) e p, : F — [0,1]
medida de probabilidade. De maneira similar, para o modelo de vértices, defina um
segundo espaco de probabilidade (£,G,IP,) onde = = [],;4{0,1}, com { = (& : = € Z%),
G = o(cilindros finito-dimensionais) e P,(§) = [[,.c, -, P [ [,.c,—o(1 —p). Finalmente, como
forma de, indiretamente, determinar a medida p,, diga que, para k € N fixo, w. = 1 se
existe © € Z% tal que £, = lee € Ar(x); ou seja, um elo e estd aberto se pertence
a alguma caixa Ay centrada em z tal que £, = 1. Formalmente, se f : = — () é tal
que fH(A) = {€ € Z: f(§) € A}, VA € F, entio iy(A) = (£.(B,))(A) = B,(f7(4)),
VA € F. A Figura 8 mostra o recorte de uma possivel configuracio desse modelo em L.

Para “Percolacao 2k” como acabamos de definir, note que existe dependéncia para

os estados dos elos; ja que o conhecimento sobre o estado de um elo arbitrario e nos da
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4.1 Percolagao 2k Dependente

alguma informacao sobre os estados de seus vizinhos. Porém, veja que, para dois elos
e = (z,y), f=(w,2) € E% sew,z & Ap(r) UAL(y), entio COV,(w.,ws) = 0, onde
COV,(+,+) é covariancia com respeito & medida f,. Por causa dessa caracteristica, esse

modelo é conhecido como “modelo dependente de curto alcance”.
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Figura 8: Configuracao possivel para o modelo de Percolacao 2k Dependente com k = 1

em recorte de 2.

Utilizando o resultado de Liggett, Schonmann e Stacey em [21], temos que, para
um modelo de percolacao com dependéncia finita em L? com d > 2, existe p. = p.(d) :=
sup{p : O(p) = 0} < 1 (isto é, existe transi¢cao de fase para o modelo de Percolacao 2k
Dependente), onde, de novo, 6 : [0,1] — [0, 1] é fungao que mapeia p — p,{w € Q :
|Co(w)| = +00}). Nesse sentido, como fizemos na Subsegdo 3.2, nos interessa estudar
o comportamento da fungao 0(p) para p < p. e p > p.. O teorema abaixo, similar ao

Teorema 3.3, nos d& um resultado desse tipo.

Teorema 4.1. No modelo de Percolacio 2k Dependente em L%, existe p. = pe(d, k) tal

que vale
1. Para p < p,, existe um ¢, > 0 tal que para todo n > 1, u,(0 <> OA,) < e~ %"
2. Para p > p,, existe um ¢ > 0 tal que p,(|Co(w)| = +00) > ¢ (p — pe)-

Demonstracgdo:
A estratégia adotada serd muito parecida com a demonstragao feita para o Teorema
3.3; de fato, considere uma familia de algoritmos T similar aquela definida para o Lema

3.3. O algoritmo T para f,(§) = [ s,, () ird revelar, através de um processo de
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4 Modelos de percolagao com dependéncia

exploracao de vértices, o aglomerado de dA;, com 1 < s < n. Nesse caso, perceba que T
deve explorar, primeiro, todos os vértices € A,, tal que OAg(x) estd conectada, através
de um caminho aberto no processo de percolacio de elos, a dA, (notacdo: dA(z) & OA,).

A Figura 9 apresenta um esboco do algoritmo de exploracao T que acabamos de descrever.

0
o N
As ;
Ap(x)
A,

Figura 9: Algoritmo de exploragao T para I x,, (§)-

Assim, para um conjunto de indices v com duas sequéncias OA, = Ag C Ay C --- C
A,el) =By cCB; C- - C B,, com A, representando o conjunto de vértices = tal que
OA(z) & OA, e B, o conjunto de vértices explorados até o instante ¢, temos, estabelecendo

uma ordem para os vértices considerados, uma construgao (em t) do seguinte tipo:

a. Ou existe um vértice x em A, \ B; tal que dA,(x) & A, (se existir mais de um,

escolha o menor). Nesse caso, defina vy := z, By = B, U {z},

AUu{x} seé =1
Apyr =

A, caso contrario.
b. Ou nao existe x com tais caracteristicas. Nesse caso, defina v;;; como o menor

vértice em A, \ By, Byyq := By U {z} e, por fim, A, 1 1= A,.

De novo, perceba que, em “a.”, ainda estamos descobrindo vértices x tais que
OAL(z) & OAy; porém, se mudamos para “b.”, permanecemos nessa opcio até o final
da exploragao. Em resumo, temos que 7(§) = min{t > 1 :Vz € Z, 2, = &, =
Lison, (2) = Ijgos ()} nio é maior que o dltimo ¢ para o qual a opcdo “a.” ainda ¢

vélida. Dessa maneira, a partir da definigao de §,(T),
P,(3t < 7(&) 1 vy = x) < P, (OAL(x) < OA,). (30)
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4.2 Percolacao FK (ou Random Cluster Model)

A fim de fixar notacao, lembre-se que IP,, nesse caso, é medida de probabilidade
para um subconjunto mensurdavel de =. Além disso, por inclusao de eventos e utilizando

a Expressao (30), podemos escrever que

P,({0Ak(7) €& OA} N {AL(x) estd aberta}) < P,(z & JA,)
= P, (0N (1) & OA,) < h P,(z < OA,), (31)

com a constante h = h(p) > 1 “pagando o pre¢o” para abrir Ag(z). Assim, utilizando as

Expressoes (30) e (31), temos que, para todo x € A,,,
5:(T) < h P,(z & OA,) (32)

Agora, aplicando o Teorema 2.4 para f,(§) = I 4, (£) e empregando a Expressao

(32) com o resultado adicional de que Y.1_ P,(z <& 9A,) < 2.5, temos, seguindo exata-

mente os mesmos passos apresentados na primeira metade da prova do Lema 3.3, que

> Wbelyepn, (€)) = g 0alp) (1= 6u(1), (3)

IEGAn

onde 0,(p) == P,({£ € Z:0 & 0A,}), 0.(p) == P,({¢ € Z: 0 & IA,}) e, por tltimo,
Sn 1= D120 ba(p)-

Finalmente, e como na demonstracao do Teorema 3.3, utilizando o Teorema 2.1
com a Expressdo (33) e aplicando, para f,(p) = h (1 — 61(p)) "' 0,.(p), tal que p € (p., 1),
o Lema 3.2, obtemos o resultado procurado para a medida P,,.

Agora, a fim de estender o resultado para a medida definida sobre o modelo de
percolagao de elos, note que p,(A) é, por construgao, igual a P,(f~'(A)), VA € F, onde
f 2 — Q é a regra que mapeia o modelo de vértices no modelo de elos. Sendo assim,
P,({€€Z:0& 0A,}) = ppy({w € Q: 0 < JA,}); da mesma forma, se Cy(¢) = {y €
Z4 0 &y}, entdo Py({€ € Z: |Co(€)] = +o0}) = pp(w € Q : |Co(w)| = +o0}), 0 que

conclui a demonstragao. O

4.2 Percolagao FK (ou Random Cluster Model)

O modelo que vamos discutir nessa subsecao foi inicialmente introduzido por For-
tuin e Kasteleyn em [14] e é conhecido como “Modelo de Percolagao FK” (ou “Random

Cluster Model”).
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4 Modelos de percolagao com dependéncia

Seja L4 = (Z¢, Ed) reticulado d dimensional, onde Z? é conjunto de vértices e E¢
é conjunto de elos, tal que, para z,y € Z¢, B¢ = {(:c,y) SVADVAR Zle |z; — yi| = 1}.
Defina o grafo finito G = (V,E), onde V C Z% é conjunto de vértices e E ¢ E? é conjunto
de elos e = (x,y), tal que z,y € V.

Inicialmente, defina um espaco de probabilidade (2, F, i), onde Q = {0, 1}/Fl, com
w=(we:e€E)eQ, tal que w, = 0 para elo e “fechado” e w, = 1 para elo e “aberto”,

F=P(Q)e parape[0,1]eqe(0,+0),

lwl(1 — p)IEl=lw| k(w)
p“(1—p) q
NG,p,q(“) =

Y

ZG,p,q

onde |w| = Y g We, k(w) é o niimero de componentes conexas em w (incluindo vértices

isolados) e

Zopa = Y p(1 = p)lFIlght)

wen
é constante normalizadora.
Note que, para ¢ = 1, pigpq(w) é medida produto Bernoulli e obtemos o modelo
de percolacao independente com parametro p.
Perceba, também, que a medida 1, como acabamos de descrever, é medida mondtona.

De maneira geral, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 4.1. Uma medida p em {0, 1}‘E‘ é mondtona se, para qualquer e € E, qualquer
F C E e para qualquer ¢,¢ € {0,1}F satisfazendo ¢ < ¢, p(we = &,Ve € F) > 0 e
p(we = (., Ve € F) > 0, temos que

,u(we = 1’("]6 :geave € F) S :u(we = 1’w€ = Ce’ve € F)

Medidas como as da Definicao 4.1 gozarao de versoes estendidas de alguns dos
resultados das Secgoes 2 e 3, discutidas ao longo dessa subsecao.

Agora, a fim de estender o modelo que acabamos de descrever para um conjunto
com volume infinito, defina, para Q = J] cp{0,1}, com w,§{ € Q e F = o(cilindros

finito-dimensionais),

w., seecG

& caso contrario,

com ¢ agindo como boundary condition (ou “condi¢ao de fronteira”). Assim, para Qé
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4.2 Percolacao FK (ou Random Cluster Model)

subconjunto finito de €, tal que w, = &, Ve € E¢ \E,

Il (1 p) Bl =lwl g (w,€)
; el pég 4 sew € Q%
Nqu(W):: G.pyq
0 caso contrario,

onde k(w, &) é o nimero de componentes conexas em w que intersectam com G e

78, = 3 pHI(1 - p)Elklgres,
D4

weﬂé

Em particular, estamos interessados nas medidas u%7p7q e uép,q. A primeira delas

implica que, a nao ser pelas conexoes dentro de G, os vértices de 9V nao estao conectados;
ao passo que, na segunda, todos os vértices x € JV estao conectados.

Por fim, a ferramenta que vamos utilizar para argumentar em favor da extensao

que gostarfamos de propor para definir uma medida u;d’p’q ¢ chamada de Thermodynamic

Jd

limit, e é apresentada a seguir. Para isso, defina A, := [-n,n|* com n € N.

Teorema 4.2 (Thermodynamic limit). Seja p € [0,1], ¢ € [1,+00) e A = (A},)neny uma

sequéncia crescente de caixas tal que A, — Z%, quando n — +o0. Entéo, para & = 0,1,
a. O limite

3 li 9
= l1m
MZ{nq ,%$+Q3MAn@ﬂ

existe e independe da escolha de A.

b. Vale que u%d%q < /Léd’%q, no sentido de que uozd’pﬁq(A) < U%dyp,q(A% para todo A € F

evento crescente (chamado de “ordem estocéstica de medidas”).

A demostracao do Teorema 4.2 nao sera feita, porém, é possivel encontra-la em
[17] (Thm. 4.19, “a” e “c").

Agora, de maneira similar ao que fizemos na Secao 3, podemos definir o ponto
critico como p.&(q) = sup{p : 0°(p,q) = 0} com & € {0, 1}, tal que 6% : [0,1] x [1, +00) —
[0,1] é fungao que mapeia (p,q) — u;d,m(]Co(w)\ = +00). Além disso, como u%d%q =
,u%dm para quase todo p € [0, 1] (em [17], Sec. 5.1), 8°(p,q) = 6'(p,q) para quase todo
p € [0,1] — ja que 0%(p,q) é ndo-decrescente em p (também em [17], Sec. 5.1). Dessa
forma, denotamos p.(g) = p.(q) = pc'(q).

O teorema apresentado a seguir, que determina o ponto critico para o modelo de

Percolagdo FK em Z? foi inicialmente provado em [3] (com demonstraces alternativas
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4 Modelos de percolagao com dependéncia

em [9] e [11]). Esse é um teorema “novo”, no sentido de que ele generaliza o resultado
para ¢ > 1; ao passo que, antes, apenas os casos onde ¢ = 1, ¢ = 2 ou ¢ “muito grande”

haviam sido demonstrados.

Teorema 4.3 (Beffara, Duminil-Copin). Para o modelo de Percolacio FK em Z* com
q € [1,+00),
_ Ve

1+/q

Porém, antes da demonstragao (parcial — ja que ela depende fortemente dos que foi

pe(q)

desenvolvido em [10]) do Teorema 4.3, sdo necessarios alguns resultados intermediarios.

Lema 4.1 (Desigualdade de FKG). Sejam X, Y variaveis aleatorias crescentes e limitadas

e 1 medida mondtona, entao
E (X -Y) 2 Eu(X) - Eu(Y).

Note que o Lema 4.1 é uma generalizacao do ja apresentado (e demonstrado) Lema
3.1. A demonstracao dessa versao mais geral, que nao serd feita aqui, pode ser encontrada
em [17] (Thm. 2.16). Dois corolarios imediados, apresentados a seguir, serao uteis mais

tarde.
Corolario 4.1. Sejam A, B eventos crescentes, entao
p(ANB) = p(A) - u(B).
A demonstragao do Corolario 4.1 é idéntica a que foi feita para o Corolario 3.2.

Coroldrio 4.2. (Truque da raiz quadrada) Sejam Ay, --- , A, eventos crescentes e com

mesma probabilidade. Defina A = J_, A;. Entao

(A = 1— (1= p(A))r.

Demonstracgdo:

Veja que

ja que, por hipdtese, p(A;) = u(A;), Vi # j; sendo assim, p(A;) > 1—(1—p (U?:l))%. O
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4.2 Percolacao FK (ou Random Cluster Model)

Proposigao 4.1. No modelo de Percolacio FK em Z?, para todo p € (p., 1], ¢ € [1, +00)
e £ € {0,1}, vale que ,u;dpq({w € Q: N(w) =1}) = 1, onde N(w) conta o nimero de

aglomerados abertos de tamanho infinito em w.

O que a Proposicao 4.1 nos diz é que, se 6¢(p, q) > 0, existe, quase certamente, aglo-
merado tnico de elos abertos. Esse resultado também nao serd provado aqui; entretanto,

é possivel encontrar sua demonstracao em [17] (Thm. 5.99).

Proposicao 4.2. Se w ~ /L?qu, entao w* ~ pg. o+ o> onde w* é uma configuragao no

reticulado dual com G* = (V*,E*), tal que ¢* = ¢ e p* respeita

(1-p)q . . pep
p* = —————— ou, de maneira equivalente =q. (34
1=pla+p (1—=p)(1—=p) )
Demonstracgdo:
Seja G = (V, E) grafo finito. Nesse caso, por defini¢ao,
|l
0 p k(w,0

MG,p,q X (Tp) q ( ) (35)
Porém, note que |w| = |E| — |w*| e k(w,0) = h(w*), onde h(:) é a fungao que conta

as faces de um grafo planar conectado. A Figura 10 nos ajuda a ter uma ideia de o porqué

a ultima afirmacao ¢é verdadeira.

& ---- ) A SR
! | |
|
1 1 .
o-|-4-1--0--f--@
: 0y 1
! 0] i
|

"
!
3 L

|
- ———&-———& - ®

Figura 10: Configuragdo w definida em G (linha sélida) e configuragao correspondente w*

definida em G* (linha tracejada).

Além disso, pela Férmula de Euler?, temos que h(w*) = |w*| + k(w*, 1) + 1 — [V*|.

Assim, da Expressao (35), podemos escrever
0 p ] |ow* [+k(w* 1) +1—|V*]
lu(G,p,q (8 (1 . p) q ’

1-p ] o

3Para qualquer grafo planar (conectado) com |V| vértices, |E| elos e |H| faces, vale que |V|—|E|+|H| = 2.
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4 Modelos de percolagao com dependéncia

*|

p* |w .
*1 1
N ( ) 1 W o K pr.q*>

1—p*

o que conclui a prova. O

Proposicao 4.3. No modelo de Percolagao FK, para todo p € (p., 1] e g € [1,+00), vale
que gy, ,(H(n +1,n)) = 1, quando n — +oo0.

Demonstracdo:
Nessa prova, a fim de nao sobrecarregar a notagao, defina R(n,m) := [—%, g] X
[—2,2]; e, por consequéncia, H(n, m) = {3 cruzamento horizontal em R(n, m)} (deter-

mine V(n,m) de forma andloga). Assim, para k < % e usando o Corolario 4.2, temos

NG

poa, (O ¢ lado A de OAx) > 1— (1 — p)a (O, > OAz))
=1— i (DA 45 OAz)i
>1- u%d%q(f)Ak ¥ +00)4.

ST

Agora, para R := R(n + 1, n), note que

,uOZd’p,q ({OAk (—g, O) <> lado A de GR} N

/ k 1
{8Ak ( X O) < lado B de 8R}> >1- QM%dpg(émk ¥ +00)1, (36)

onde A, é uma caixa deslocada de k unidades para o lado em relacao & caixa A
(veja a Figura 11). Perceba que, para a desigualdade acima, utilizamos o fato de que

/‘%d,p,q (N A) =130, uozdm’q(Af), para qualquer sequéncia finita de eventos {A; } ;.

(lado A) «__— > e« vw,n (lado B)

O
(0,0)

n+1
Figura 11: Esbogo da ocorréncia do evento {9A(—%,0) +» lado A de OR}N{OA,'(£,0) +»
lado B de OR}.
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4.2 Percolacao FK (ou Random Cluster Model)

Pela Proposicao 4.1; i.e., usando o fato de que na regiao supercritica o aglomerado
aberto com tamanho infinito existe e é inico (quase certamente), e empregando a cota

determinada através da Expressao (36),

lim inf /LZd JHn+1n)=1- 2u%d’p7q(8Ak 4 +o0)i P2t

n—-+o00

para todo p > p.; o que conclui a demonstracao. O
Além disso, e como mencionado em paragrafos anteriores, alguns dos resultados ja
discutidos em outras secoes podem ser estendidos para medidas monodtonas; em particular,

para u;d b Nesse sentido, vale uma extensao do Teorema 2.4, enunciada a seguir.

Teorema 4.4. Seja n € N e p medida monétona em [n]. Fixe uma fungao Booleana

crescente f:4{0,1}" — {0,1} e um algoritmo T; entao vale que

Z 8 (T) Inf" (f (w)),

onde 0;(T) é definido da mesma forma que foi feito para o Teorema 2.4.

A demonstracao do Teorema 4.4, que se nao sera feita aqui, pode ser encontrada

m [10].
Como aplicagao do Teorema 4.4 temos que, como no Teorema 3.3, a probabilidade
da origem estar conectada a borda de uma caixa de lado 2n decai, na regiao subcritica
do modelo considerado, exponencialmente rapido com n. O teorema abaixo nos da um

resultado desse tipo.

Teorema 4.5. No modelo de Percolacio FK em Z¢, com ¢ > 1, vale que
1. Para p < p,, existe ¢, > 0 tal que para todo n > 1, u}\n7p7q(0 — ON,) <e @™,
2. Para p > p,, existe ¢ > 0 tal que u%d’p’q(|00(w)| =+00) > c(p—pe).

A demonstragao do Teorema 4.5, similar ao Teorema 3.3, pode ser encontrada em
[10].
Finalmente, e de posse de todas essas ferramentas, podemos nos concentrar na

demonstracao do principal resultado dessa subsegao, o Teorema 4.3.

Demonstragdo (Teorema 4.3):

Para a prova desse resultado, vamos dividir os casos em que p.(q) > 1;([1/(3 e pe(q) <

Vi
EYE

o que concluiria a demonstracao.
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Primeiro, note que, para p tal que p = p* (chamado de ponto self-dual, ou psq),

vale que pyq(q) = 1_{\‘]/5. De fato, usando a Expressao (34) para p = p*,

(= ——" — — = - l: V4
(1—p)? Va p Vi p 1+./4q

Nesse caso, para p = psq,
0 Prop. 4.2 1 N 1 1 1 1
1

Teor. 4.2 1 1 1
< L= U g (V* <[§,n+ 5] X {—ﬁ,n%— 5})) :

o que implica em, por invariancia por translacao e usando o fato de que p = p*,

p? 1 1-p 1+\/§_

= p = psa(q).

Similarmente |

11t g (H(n +1,n)) 5 2 Hpy(Hn+1n), ¥neN. (37)

Agora, sob o resultado da Proposicao 4.3, que diz que Vp > p., u%’pﬁq(H(n—H, n)) —

1, quando n — 400, temos que, pelo lado direito da Expressao (37), p. > p = 13((1/6'
Para mostrar que p, < I}Ff\q/q e finalizar a prova, utilizaremos o item “a.” do
Teorema 4.5. Para isso, assuma p. > p = 1;(%. Nesse caso,

n—-+00

uép,q(?-[(n +1,n)) < n,u(%}’p’q(() ~ JN,) — 0,

pelo Teorema 4.5; o que é um absurdo, ja que ,u%;,p,q(?-[(n +1,n)) > %, Vn € N — pelo

lado esquerdo da Expressao (37). Logo, p < 1—\%/\6/6' O
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Apéndice A — Outras demonstracgoes

A seguir, serdao apresentadas as demonstracoes de alguns dos resultados que foram
utilizados ao longo do texto e que nao tinham relacao direta com o assunto que estava
sendo discutido; e, portanto, nao foram provados. Para ler o enunciado do Lema ou

Proposicao de interesse, volte a subsecao apropriada.

Demonstracdo do Lema 2.1 (baseado em [28]):

Seja f(w) = > sep) f(S) Xs € g(w) = > pep 9(T) X7, entao:

E%(f(w)'g(w))zE% > F®)xs | D 9T xr

SCn] TCn]

DD A FT)  xsxr

SCln] TC[n]

Agora, note que:

Xs X1 = (—1)2ies @ (—1)2uer i
= (—1)Dies @it ere;
= (—1)ZiesarwitXjesnr 2% onde SAT é a diferenca simétrica entre S e T
= (1)Ziesarsn (1)) = (1) Riesare = g,
Assim

onde E%(XSAT) éigual a0, se S # T (note que, se A # (), entéo E%(XA) = ]E%((—l)zzeAwl),
que é o mesmo que dizer que E%(XA) = [Lica E%((—l)“’i) = 0, visto que E%((—l)‘”") =0,
Vi e A), ou E%(XSAT) éigual a 1,se S =T (ja que xp = 1). Dessa forma,

Es(f@)-gw) = 3. F(S)3(S)

SC[n]

~

Por fim, tomando f(w) = g(w), Yw € §2, segue que E%(fZ(w)) > scm (f(S )2,

como queriamos demonstrar. O
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Demonstragdo da Proposigdo 3.1 (baseado em [7]):

Para mostrar que #(p) é nao-decrescente, usaremos a ideia de acoplamento. Assim,
seja ((;)ien sequéncia de varidveis aleatérias independente e igualmente distribuidas tal
que ¢; ~ U|0,1], Vi € N. Além disso, defina um espago de probabilidade “maior”, tal que
Q = [].cpa[0,1] e P, é medida produto.

Nesse caso, dizemos que um elo é p-aberto se ((e) < p. Agora, note que, se p; < pa,

entao um elo py-aberto é, também, po-aberto. Portanto,
{weQ:|Co(w,pr)| = 400} C{w € Q2+ |Colw, p2)| = +00};
o que implica em
P ({w € 21 [Co(w)| = +00}) < Py, ({w € Q: |Co(w)| = +o0}),
que é o mesmo que dizer que 6(p;) < 6(ps). ]

Demonstragdo da Proposicdo 3.2 (baseado em [7]):

Utilizando a Proposicao 3.1, é suficiente provar que valem as seguintes afirmacoes.
1. 3p > 0, tal que, Vp < p, 8(p) = 0; e
2. dp < 1, tal que, Vp > p, 6(p) > 0.

Afirmagéo 1:

Primeiro, note que E,(|Co(w)]) = >_,.cn [ - Pp(|Co(w)| = n)] + (+00 - 0(p)); onde
|Co(w)| pode ser escrita como ) ,aloeq)(w). Aqui, para mostrar que 6(p) = 0, basta
verificar que E,(|Cy(w)|) < 4+00. Assim,

E,(|Co(w Z Loz (w) | = Z P, (0« z) = Z P, U ~ é aberto

zeZ zeZd zezZd v=(0,,x)

< Z Z P(v é aberto).

IEZd ’y:(o’)‘r)
Nesse caso, note que >0, 74 > _ .. () corresponde & soma de todos os caminhos
. . . -y d .
finitos que comegam na origem e terminam em algum vértice x € Z¢. Dessa forma, é

possivel escrever que

+o0
Z Z P(y é aberto) Z Z P(v é aberto) = Zp" ~o(n
n=1

z€zt v=(0,,x) n=l y= ? ‘xn)
¥
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onde o(n) representa o nimero de caminhos que partem da origem e tem tamanho n.

Agora, note que o(n) < 2d - (2d — 1)1, Sendo assim,
E,(|Co(w <2dpz (2d —1))""! < 400, se |p(2d —1)| < 1;

ou seja, E,(|Co(w)]) < 400 se p < 57=. Aqui, p =

Afirmacdo 2:

Para verificar a segunda parte, basta considerar o caso d = 2; ja que, se (0 <> +00)
ocorre com probabilidade estritamente positiva em L2, o mesmo evento acontece em L,
para d > 2.

Para mostrar que, para algum p € (0,1), vale #(p) > 0, basta mostrar que
P,(|Co(w)| < 4+00) < 1. Nesse caso, comece considerando o reticulado dual (IL?)" intro-
duzido na demonstracao da Proposicao 3.4. Agora, perceba que o aglomerado da origem
tem tamanho finito se existe pelo menos um circuito v* = (x1*, x2*, -+ ,x1*) aberto em
(%)™ que envolve Cp(w). Assim,

P,(|Co(w)| < +00) =P, ( U v é aberto) < Z P,(v* é aberto)

v* que envolve 0 v* que envolve 0

+oo
— Z Z P,(v* é aberto).

n=1 ~* que envolve 0
Iv*|=n

De maneira similar ao que fizemos na prova da Afirmagio 1, defina A\(n) como

7 . . *
sendo o nimero de circuitos abertos em (L?)" que envolvem Cpy(w). Nesse caso, perceba

que A(n) < n -3V, Dessa forma,
B, (| Cofe)| < +o0) < (1-p Zn It < oo, se 3(1—p)] < 1

ou seja, (p) = P,(|Co(w)| < +00) < +00 se p > 2. Além disso, note que, se a condigao
sobre p for satisfeita, entdo ¢(p) = W’ tal que ¢(p) é continua e decrescente em

pE (%, 1] e ¢(1) = 0. Sendo assim, Jp € (5, 1), tal que, Vp > p, ¢(p) < 1. O]

Demonstracgdo da Proposicdo 3.3 (baseado em [16]):
Seja A = {3 aglomerado de tamanho infinito em w}. Agora, note que A nao
depende dos estados de uma quantidade finita de elos em E¢. Nesse caso, pela lei zero-um

de Kolmogorov*, P,(A) =0 ou P,(A) = 1.

4Sejam (&,)nen sequéncia de varidveis aleatérias independentes, F;F>° = o(&,,&nv1, ), Vn € N, e

X = Npen Fr . Se A € x, entdo P(A) =0 ou P(A) =
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Defina ¢ (p) := P,(A) = P,({3z € Z : |C,(w)| = +00}); assim,

W) =P, [ (J{we:[Ca(w)l =400} | <D B, ({w € Q:[Cu(w)] = +o0}).

IeZd CL’EZd
Se p < p., por invariancia por translacao e utilizando a Proposigao 3.2, temos que
P, ({w € Q:|Ca(w)] = +o0}) = 0, Var € Z¢; logo, (p) = 0.

Por outro lado, se p > p., entao

P(p) > P,({w € 2 : |Co(w)| = +o0}), por inclusao de eventos

> 0, pelo Lema 3.2.

Aplicando a lei zero-um, ¥ (p) = 1. O]

Demonstragdo do Lema 3.1 (baseado em [16]):

Suponha, inicialmente, que X e Y sejam variaveis aleatérias que dependem dos
estados de uma quantidade finita (e, ey, -+ ,e,) de elos. Nesse caso, a prova serd feita
por inducao em n.

X(w(er)) e Y(w(ey)) s@o, por hipdtese, fungdes crescentes. Assim, para n = 1,

temos que

(X (wi(er)) = X(wa(e))] [Y(wi(er)) = Y(wa(er))] > 0,

para quaisquer duas possiveis configuracoes w; e ws independentes e definidas no mesmo

espaco de probabilidade. Dessa forma,

Ep[[X (wi(e1)) — X(wa(er))] [Y(wi(er)) = Y(wa(er))]] = 0.

Aplicando a propriedade de linearidade da esperanca, independéncia e usando o fato de

que wy e wy estao definidas em um mesmo espago, segue que
2 Ep[X(w(en))Y (wler))] = 2 Ep[X (w(en))] Ep[Y (wle))].
Agora, suponha valida a hipdtese de inducao; i.e., para n = k, vale que
Ey[X(w(er), - wlen)Y(wler), -+, wlen))] = Byl X (wler), -+ wler)) | EBp[Y(wler), - -, w(ex))]-

Paran = k+1, considere X = X (w(ey), - ,w(egr1)) e Y =Y (w(ey), - ,w(egr1))-

Sendo assim, temos que
Ep(XY) = B [Ep [ XY |w(er), - wlen)]]
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Como, para w(ey),- - ,w(ey) fixados, X e Y dependem apenas do estado do (k +

1)—ésimo elo, podemos dizer que
Ep(XY) 2 Ep[Ep[X [w(er), -+ wler)] Bp[Y |w(er), -+ wlex)]].

Aqui, como E,[-|w(ey), - ,w(ex)] é funcao de w(er),- - ,w(ex), podemos aplicar
a hipétese de inducao e o resultado, para n = k + 1, é obtido.
Por fim, temos que retirar a hipdtese adicional de que X e Y dependem dos esta-

dos de uma quantidade finita de elos para concluir a prova. Para isso, seja ej,es, -

uma ordenacgio dos elos de E% entdo, defina X, = E,[X |w(e), - ,w(en)] e Y, =
E,[Y |w(er), -+ ,w(e,)]. Assim, pelos argumentos apresentados acima,
Ep[Xon Y] 2 Bp[Xo] Bp[Yo]. (38)

Como, por hipétese, X e Y sao limitadas, pelo Teorema de Convergéncia de Mar-
tingais, quando n — 400, X,, — X e Y, — Y quase certamente; de modo que
E,[X,] — E,[X] e E,[Y,] — E,[Y], quando n — +oo. Agora, em relagao ao termo
E,[X,Y,], é possivel afirmar, aplicando as desigualdades “triangular” e “de Cauchy-

Schwarz” (respec.), que

B[ Xn Yo = XY = Ep[[(Xn — X) Vo + (Y = Y) X]]

<E,[|(X, - X) Yol + |(¥, - V) X|

< VB I(Xn — X)) BylYo) + /By [(Ya — V) By[X7) "5 0,

logo, E, (X, Y,) — E,(XY), quando n — +o0.

Tomando o limite, quando n — 400, na Expressao (38), concluimos a prova. []
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