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ResumoEste trabalho está dividido em três Capítulos. Em todo o trabalho nós utilizamos o mapados EUA para failitar a referênia ao trabalho de Wall (2004), que foi o prinipal motivadordeste trabalho. No primeiro Capítulo nós introduzimos os modelos SAR e CAR e fazemosuma análise de dados. Nós onsideramos dados de Renda per Capita, Expetativa de vida ePerentual de Graduados nos EUA.O apítulo 2 é um artigo submetido. Nesse Capítulo, nós mostramos mais detalhadamenteos resultados não intuitivos. Nós onsideramos resultados de álgebra linear e obtemos umaexpressão simples e intuitiva para a matriz de ovariânia que explia os resultados não intui-tivos. Nós obtemos termos para aproximações da matriz de ovariânia e estudamos algumasaproximações para a matriz de ovariânia. Nós também estudamos o segundo autovalor damatriz de vizinhança utilizada pelos modelos SAR e CAR e sua relação om os termos da ex-pressão obtida para a matriz de ovariânia. Também estudamos o impato da onetividadee do tamanho do mapa no segundo autovalor.No Capítulo 3 nós onsideramos um modelo espaial Bayesiano para dados gaussianos.Nesse modelo, onsideramos um efeito aleatório om distribuição a priori CAR. Obtemos adistribuição a posteriori e uma expressão simples e intuitiva para a matriz de ovariânia aposteriori dos efeitos aleatórios. Nós avaliamos o impato da informação a priori em relaçãoa informação dos dados em termos da preisão da priori e da preisão dos dados. Obtemostambém a expressão da ovariânia a distribuição posteriori dos efeitos aleatórios quando adistribuição à priori é CAR intrinsia. Nesse Capítulo, fazemos referênia ao Capítulo 2 omoum artigo submetido.No Capítulo 4 nós tiramos algumas onlusões e oloamos algumas linhas de pesquisapara trabalhos futuros.
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Capítulo 1Introdução aos modelos SAR e CAR euma apliaçãoNeste trabalho nós analisamos detalhadamente a estrutura de ovariânia de modelos espaiaispara dados de áreas, tais omo asos de doença agregados por muniípios, o IDH em adaestado de um pais, et. Há dois modelos propostos na literatura que são mais utilizados.Um é espei�ado por um onjunto de equações de regressão da observação de uma área nasobservações das áreas vizinhas. Esse sistema de equações é resolvido de forma simultânea,por isso esse modelo é hamado de Simultaneos AutoRegressive - SAR. O outro modelo éespei�ado por um onjunto de distribuições ondiionais, onde se propõe que a observaçãode uma área tem distribuição gaussiana om o parâmetro de média sendo a média ponderadadas observações das áreas vizinhas e a variânia sendo inversamente proporional ao númerode áreas vizinhas. Esse modelo é hamado de Conditional AutoRegressive - CAR.O parâmetro de regressão do modelo SAR e o parâmetro de ponderação da média ondi-ional no modelo CAR são parâmetros de autoregressão. Esses parâmetros medem a força dadependênia da observação de uma área nas observações das áreas vizinhas. Para ambos osmodelos, é possível se obter a distribuição onjunta do vetor ao qual se propõe o modelo.Na literatura, alguns trabalhos hamam a atenção para resultados não intuitivos da estru-tura de ovariânia desses modelos, mais espei�amente da orrelação entre pares de áreasvizinhas. No modelo CAR a ovariânia entre áreas om mesmo número de vizinhos é di-ferente, Besag and Kooperberg (1995). Wall (2004) apontou detalhadamente três resultadosnão intuitivos nas orrelações impliadas entre áreas vizinhas.Neste trabalho, nós vamos mostrar omo esses resultados não intuitivos podem ser ex-pliados. Fazemos isso a partir do uso de alguns resultados de álgebra linear que usamospara analisar a matriz de ovariânia impliada pelos modelos SAR e CAR. Nós também usa-mos esses resultados para estudar o omportamento da ovariânia a posteriori num modeloBayesiano om efeito aleatório espaial om distribuição a priori CAR.Neste apítulo introduzimos os modelos SAR e CAR na Seção ??. Na Seção 1.2 fazemosuma apliação ao onjunto de dados para ilustrar o uso dos modelos CAR e SAR. Na Seção 1.3olhamos detalhadamente para as orrelações impliadas por esses modelos e introduzimos os1



1. Introdução aos modelos SAR e CAR e uma apliação 2resultados não intuitivos impliados.1.1 Os modelos SAR e CARSeja uma região D, partiionada em n áreas disjuntas, A1, ..., An om Ai∪Aj = e ∪n
i=1Ai = D.Os 853 muniípios que fazem parte do estado de Minas Gerais, por exemplo, formam umapartição do estado de Minas Gerais. Seja yi o valor observado de um determinado fen�menona área Ai . O interesse é modelar o proesso estoástio Y (Ai), i = 1, ..., n ou simplesmente

y = (y1, ..., yn). Dois modelos para esse proesso foram propostos e são muito utilizados: omodelo autoregressivo simultâneo - SARWhittle (1954) e o modelo autoregressivo ondiional- CAR Besag (1974).O modelo SAR é determinado pela solução simultânea do sistema de equações dado por:
yi = µi +

n
∑

j=1

bij(yj − µj) + ǫi (1.1)onde ǫ = (ǫ1, ..., ǫn)′ ∼ N(0, Λ) om Λ diagonal, E(yi) = µi, e bij são onstantes onheidasou desonheidas e bii = 0, i = 1, ..., n. A distribuição onjunta de y é
y ∼ N(µ, (In − B)−1Λ(In − B)−1′) , (1.2)em que Bij = (bij).O modelo CAR é determinado por um onjunto de distribuições ondiionais
yi|y−i ∼ N(µi +

n
∑

j=1

cij(yj − µj), τ/di) (1.3)em que y−i = {yj : j ≤ i} são os valores de y nas áreas vizinhas de i, E(yi) = µi, τ e di cijsão onstantes onheidas ou desonheidas cij = 0, i = 0, ..., n. Este modelo é ondiionalpor que τ/di é a variânia ondiinal.
Z ∼ N(µ, (In − C)−1T−1) (1.4)em que Cij = cij e T = τdiag{d1, ..., dn}.Geralmente adota-se B = ρsW e C = ρcW , em que ρs e ρc são parâmetros de orrelaçãoespaial dos modelos CAR e SAR, respetivamente, e W re�ete a estrutura de vizinhançaentre as áreas. Uma de�nição bastante omum de W é feita a partir da matriz de adjaênia

A. A matriz de adjaênia é de�nida fazendo Aij = 1 se as áreas i e j tem borda omum e
Aij = 0 aso ontrario. Por de�nição Aii = 0. Neste trabalho onsideramos que W é de�nidade forma que suas linhas somem 1, fazendo W ij = (aij/ai.), em que ai. = di é o número devizinhos da área i.



1. Introdução aos modelos SAR e CAR e uma apliação 31.2 Um exemplo de apliaçãoNesse trabalho, onsideramos o mapa formado pelos 48 estados ontinentais dos EUA, parafazer omparações om os resultados apontados em Wall (2004). O mapa om as divisõespolítias desses 48 estados e o grafo assoiado à estrutura de vizinhança, pode ser visualizadona Figura 1.1. Maine, loalizado ao norte da osta leste, é um estado om apenas um estadovizinho, New Hampshire.
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Figura 1.1: Mapa dos 48 estados ontinentais dos EUA om grafo assoiado á vizinhançaEm seguida analisaremos dados de renda per apita, expetativa de vida e perentual degraduados para exempli�ar as orrelações impliadas pelos modelos SAR e CAR. Esses dadosestão disponíveis no paote 'datasets' do R, R Development Core Team (2007), sob o nome destate. Na Figura 1.2 podemos visualizar os mapas orrespondentes aos dados menionados.Na análise vamos onsiderar dois modelos, um para o logaritmo da renda per apita eoutro para a expetativa de vida. Em ambos modelos, onsideramos o perentual de gradu-ados omo variável expliativa. Para efeito de omparação, ajustamos os modelos utilizandotrês abordagens. Na primeira, onsideramos as observações nas diferentes áreas são inde-pendentes e utilizamos um modelo de regressão linear simples. Na segunda, modelamos adependênia espaial omo um proesso ontínuo no espaço, om a orrelação dependendoda distânia entre os entróides dos estados, e utilizamos um modelo geoestatístio (Geo),Diggle and Ribeiro Jr. (2007). Na tereira abordagem, onsideramos a dependênia espaialomo um ampo aleatório markoviano gaussiano, om a média de ada estado dependendodos seus vizinhos, e utilizamos o modelo SAR e o modelo CAR.



1. Introdução aos modelos SAR e CAR e uma apliação 4
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over 60Figura 1.2: Mapas dos dados de Renda per Capita, Expetativa de vida e Perentual deGraduados



1. Introdução aos modelos SAR e CAR e uma apliação 5O modelo geoestatístio é um modelo para ampo aleatório em espaço ontínuo. Nósvamos onsiderá-lo apenas para omparação om os outros modelos. Esse modelo é de�nidopor
yi = Xiβ + si + ei (1.5)onde Xi é o vetor de ovariáveis observadas na área i, si é o efeito aleatório espaial e eié um erro aleatório om ei independente de ej , hamado de efeito pepita. si é espaialenteestruturado de forma que Cov(si, sj) é uma função da distânia entre as áreas i e j, porexemplo, a função de orrelação exponenial, que usamos neste trabalho é tal que Cov(si, sj)= V ar(ei) + V ar(si)(1 − exp(−distij/φ)), onde distij é a distânia entre os entróides dasáreas i e j e φ é um parâmetro que mede o alane da orrelação ou dependênia espaial.Para mais detalhes ver Diggle and Ribeiro Jr. (2007).Nós utilizamos o R para realizar todas as análises. Utilizamos a função lm() para omodelo de regressão linear (IID), implementamos os modelos SAR e CAR, e utilizamos opaote geoR, Ribeiro Jr and Diggle (2001) para ajustar o modelo geoestatístio. Na tabela 1.1obtemos as estimativas dos parâmetros em ada modelo utilizando o método de máximaverossimilhança. Nós não inluimos o erro-padrão de ada estimativa nessa Tabela e fazemosinferênia utilizando o intervalo de on�ança, da Tabela 1.2. No modelo geoestatístio o efeitopepita, variânia de ei, também foi estimado, porém a estimativa foi igual a zero em ambosos modelos. Tabela 1.1: Estimativas obtidas para os parâmetros dos modelosLogaritmo da RendaIID Geo SAR CAR

β0 7.8586 7.8198 7.7451 7.7525
β1 0.0099 0.0104 0.0119 0.0118
σ2 0.0111 0.0106 0.0334 0.0325

φ, ρs, ρc 3.0220 0.5527 0.8278log(Veros.) 40.3206 45.6752 45.5102 45.2606Expetativa de VidaIID Geo SAR CAR
β0 65.3427 67.0368 66.2299 66.2774
β1 0.1047 0.0725 0.0884 0.0875
σ2 0.9861 1.0398 3.8152 3.7236

φ, ρs, ρc 3.6359 0.3052 0.5687log(Veros.) -67.2729 -62.5750 -66.7247 -66.6877Notamos que a verossimilhança do modelo IID é menor que a dos modelos onde se onsideraa dependênia espaial, para ambas variáveis. Fazendo um teste de razão de verossimilhanças,obtemos que a dependênia espaial deve ser levada em onta na modelagem da renda per a-pita. Isso implia que um estado tende a ter omportamento semelhante ao dos seus vizinhos,quanto à renda per apita, ao nível de 5% de signi�ânia. Isso porque a diferença entre ologaritmo da verossimilhança dos modelos om dependênia espaial e do modelo IID é maior



1. Introdução aos modelos SAR e CAR e uma apliação 6que 3,84, o valor rítido baseado na distribuição qui-quadrado om 1 grau de liberdade. Noaso da expetativa de vida, a dependênia é signi�ativa quando modelada utilizando o mo-delo geoestatístio, om alane estimado de 3.64, mas não é signi�ativa quando utilizado osmodelos SAR e CAR, om oe�ientes de orrelação estimados de 0.31 e 0.57 respetivamente.Na tabela 1.2 temos os intervalos de on�ança dos parâmetros e podemos tirar melhores on-lusões, omo por exemplo, onsiderar se o zero está ontido nos intervalos. Notamos, porexemplo, que os intervalos para ρs e ρc ontém zero nos modelos para expetativa de vida.Tabela 1.2: Intervalos de 95% de on�ança para as estimativas da tabela 1.1Logaritmo da RendaIID Geo SAR CAR
β0 (7.6528; 8.0644) (7.5670; 8.0726) (7.4710; 8.0192) (7.4806; 8.0244)
β1 (0.0060; 0.0137) (0.0058; 0.0150) (0.0068; 0.0170) (0.0067; 0.0168)
σ2 (0.0075; 0.0168) (0.0070; 0.0204) (0.0229; 0.0512) (0.0223; 0.0498)

φ, ρs, ρc (1.3924; 7.5448) (0.2606; 0.8018) (0.4505; 0.9917)Expetativa de vida
β0 (63.4066; 67.2788) (5.2854; 69.5712) (63.9347; 68.5250) (63.9140; 68.6409)
β1 (0.0683; 0.1411) (-0.0356; 0.1185) (0.0454; 0.1315) (0.0432; 0.1318)
σ2 (0.6644; 1.4820) (0.6669; 2.2475) (2.6224; 5.8580) (2.5590; 5.7163)

φ, ρs, ρc (1.6134; 10.0071) (-0.0544; 0.6327) (-0.0831; 0.9395)Os intervalos de on�ança de β0 e β1 foram alulados onsiderando normalidade assin-tótia dos estimadores. Para os demais parâmetros, nós utilizamos o intervalo de on�ançabaseado na função de verossimilhança per�lhada. Considerando os modelos para o logaritmoda renda per apita, o perentual de graduados é signi�ativo, para todos os modelos, poiso intervalo de on�ança para β1 ontém o zero. Para expetativa de vida, observamos umresultado interessante: No modelo IID o perentual de graduados é signi�ativo; no modelogeoestatístio isso não aontee mas a dependênia espaial é signi�ativa; e, nos modelosSAR e CAR essa ovariável é signi�ativa, porém a dependênia espaial não é!Esse resultado pode ter oorrido devido ao fato de ambas as variáveis, expetativa de vidae perentual de graduados, terem padrão espaial pareido, Figura 1.2. No modelo IID houvesigni�ânia por ambas estarem orrelaionadas. No modelo geoestatístio, a dependeniaespaial onsiderada fez om que não houvesse signi�ânia, enquanto que nos modelos SARe CAR, a orrelação entre as variáveis fez om que o efeito espaial não fosse signi�ativo.1.3 Covariânias impliadasNesta Seção nós olhamos mais detalhadamente para a estrutura de ovariânia impliadapelos modelos SAR e CAR e introduzimos os resultados não intuitivos apontados em Wall(2004). Na Figura 1.3, observamos as variânias em ada área e as orrelações entre áreasvizinhas impliadas pelos modelos SAR e CAR, onsiderando as estimativas dos parâmetrosdos modelos ajustados para o logaritmo da renda per apita, ou seja, ρs = 0.5527 e ρc =



1. Introdução aos modelos SAR e CAR e uma apliação 7
0.8278. Nos grá�os das orrelações impliadas por número de vizinhos, ambos os pares
(Corr(i, j), di) e (Corr(i, j), dj) estão plotados.

1 2 3 4 5 6 7 8

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

(a)

Número de vizinhos

V
ar

iâ
nc

ia
 −

 S
A

R

1 2 3 4 5 6 7 8

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

(b)

Número de vizinhos
V

ar
iâ

nc
ia

 −
 C

A
R

1 2 3 4 5 6 7 8

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

(c)

Número de vizinhos

C
or

re
la

çõ
es

 −
 S

A
R

1 2 3 4 5 6 7 8

0.
25

0.
30

0.
35

0.
40

0.
45

0.
50

(d)

Número de vizinhos

C
or

re
la

çõ
es

 −
 C

A
R

Figura 1.3: Variânias impliadas pelo modelos SAR (a) e CAR (b) peloo úmero de vizinhose orrelações entre pares de vizinhos pelo número de vizinhos pelos modelos SAR () e CAR(d) Observando os grá�os de dispersão entre a variânia impliada em ada área e o númerode vizinhos, na Figura 1.3, notamos que a variânia tende a ser inversamente proporional aonúmero de vizinhos, porém não é uma relação linear. Quanto aos grá�os da orrelação impli-ada entre pares de vizinhos pelo número de vizinhos de ada um, notamos que a orrelaçãotende a ser menor quando uma área do par tem menos vizinhos, porém essa relação tambémnão é perfeita.Agora, nós usaremos alguns valores para ρs e ρc para apresentar três resultados nãointuitivos apontados em Wall (2004). Esses resultados oorrem para ambos os modelos.1. A variabilidade nas orrelações entre vizinhos aumenta em função de ρs ou ρc. Conside-rando ρs = 0.1, as orrelações entre os estados vizinhos variam de 0.026 a 0.115 e para
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Figura 1.4: Correlações impliadas entre áreas vizinhas por ρs (esquerda) e ρc (direita).
ρs = 0.6, de 0.241 a 0.642.2. Inonsistênia no ranking das orrelações. Considerando ρc = 0.49, a orrelação entreAlabama e Flórida é 0.200 enquanto a orrelação entre Alabama e Geórgia é 0.156.Entretanto, se ρc = 0.97, a orrelação entre Alabama e Flórida é 0.650, menor que aorrelação entre Alabama e Geórgia, que neste aso é 0.671.3. A orrelação impliada por ρs ou ρc negativos, pode ser positiva para alguns pares devizinhos. Com ρs = −0.7 a orrelação entre Maryland e Pennsylvania é −0.180 e entreVermont e Massahussets é −0.157. Mas se ρs = −1.37, passam a ser 0.463 e 0.985,respetivamente.Se onsideramos todos os valores possíveis de ρs e ρc ou seja, entre 1/min{λi} e 1/max{λi},podemos vizualizar esses resultados fazendo o grá�o da orrelação impliada entre pares devizinhos por ρs e ρc. Na Figura 1.4, temos as orrelações entre estados vizinhos impliadaspelos modelos SAR e CAR em função de ρs e ρc. Nessa Figura podemos vizualizar os trêsresultados não intuitivos par ambos os modelos.Esses resultados foram apontados em Wall (2004) e no próximo Capítulo nós os estu-daremos em mais detalhes e usamos resultados de álgebra linear para ompreendê-los. NoCapítulo 3 nós estudamos esses resultados não intuitivos para um modelo espaial Bayesiano.No Capítulo 4 nós fazemos algumas onlusões e reomendações para trabalhos futuros.



Capítulo 2Another lose look at spatial strutureof CAR and SAR models
2.1 IntrodutionLattie data refer to statistial data observed at spatial loations or areas in a given geographi-al region. It is ommon to assume that observations at sites near eah other tend to havesimilar values. The Conditional Autoregressive (CAR) and the Simultaneous Autoregresive(SAR) models are widely used to analyze these lattie data. The SAR model is preferred inlikelihood inferene, while the CAR model is more ommon in Bayesian inferene as a priordistribution for spatially strutured random e�ets.Despite their popularity, these models bring uneasy onsequenes for the implied orre-lation struture of the variables. Several authors have pointed out that the SAR and CARmodels yield non onstant varianes at eah site as well as unequal ovarianes between regionsseparated by the same number of neighbors (Haining (1990), page 82; Besag and Kooperberg(1995)).Wall (2004) extensively studied the ovariane struture entailed by these models. Shefound that the implied orrelation between a pair of neighboring areas is negatively assoiatedwith the number of neighbors of eah region. However, she also showed that this relationshipis not simple and muh variability remains unexplained. For example, onsidering the threeneighboring US states Missouri, Arkansas, and Tennessee, she showed that, although Missouriand Tennessee have the same neighboring struture, their orrelation with Arkansas di�ers.She also showed that sites with equal number of neighbors an have di�erent varianes implied.In addition to these unomfortable results, Wall (2004) pointed out a series of puzzlingresults from these two spatial models. One of them is that orrelations between areas swiththeir ranks depending on ρ, the spatial dependene parameter. Suppose that a pair (i, j) ofsites are more orrelated than another pair (k, l) when ρ = 0.5. It is not unommon thatfor another value of the orrelation parameter, ρ = 0.7 say, the pair (k, l) beomes moreorrelated than (i, j). One would expet, perhaps naively, that the order should be the same,irrespetive of the spatial dependene parameter value. Even more puzzling are the results9



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 10onerning negative values for ρ. She found that when ρ is negative, orrelations between theneighboring areas are also negative but, as ρ dereases further, some pairs of areas start tobe positively orrelated, even approahing +1 at times.Wall (2004) onluded that the implied spatial orrelation between the di�erent sites usingthe SAR and CAR models does not seem to follow an intuitive or pratial sheme and alledfor more researh to be arried out to larify these problems. This is the main purpose of thispaper. We explain the apparently ounterintuitive or impratial onsequenes of the modelspei�ation by using the omplete neighborhood graph struture, not only the immediateneighborhood. In aounting for the omplete neighborhood struture, we see that a ruialrole is played by the seond largest eigenvalue modulus of the neighborhood matrix used inthe SAR and CAR models. We use a simple matrix algebra identity to write the ovarianematries of the SAR and CAR models as a matrix power series. This enables us to expressthe orrelation between any two pairs of areas i and j as an in�nite series with exponentialdeay given by the spatial dependene parameter ρ. Moreover, the k-th term oe�ient ofthis series is proportional to a weighted sum of the di�erent paths to move from area i to area
j in k steps.2.2 The SAR and CAR modelsLet a region D be partitioned into n areas {A1, . . . , An} suh that D = A1 ∪ . . . ∪ An and
Ai∩Aj = ∅ for all i 6= j. Let yi be a random variable measured at area i and y = (y1, . . . , yn)t.We denote by y−i the (n − 1)-dimensional vetor without the i-th oordinate of y. Theonditional autoregressive model (CAR) is given by a set of n onditional distributions

yi|y−i ∼ N



µi +
n
∑

j=1

cij(yj − µj), υ
2
i



 (2.1)where cii = 0 and υ2
i > 0 for i = 1, . . . , n. It is not any set of n onditional distributionsthat determine uniquely a joint distribution for the vetor y. However, a very popular hoiein spatial studies for the onstants cij and υi de�nes a valid joint model, and we adopt thishoie in the rest of this paper.The hoie of the n × n matrix C = (cij) is related to the degree of spatial proximitybetween areas i and j. Let A = (aij) be an n × n binary neighborhood matrix suh that

aij = 1 if, and only if, areas i and j are neighbors (denoted by i ∼ j). We let aii = 0. De�ne
W = (wij) suh that wij = aij/ai· where ai· =

∑

j aij = di, the number of neighboring areasof region i. Finally, de�ne C = ρcW and υi = σc/di. Under a restrition on the value of
ρc, the CAR model (2.1) with these options de�nes a valid joint distribution for the vetor ygiven by a multivariate normal distribution:

y ∼ Nn

(

µ, (I − ρcW )−1K
) (2.2)where µ = (µ1, . . . , µn)′, I is the identity matrix and K is the diagonal matrix diag(υ1, . . . , υn)



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 11whih is equal to σ2
c diag(d−1

1 , . . . , d−1
n ). The restrition on ρc is neessary to ensure that

(I −ρcW )−1K is positive de�nite and it su�es to take ρc suh that ρc is between 1/ mini λiand 1/ maxi λi where λi, i = 1, . . . , n, are the eigenvalues of W (Haining, 1990, page 82).This hoie also implies that (2.1) redues to
yi|y−i ∼ N

(

µi + ρc(y − µ)i, σ
2
c/di

) (2.3)where (y − µ)i =
∑

j wij(yj − µj) is the average of the deviations yj − µj among j ∼ i, i.e.among the neighboring areas of i.The SAR model is de�ned by n simultaneous equations
yi = µi +

n
∑

j=1

sij(yj − µj) + ǫi (2.4)where ǫ = (ǫ1, ..., ǫn)′ ∼ N(0,Λ) with Λ diagonal with Λii = σs/di, E(yi) = µi, and sij areknown onstants with sii = 0, i = 1, ..., n. This model is simultaneous beause the randomvariables are simultaneously determined by the n equations in 2.4. Provided that the inverseof the matrix In − S exists, the distribution of y = (y1, . . . , yn)′ is
y ∼ N(µ, (In − S)−1

Λ(In − S)−1′) , (2.5)where Sij = sij . A popular hoie for S is to take S = ρsW , where ρs ∈ (−1, 1). FollowingWall (2004), we will onstrain ρs to the same interval as ρc in order to allow for omparisonsbetween the models.With these hoies for the SAR and CAR model, the orrelation matrix entries are fun-tions of only W and ρc or ρs. For the SAR model, we haveCor(i, j) =
σ2

s(I − ρsW )−1
ij d−1

j (I − ρsW )−1
ji

√

σ2
s(I − ρsW )−2

ii d−1
i

√

σ2
s(I − ρsW )−2

jj d−1
j

,and σ2
s is aneled out. For the CAR model, we haveCor(i, j) =

σ2
c (I − ρcW )−1

ij d−1
j

√

σ2
c (I − ρcW )−1

ii d−1
i

√

σ2
c (I − ρcW )−1

jj d−1
j

,and σ2
c is aneled out.2.3 The puzzling resultsWe summarize the main puzzling results onerning the orrelations implied by the SAR andCAR models and desribed by Wall (2004). She used the United States map to illustratethe impliations that the CAR and SAR models entail for the ovariane between pairs ofareas. Consider the graph omposed by the 48 ontiguous ontinental states. Two states i



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 12and j are onneted by an edge (meaning that wij > 0) if they share borders. This graphis in Figure 2.1, with the underlying US map. The upper right plot in Figure 2.1 shows theorrelations Cor(i, j) between pairs of neighboring states by the number of neighbors. Everypair (i, j) of neighboring areas ontribute two points in this plot depending on eah area'snumber of neighbors, the pair (di,Cor(i, j)) and the pair (dj ,Cor(i, j)). We an see that, fora given number of neighbors, there is a large variation in the orrelations.The lower row of plots in Figure 2.1 shows how the orrelations Cor(i, j) varies with thespatial dependene parameter ρ. Eah line represents the orrelation between two neighboringareas and the horizontal axis orresponds to the spatial dependene parameter ρs of the SARmodel (left hand side plot), or ρc for the CAR model (right hand side plot). Based on theeigenvalues of W for the US lattie, the spatial parameter spae is restrited to (−1.392, 1).
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Figura 2.1: The graph of USA states by neighboohod (upper left), SAR orrelations impliedby number o neighbors if ρs = 0.6 (upper right) and the orrelations implied by SAR andCAR models for all possible ρs (bottom left) and ρc (bottom right) valuesMost of the puzzling results appear in these plots. We an see that lines ross eahother as ρ varies, irrespetive of the model adopted. This means that, if we inrease thespatial orrelations between all pairs of areas by inreasing ρ, states whih are less orrelatedthan others an beome more orrelated after varying ρ. For example, when ρc = 0.49, the



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 13orrelation between Alabama and Florida is 0.1993 while the orrelation between Alabamaand Georgia is 0.1561. However, when ρc = 0.97, the orrelation between Alabama andFlorida is 0.6311, smaller than the orrelation between Alabama and Georgia, whih is equalto 0.6490. This seems odd as it means that the e�et of hanging ρ is not uniquely de�ned.Consider the behavior of Cor(i, j) when ρ approahes its lower bound -1.392. the pairwiseorrelations approah either −1 or +1. The latter limit value is ounter-intuitive: some pairstend to be perfetly positively orrelated when we expet they to be the opposite of theirneighboring values aording to the SAR or CAR models.Some results are reassuring. The orrelations inrease monotonially with ρ when thespatial dependene parameter is positive. However, the range of the orrelations depends onthe value of ρ. For instane, when ρs = 0.1, orrelations between neighboring states varybetween 0.026 and 0.115, while this variation lies between 0.241 and 0.642 when ρs = 0.6.2.4 Some preliminary de�nitions and resultsTo explain the puzzling onsequenes, we use linear algebra and graph theory results.2.4.1 Random graphs and the matrix WThe W matrix an be seen as the transition matrix of a Markov hain de�ned on a graph.Assume that n nodes or verties, represented by the areas Ai, are onneted by undiretededges suh that there is an edge between areas i and j if wij 6= 0. De�ne a disrete-time and�nite Markov hain with transition matrix given by W . That is, if a partile is in one vertex iat time t, it moves to a di�erent vertex in the next moment hoosing among the neighbors of
Ai with equal probability. These type of Markov models are alled random walks on graphs(Brémaud (2001), page 214), or random graph, for short. W k is the transition matrix for thehain movements in k steps.The random walk on the neighborhood graph onverges to a unique stationary distributionif the Markov hain de�ned by W is ergodi and aperiodi. For this, the graph must beonneted, i.e., from eah node there exists a path of edges onneting suessive nodes untilany other arbitrarily hosen node is reahed. If W is the row normalized adjaeny matrix ofan undireted graph G, then the stationary distribution of the Markov hain de�ned by Wis given by π = (π1, ..., πn) where πi = di/D, where di is the number of neighbooring areas of
i and D =

∑

i di (Brémaud (2001), page 214). πi is alled the density of area i or node i.This implies that the power W k onverge to a matrix omposed by idential rows, all ofthem equal to the stationary distribution vetor π. That is, W k
ij → dj/D, as k → ∞. Theonvergene to this stationary distribution is geometri, with relative speed proportional tothe seond-largest eigenvalue modulus. This result is known as the Perron-Fröbenius theorem(Brémaud (2001), page 157) and it is important for our development. It an be shown thatthe eigenvalue of W with the largest modulus has multipliity 1 and it is λ = 1. Let λ2, . . .,
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λn be the other eigenvalues of W ordered in a suh a way that

λ1 = 1 ≥ |λ2| > . . . ≥ |λn| .Let m2 be the multipliity of λ2 and 1 = (1, . . . , 1)t. Then, the Perron-Fröbenius theoremproves that
W k = 1 πt + O(km2−1|λ2|

k) ,where k is a positive onstant. In partiular, if |λ2| > |λ3| then m2 = 1 and the onvergenespeed deays exponentially with the seond largest eigenvalue modulus |λ2|.2.4.2 A matrix identityThere is a matrix identity whih is fundamental to understanding the behavior of the orrela-tions implied by the models and desribed in Setion 2.2. If M is a square matrix suh thateah entry of the matrix Mk goes to zero as k inreases, then the inverse (I − M)−1 existsand is given by
(I − M)−1 = I + M + M2 + M3 + . . . (2.6)(Iosifesu (1980), page 45). Take M = ρW where |ρ| < 1. Sine 0 ≤ [W k]ij ≤ 1 for all i, jand for all integer k, we an write

(I − ρW )−1 = I + ρW + ρ2W 2 + ρ3W 3 + . . . (2.7)2.4.3 The powers of the W matrixIf [W k]ij > 0, then the probability of going from i to j in k steps in the random graph ispositive. This means that there exists at least one sequene of k edges onneting nodes suhthat the initial and �nal nodes are i and j, respetively. Let us all suh a path of a k-thorder path between areas i and j. In fat, the value of [W k]ij is a weighted sum of all the
k-th order paths between i and j. For example, [W 2]ij is given by

[W 2]ij =
n
∑

k=1

WikWkj =
n
∑

k=1

aik

di

akj

dk
=

1

di

n
∑

k=1

aikakj

dk
. (2.8)The binary produt aikakj is equal to 1 only if k onnets both i and j. Therefore, [W 2]ij isproportional to a weighted sum of all seond-order paths i → k → j. Eah path ontributesa fration inversely proportional to the number dk of neighbors the intervening area k has.The more onneted k is, the smaller the ontribution of the path i → k → j to [W 2]ij . Notethat [W 2]ii > 0 beause there is at least one path of the type i → k → i sine eah area hasat least one neighbor.Similarly, [W 3]ij is given by

[W 3]ij =
n
∑

l=1

[W 2]ilwlj =
1

di

n
∑

l=1

n
∑

k=1

aikaklalj

dkdl
. (2.9)



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 15Eah path i → k → l → j is inversely weighted by how dense is the neighborhood graph at kand l. Note that paths suh as i → j → i → j are also ounted.2.5 Revisiting the puzzling resultsPutting together the results of Setion 2.4, for |ρ| < 1, we an write
[(I − ρW )−1]ij = [I]ij + ρ[W ]ij + ρ2[W 2]ij + ρ3[W 3]ij + . . . (2.10)As long as |ρ| < 1, the orrelation between i and j is a onvergent series deaying expo-nentially in the spatial dependene parameter ρ. The k-th oe�ient in this series is given by

[W k]ij , whih is proportional to the weighted sum of paths of size k between i and j. Theweight of a path is the produt of the number of neighbors of the intervening areas in thepath.Sine the k-th oe�ient [W k]ij an be interpreted as a probability, it lies between 0 and1. Furthermore, [W k]ij approahes the limit dj/D for all i and the speed of this onvergene,for all i and j, is determined by the seond largest eigenvalue modulus of W . This meansthat, with a good approximation and for some value k, we an write
[(I − ρW )−1]ij ≈ [I]ij + ρ[W ]ij + . . . + ρk−1[W k−1]ij +

djρ
k

D(1 − ρ)
(2.11)

≈ [I]ij + ρ[W ]ij + . . . + ρk−1[W k−1]ij (2.12)With these fats, the results are less puzzling and easier to understand. Basially, whenwe naively try to understand the ovariane struture fousing only on the �rst-order neigh-borhood struture, we are doomed from the start. For instane, if the third degree approxi-mation in (2.12) su�es, we have the CAR model ovariane between areas i and j, i ∼ j,given approximately by
υ2

dj

(

ρaij

di
+

ρ2

di

n
∑

k=1

aikakj

dk
+

ρ3

di

n
∑

l=1

n
∑

k=1

aikaklalj

dldk

)Ignoring the neighborhood struture geographially more distant than the �rst order willprodue a rude approximation to the true orrelation oe�ient. Giving due onsiderationto the longer paths from i to j, though with ever dereasing weight, we �nd the resultsdesribed by Wall (2004) to be muh less puzzling, as we disuss next.2.5.1 The CAR model with ρc > 0First, let us onsider the CAR model and ρc > 0. Then, (2.10) shows that the orrelationmust inrease monotonially with ρc, sine all the oe�ients in that series expansion arenonnegative. This is one of the empirial results from Wall (2004). Although it is what one



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 16expets intuitively, now we understand the underlying reason for this monotone inrease ofCor(i, j).However, orrelations of di�erent pairs an inrease at di�erent rates. This is beause theseries expansion oe�ients in (2.10) are pair-spei�. In fat, the derivative of [(I−ρW )−1]ijis equal to
∂

∂ρ
[(I − ρW )−1]ij = [W ]ij + 2ρ[W 2]ij + 3ρ2 [W 3]ij + . . . (2.13)This implies that, for ρ ∈ (0, 1), we have an inreasing derivative with ρ. If ρ is not too loseto 1, the rate of inrease of this derivative depends mostly on the seond-order neighborhood

[W 2]ij .Di�erent pairs an exhange their relative positions as ρc > 0 inreases and it is lear nowwhy and when this happens. The derivative on (2.13) depends of the spei� pair i, j underonsideration. For example, assuming that the seond degree polynomial approximation in(2.12) is good enough, then
∂

∂ρ
[(I − ρW )−1]ij ≈ [W ]ij + 2ρ[W 2]ij (2.14)Therefore, the larger ρc, the greater the positive ontribution of the seond-order neighborho-ods. Hene, when ρc is small, a pair (i, j) an have a small orrelation that may inreasesfaster than the orrelation in other areas simply beause its seond order oe�ient [W 2]ij isrelatively large.Tabela 2.1: Values of the entries of W k, ρkW k, and the umulative sum ∑k

j=0 ρjW j forthe pairs of neighboring states (Alabama, Florida) and (Alabama, Geórgia). We onsider thevalues ρ = 0.97 and ρ = 0.49.
k 1 2 3 4 5 10 30 50 100Alabama and Florida, ρc = 0.97

W k 0.2500 0.0500 0.0984 0.0498 0.0588 0.0317 0.0127 0.0100 0.0094
ρkW k 0.2425 0.0470 0.0898 0.0441 0.0505 0.0233 0.0051 0.0022 0.0004CumSum 0.2425 0.2895 0.3794 0.4235 0.4740 0.6246 0.8345 0.8997 0.9526Alabama and Georgia, ρc = 0.97

W k 0.2500 0.1562 0.1516 0.1333 0.1179 0.0754 0.0312 0.0249 0.0234
ρkW k 0.2425 0.1470 0.1383 0.1180 0.1012 0.0556 0.0125 0.0054 0.0011CumSum 0.2425 0.3895 0.5278 0.6458 0.7470 1.1026 1.6092 1.7711 1.9030Alabama and Florida, ρc = 0.49

ρkW k 0.1225 0.0120 0.0116 0.0029 0.0017 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000CumSum 0.1225 0.1345 0.1461 0.1490 0.1506 0.1517 0.1517 0.1517 0.1517Alabama and Georgia, ρc = 0.49

ρkW k 0.1225 0.0375 0.0178 0.0077 0.0033 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000CumSum 0.1225 0.1600 0.1778 0.1855 0.1889 0.1915 0.1915 0.1915 0.1915This is the explanation for the apparently strange behavior of the swithing ranks betweenthe orrelations of Alabama and Florida and Alabama and Georgia. We use Table 2.1 toillustrate our arguments fousing on the CAR model with ρc = 0.97 and ρc = 0.49. For



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 17Alabama and Florida,
[(I − ρW )−1]Al, Fl ≈ 0.25ρ + 0.05ρ2 + 0.10ρ3 + 0.05ρ4 + . . .while, for Alabama and Georgia, we have
[(I − ρW )−1]Al, Ge ≈ 0.25ρ + 0.16ρ2 + 0.15ρ3 + 0.13ρ4 + . . .The oe�ients of this expansion has a slower deline for the more fully onneted pair(Alabama, Georgia) than for the pair (Alabama, Florida). When ρ = 0.49, this di�erene isnot relevant beause the diminishing ρk quikly shrinks the term ρk[W k]ij towards zero forboth pairs. The onsequene is that the �rst few terms, with small k, dominate the series.Considering only the �rst order approximation with k, we are within 64% and 81% of theirlimiting values, equal to 0.1915 for the pair (Alabama, Georgia), and equal to 0.1517 for thepair (Alabama, Florida), respetively. Using a third degree approximation with k = 3, we getvery lose to these limits, within 93% and 96%, respetively.This piture hanges substantially when ρ = 0.97. Now, even relatively large k-th orderneighborhoods ontribute a fair amount to the series sum. As a onsequene, the onvergeneof [(I − ρW )−1] is slow. With k = 1, we are within only 13% and 25% from their limitingvalues, equal to 1.9030 for the pair (Alabama, Georgia), and equal to 0.9526 for the pair(Alabama, Florida), respetively. Inreasing to k = 10 we are still away from the limitingvalues, 58% from (Alabama, Georgia), and 66% from (Alabama, Florida). This means thatmore geographially distant neighborhood strutures, re�eted in the k steps paths from i to

j in the W k entries, have a non-negligible impat on the series' limits. Sine these paths aredi�erent for the two pairs of areas, the end result is that an initial ordering of orrelationswhen ρ = 0.49 is swithed as ρ inreases to 0.97.Let us turn our attention to the relationship between varianes Var(yi) and the number
di of �rst order neighbors. Wall (2004) notied that there is a typial negative relationshipbetween these two quantities but that there is also variation of Var(yi) among areas withequal di. We use again the approximation in (2.12) to larify this in the ase of the CARmodel.Suppose that the W k onverge fast enough suh thatVar(yi) =

σ2
c

di
[(I − ρW )−1]ii

≈
σ2

c

di

(

1 + ρ[W ]ii + ρ2[W 2]ii +
diρ

3

D(1 − ρ)

)

=
σ2

c

di

(

1 + ρ2[W 2]ii
)

+
σ2

cρ
3

D(1 − ρ)

≈
σ2

c

di

(

1 +
ρ2

di

∑

k

aikaki

dk

)where, in the last approximation, we ignored the last term and used (2.12). Therefore, the



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 18delining value of Var(yi) with di is obvious but we also need to reognize the e�et of theseond (and higher) neighborhood order. The sum ∑

k(aikaki)/dk depends on its number ofterms. That is, it depends on the number di of �rst order neighbors k ∼ i. It also dependson the onnetedness degree of these neighbors through their dk values.To illustrate with an extreme ase, suppose that area i has a single neighbor, area k. ThenVar(yi) ≈ σc

(

1 +
ρ2

dk

)Two areas in this same single-neighbor situation have di�erent varianes if their single neigh-bors have di�erent number of neighbors. The more onneted is the single neighbor k, thesmaller the variane of i.2.5.2 The CAR model with ρc < 0Conerning the negative pairwise orrelations, again the spatial dependene parameter ρc andthe higher order neighboring areas are ruial to understand their behavior. For −1 < ρc < 0,the terms in the series (2.10) alternate signs and this explains the ounter intuitive behaviorof some pairs of areas. If ρ is lose to its lower bound −1, the deay ρk is slow and moredistant neighborhood patterns impat on the orrelation value with alternating signs. The�rst term ρ[W ]i,j in the ovariane expansion (2.10) is obviously negative. However, sine
[W k]i,j is not a monotone dereasing funtion of k, it is possible that the sum of the �rst twobrings the ovariane loser to zero or even positive. This happens if an inrease in [W 2]i,jwith respet to [W ]i,j more than ompensates the derease from |ρ| to ρ2. This argument isvalid with higher order of k.As an example, onsider Vermont and Massahussetts. When ρc = −0.99999, the orrela-tion between these two areas is equal to −0.1051. The onvergene of [(I − ρW )−1]ij for thispair is very slow. Table 2 shows the values W k, ρkW k, and the umulative sum ∑k

j=0 ρjW jfor Vermont and Massahusetts. We an see that the umulative sum alternates widely. Thedi�erene between k = 100 and k = 101 for the umulative sum is in the seond devimalplae, a substantial value for suh a large order k.Tabela 2.2: Values of the entries of W k, ρkW k, and the umulative sum ∑k
j=0 ρjW j for thepair Vermont and Massahusetts. We onsider ρ = −0.99999.

k 1 2 3 4 5 10 100 101
ρkW k -0.3300 0.1778 -0.1948 0.2061 -0.1729 0.1590 0.0315 -0.0313CumSum -0.3300 -0.1556 -0.3504 -0.1442 -0.3172 -0.1151 -0.1671 -0.1984All pairs of neighboring areas have negative orrelation in the CAR model when −1 <

ρc < 0. However, in the SAR model with ρs = −0.99999, Vermont and Massahusetts hasorrelation equal to 0.0293. We disuss the SAR model in more detail in setion 4.3 but it isappropriate to anteipate some its results here. Similarly to the CAR model, using the powerexpansion of [(I−ρW )−1] for the SAR ovariane in (2.2), we an express Cor(i, j) as a power
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Figura 2.2: Suessively approximating the orrelation between Vermont and Massahusettsas we inrease the number of terms in the �nite sums of (??), with ρs = −0.99999.series in ρs. Figure 2.2 shows the approximation as suessively larger �nite sums are usedto approximate the eventually positive orrelation. Considering only the �rst neighborhoodorders, the approximation is negative.The behavior for ρ ≤ −1 is less simple to explain with our results. The series expansion(2.10) is no longer valid and our interpretations an not be put into use. When an extremelynegative spatial parameter is used in the US states graph, the pairwise orrelations approaheither to −1 or to +1. In Figure ?? we draw the edges aording to the limiting behavior ofthe pairwise orrelation as ρ approahes its lower bound −1.3923 = mini{λi}
−1. A virtuallyidential �gure is obtained for the SAR model. Solid lines are used for those pairs in whih theorrelation approah −1 while the dashed lines represent the pairs with limiting orrelationapproahing +1. It is not lear what the pattern means but we present a onjeture. It seemsas if areas whih at as the enter of star shaped loal neighborhoods have their onnetingedges mostly positive. See, for example, Idaho, Colorado, and South Dakota. The edgesomposing the outer rings of these star-shaped loal neighborhoods have negative orrelations.To onsider an intuitive explanation for this onjeture, imagine that we are going toassign the value +1 to approximately one half of the areas and −1 to to the remaining areas.In this way we keep the global mean lose to zero. Let B the number of neighboring edgesonneting areas with di�erent values. If we want to maximize B, it seems that assigning +1to the enter of star shaped areas and −1 to the areas in the outer rings may be near optimal.We are investigating the truth of our onjeture at the moment.2.5.3 The SAR modelThe arguments for the SAR model are very similar to those presented for the CAR modelbut the formulas are more onvoluted. Using the power series expansion (2.10) in the SAR
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Figura 2.3: Edges of US states neighborhod graph drawn aording to the pairwise orrelationwhen ρc approahes its lower bound −1.3923. Solid line: positive orrelation, +1; dashed line:negative orrelation, −1.ovariane (2.2), we an write
Σs = (I − ρW )−1Λ((I − ρW )−1)

′

= (I + ρW + ρ2W 2 + ρ3W 3 + ...)Λ(I + ρW + ρ2W 2 + ρ3W 3 + ...)
′

=
∞
∑

n=0

[

ρn
n
∑

k=0

W kΛ(W n−k)
′

]whih has elements given by
(Σs)ij =

σs

dj

∞
∑

n=0

[

ρn
n
∑

k=0

(W k)ij(W
n−k)ji

]

. (2.15)If the third degree aproximation for (I − ρW )−1 su�es then
(Σs)ij =

∑n
k=1(I − ρW + ρ2W + ρ3W 3)ik

σ2

dk
(I − ρW + ρ2W + ρ3W 3)jk (2.16)where the element (I − ρW + ρ2W 2 + ρ3W 3)ik is equal to

(I{i=k} − ρ
aik

di
+

ρ2

di

∑

p=1

n
aipapk

dp
+

ρ3

di

n
∑

p=1

n
∑

q=1

aipapqaqk

dpdq
)ik (2.17)The main di�erene between SAR and CAR is that a third degree approximation for (I −

ρW )−1 imply in up to a sixth degree polynomial in ρs for eah entry of the ovariane matrix,the oe�ients involving elements of W . Therefore, we get the same type of polynomialapproximation as for the CAR model and our qualitative onlusions remains unhanged forthe SAR model. Inidentally, note that this higher approximating polynomial degree in the



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 21SAR model as ompared to the CAR model explains why, bottom plots in Figure 2.1, the �rstorder neighbor orrelations inrease at a slower rates as a funtion of positive ρc in the CARmodel ompared with positive ρs in the SAR model. For a given approximating polynomialin ρ for (I − ρW )−1, the implied SAR orrelation polynomial has more positive terms thanthe orresponding CAR polynomial, as an be seen in (2.5.3), for example.2.5.4 The role of |λ2|The seond largest eigenvalue modulus |λ2| is in the interval [0, 1) and it is responsible for thespeed at whih [W k]ij onverges to its limiting value, πi = dj/
∑

i di. That is, the smaller |λ2|,the smaller the degree k required in the approximation (2.12). Regular graphs are those with
di onstant. For a highly irregular neighborhood graph it is di�ult to obtain exat resultsanalytially. However, on regular graphs, these results are available and they highlight theinterplay between the neighborhood struture and the approximation speed (Chung (1997),Chapter 1). Basially, the more onneted the graph is, the larger the value of |λ2|. Hene,
|λ2| is a measure of overall onnetedness of a graph.In order to illustrate these points, we omputed |λ2| for some regular graphs. Consider aring graph with nodes {(u, u + 1) : 1 ≤ u < n2} ∪ {(1, n2)}. Then, |λ2| = cos(2π/n2) ≈ 1 if nis large (Chung, 1997, page 6). This dereases substantially when we pass to a grid graph with
n2 verties symmetrially wrapped into a torus. In this ase, eah vertex has four neighboringverties and |λ2| = (1 + cos(2π/n))/2, the midpoint between 1 and cos(2π/n) < cos(2π/n2)for n ≥ 2. Finally, onsider the most dense graph possible with n2 verties, the ompletegraph in whih every area is a neighbor of every other area. Then, |λ2| = 1/(n2 − 1) ≈ 0, if
n2 is large.Admittedly, these graphs are highly arti�ial and do not represent the typial maps foundin pratie. To have a better idea of the e�et of the average density of onnetions on |λ2|,and hene on the speed of the onvergene [W k]ij → dj/D, we suessively pruned a realmap while keeping the entire graph onneted. The objetive is to show how the value of |λ2|tends towards 1 as we prune the graph.The usual US states map is not the best hoie for this demonstration. The reason is that
|λ2| = 0.9714 for this graph, a large initial value. This large value indiates that there areparts of the map (suh as the NE region) that are hard to reah in a random walk, implyingin long paths or a nearly disonneted graph. Even more regularly onneted graphs havelarge eigenvalues. Therefore, in addition to pruning the usual adjaeny neighborhood graph,we also added edges between seond-order neighbors. That is, we inreased the density ofonnetions in the graph by adding edges between areas that are separated from eah otherby at most a third area.We randomly seleted an edge to be deleted while this was possible until only n − 1edges remained (that is, until we reahed a spanning tree). We also randomly reated edgesbetween seond-order neighbors. To keep the balane on the two diretions, we added edgesuntil we reahed the same number needed to generate the most pruned graph. We repeatedthis proedure one hundred times independently.
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Figura 2.4: Suessively adding or pruning the adjaeny neighborhood graph of four graphs.The geographial regions are the US states map, the the ounties of Wyoming and Iowa, andthe muniipalities of Minas Gerais, a Brazilian state. The seond olumn of plots shows �verealizations of the of the addition-pruning proess in eah graph. The third olumn of plotsshows 95% on�dene envelopes based on the simulations in dashed lines, as well as the mean
|λ2(j)| value in solid line.Figure 2.4 shows the graph of the seond largest eigenvalue modulus |λ2(j)| where j iseither the number of deleted edges from the original map (if j < 0) or the number of addededges (if j > 0). We used four geographial regions, shown in the �rst olumn of plots: theUS states map, the ounties of Wyoming and Iowa, and the muniipalities of Minas Gerais, aBrazilian state with the approximately extension as Frane. Their |λ2(0)| values are 0.9714,0.8850, 0.9717, and 0.9561, respetively. The seond olumn of plots shows �ve realizations



2. Another lose look at spatial struture of CAR and SAR models 23of the addition-pruning proess in eah graph. Eah line is the value of |λ2(j)| as j varies.The third olumn of plots shows in dashed lines 95% on�dene envelopes based on the 100simulations, as well as the mean |λ2(j)| value as a solid line.Spei� paths within the on�dene envelope are not neessarily monotone. That is,the deletion (or addition) of a spei� edge an derease (or inrease) the eigenvalue of theresulting W matrix. However, the average behavior is that the denser the onnetions, thesmaller the eigenvalue and hene, faster the onvergene. In terms of the puzzling resultsdisussed in Wall (2004), this means that the denser the graph, the less likely the hange ofranks between di�erent pairs of areas.



Capítulo 3Covariânia posteriori de efeitosaleatórios om priori CARNeste apítulo nós onsideramos um modelo espaial Bayesiano para dados gaussianos. Nessemodelo, onsideramos um efeito aleatório espaial om distribuição a priori CAR. Nós mos-tramos os resultados não intuitivos de Wall, Wall (2004), na ovariânia a posteriori do efeitoaleatório espaial. Nós enontramos uma expressão simples para a matriz de ovariânia aposteriori que auxilia na ompreensão da estrutura estoástia do efeito aleatório a posteriori.Essa expressão é também obtida se a distribuição a priori é CAR intrínsia.3.1 IntroduçãoMuitos estudos envolvem dados de áreas geográ�as, seja um país dividido em estados, umestado dividido em muniípios, um muniípio dividido em bairros ou qualquer região subdivi-dida de forma disreta. Nessas subdivisões, são observados fen�menos que produzem medidasdisretas ou ontínuas. Um fen�meno pode ser observado mais de uma vez em ada área,araterizando proessos espaço-temporais. Também podem ser observados vários fen�menosao mesmo tempo, araterizando proessos multivariados. Esses dados podem ser asos dedoença agregados por muniípios, o índie de desenvolvimento humano em ada estado de umpaís, et.Os modelos de regressão podem ser estendidos para analisar esses dados espaiais. Asextensões são neessárias para modelar a estrutura de dependênia espaial dos dados. Essadependênia espaial pode ser modelada diretamente utilizando modelos de regressão espaialpara dados gaussianos, na abordagem frequentista Anselin et al. (2004), ou onsiderando efei-tos aleatórios espaiais para dados gaussianos ou não, na abordagem bayesiana, Banerjee et al.(2004).A abordagem bayesiana tem sido a mais utilizada, prinipalmente devido ao fato de sermais failmente estendida a modelos mais omplexos do que a abordagem frequentista. Nessaabordagem, a omponente espaial é geralmente modelada onsiderando uma distribuição apriori autogregressiva ondiional ou CAR, do inglês Conditional AutoRegressive, para os24



3. Covariânia posteriori de efeitos aleatórios om priori CAR 25efeitos aleatórios espaiais desonheidos. Nós estudaremos o modelo CAR, Besag (1974), emdetalhes na próxima seção. Geralmente o uso da distribuição CAR omo priori requer o uso deténias de Monte Carlo via Cadeia de Markov, ou do inglês Monte Carlo via Markov Chain -MCMC, para obter amostras da distribuição à posteriori. Apenas em asos partiulares pode-mos enontrar distribuições a posteriori onheidas e isso não é neessário. Atualmente váriosmodelos onsiderando prioris CAR foram implementados e estão disponíveis em programasomputaionais populares , tais omo WinBUGS, Lunn et al. (2000), e BayesX, Lang (2000).Devido à failidade de simular amostras da distribuição a posteriori, os modelos espaiaisbayesianos foram estendidos a modelos espaço-temporais, modelos multivariados e modelos desobrevivênia espaiais, Banerjee et al. (2004); modelos om parâmetros variando no espaçoAssunção (2003); e modelos aditivos generalizados, Fahrmeir and Lang (2001). No entanto,existe pouo onheimento analítio sobre a estrutura estoástia da distribuição a posterioridos efeitos espaiais desses modelos. Em geral, atribui-se distribuições a priori para os parâ-metros, simula-se da distribuição a posteriori, mas falta um entendimento mais detalhado eanalítio das propriedades da distribuição a posteriori dos parâmetros espaiais.Em modelos bem simples, tem sido apontados alguns resultados não intuitivos da estru-tura estoástia impliada pelo modelo CAR. A ovariânia entre pares de áreas om mesmonúmero de vizinhos são diferentes, Besag and Kooperberg (1995). Em ontexto, não bayesi-ano onsiderando o modelo CAR omo verossimilhança para os dados, Wall (2004) mostroualguns resultados não intuitivos na estrutura de ovariânia em função do parâmetro de auto-regressão espaial. Esses resultados foram estudados novamente e expliações para eles foramobtidas através do estudo dos autovalores da matriz de que re�ete a estrutura de vizinhança,Assunção et al. (2008).Neste artigo, nós fazemos um estudo detalhado de um modelo bayesiano espaial gaus-siano e obtemos uma expressão para a estrutura de ovariânia a posteriori dos parâmetrosmodelados por uma priori CAR que permite entender melhor a sua estrutura estoástia. Napróxima Seção nós introduzimos os modelos bayesianos espaiais, na Seção 3.3 obtemos a ex-pressão da ovariânia a posteriori. Na Seção 3.4 nós mostramos os resultados não intuitivosapontados em Wall (2004) para a ovariânia a posteriori. Na Seção 3.5 nós obtemos algunsresultados algébrios e na Seção 3.6 analisamos detalhadamente a matriz de ovariânia aposteriori.3.2 Modelos espaiais BayesianosNesta seção nós vamos onsiderar que temos observações yi, i = 1, ..., n, feitas em n áreasgeográ�as. Podemos onsiderar também um vetor de ovariáveis Xi observadas em adaárea. Um modelo que pode ser onsiderado para esses dados é o modelo linear generalizadomisto, ou Generalized Linear Mixed Model - GLMM. Esse modelo é utilizado para modelar aesperança da variável de interesse de forma linear através de uma função de ligação:
µi = E(yi) = g(ηi), onde, ηi = Xiβ + bi



3. Covariânia posteriori de efeitos aleatórios om priori CAR 26onde, µi é a esperança da média, g(.) é uma função da média da variável hamada de funçãode ligação, ηi é o preditor linar para a média da variável na área i, β são parâmetros deregressão, Xi é a linha i da matriz n × p om o vetor 1	 e as p − 1 ovariáveis e bi é o efeitoaleatório da área i. Na forma vetorial temos
µ = E(y) = g(η), onde, η = Xβ + b .A priori CAR é usada para modelar b, o vetor de efeito aleatório.O modelo CAR para o vetor b, é de�nido por autoregressões de bi em seus vizinhos. Assim,

bi|b−i ∼ N





∑

j∼i

ρbj

di
,

1

diτb



 ,em que b−i são todos os elementos de b exeto o elemento bi, j ∼ i india que a área j évizinha da área i, di é o número de vizinhos da área i, ρ é um parâmetro de autoorrelação emede a força da dependênia de bi nos seus vizinhos e τb > 0 é o parâmetro de preisão. Essemodelo faz om que b tenha uma variação suave no espaço.É possível obter a distribuição onjunta de b, Banerjee et al. (2004). Assumindo queE(bi)=0, a distribuição de b é normal multivariada
b ∼ MV N(0, (I − ρW )−1T−1) ,em que T é uma matriz diagonal om T ii = τbdie W é de�nida a partir da matriz deadjaênia. A matriz de adjaênia A = (aij) de dimensão n × n é de�nida fazendo aij = 1se i ∼ j e aij = 0 aso ontrário (aii = 0). A matriz W = (wij) é tal que wij = aij/ai. onde

ai. =
∑

j aij = di é o número de áreas vizinhas da área i. É neessário fazer ρ ∈ (λ−1
n , λ−1

1 )em que λ1, ..., λn são os autovalores de W ordenados em ordem deresente, ou ρ ∈ (λ−1
n , 1),pois λ1 = 1.Nós vamos onsiderar que, y1, ..., yn são observações feitas nas áreas 1, ..., n de um proessogaussiano ondiionalmente independente om média µi e variânia τ−1

y . Neste aso temosque o vetor n dimensional y|b, τy ∼ MV N(b, 1
τy

I). Com y gaussiano, g(.) ostuma ser aidentidade e E(yi) = µi = ηi = Xiβ, pois E(bi) = 0.Esse modelo foi estendido em várias direções e para obter uma intuição da estrutura aposteriori desses modelos, nós vamos onsiderar y gaussiano e estudar detalhadamente suadistribuição à posteriori. Como veremos, muito pode ser aprendido sobre as onsequêniasda adoção de uma distribuição a priori CAR para o efeito aleatório b neste aso. No asode assumir y gaussiano, podemos enontrar distribuições onheidas para a distribuição aposteriori. Porém, para outras distribuições, tal omo a de Poisson, mesmo nos asos maissimples a distribuição a posteriori não possui forma onheida e os métodos MCMC sãoutilizados para fazer inferênia.



3. Covariânia posteriori de efeitos aleatórios om priori CAR 273.3 Covariânia à posterioriNós queremos obter a distribuição a posteriori de b onsiderando uma distribuição a prioriCAR para b:
b|τb, ρ ∝ exp

{

−
1

2
b
′

[T (I − ρW )]b

}

.om ρ, T e W omo de�nidos anteriormente. Para β nós adotamos uma distribuição a prioriNormal p variada:
β ∝ exp

{

−
1

2
(β − m)V −1(β − m)

}

,om m o vetor de médias e V a matriz de ovariânia. Para τy nós onsideramos umadistribuição a priori Gamma(α, β), α > 0 e β > 0:
τy|α, β ∝ τα−1

y exp(−τyβ) .A verossimilhança para os dados é o produto de distribuições normais:
y ∝ τ−n/2

y exp

{

−
τy

2
[y − (Xβ + b)]

′

[y − (Xβ + b)]

}

.Assumindo independênia entre as prioris, temos então que
β, τy, b|y, τb, m, V , α, β ∝ exp

{
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1

2
(β − m)V −1(β − m)
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× τα−1
y exp(−τyβ)
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′
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.Podemos obter as distribuições ondiionais para ada um dos parâmetros (β, τy e b).Temos que β|y, b, τy, m, V

∝ exp
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V −1 + τy(X
′

(y − b))
′

]β]

}Vamos onsiderar um resultado de algebra linear, a multivariate ompletion of squares ouellipsoidal reti�ation onde
u

′

Au − 2α
′

u = (u − A−1α)
′

A(u − A−1α) − α
′

A−1α .
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β|y, b, τy, m, V ∝ exp

{

−
1

2
[(β − m∗)

′

(V −1 + τyX
′

X)(β − m∗)

}onde m∗ = (V −1 + τyX
′

X)−1[V −1m + τyX
′

(y − b)] e β|y, b, τy, m, V tem distribuiçãonormal-p variada om média m∗ e variânia (V −1 + τyX
′

X)−1.A distribuição ondiional de τy é obtida de
τy|y, β, b, τb, ρ ∝ τn/2+α−1

y exp

{

−τy[β +
1

2
(y − (Xβ + b))

′

(y − (Xβ + b))]

}

,ou seja, que τy|y, β, b, α, β tem distribuição Gamma(α + n/2, β + 1
2(y − (Xβ + b))

′

(y −

(Xβ + b))).A distribuição a posteriori de b ondiionada aos demais parâmetros é obtida de
b|y, β, τy, τb, ρ ∝ exp

{

−
1

2
[b

′

[T (I − ρW )]b + τy(y − (Xβ + b))
′

(y − (Xβ + b))

}

∝ exp

{

−
1

2
[b

′

[T (I − ρW )]b − 2τy(y − Xβ)
′

b + b
′

(τyI)b]

}

= exp

{

−
1

2
[b

′

[T (I − ρW ) + τyI]b − 2τy(y − Xβ)
′

b]

}Completando quadrados e onsiderando C = [τyI + T (I − ρW )] temos
b|y, β, τy, τb, ρ ∝ exp

{

−
1

2
[(b − τyC

−1(y − Xβ))
′

C(b − τyC
−1(y − Xβ))]

}Portanto, temos que
b|y, β, τy, τb, ρ ∼ MV N

(

τyC
−1(y − Xβ), C−1

)

. (3.1)Se onsideramos o aso partiular em que não temos ovariáveis no modelo e E(yi) = 0, nóspodemos utilizar um resultado geral de inferênia bayesiana para dados normais multivariados.Neste aso, ondiionando a τb e ρ onheidos, temos que a distribuição marginal de µ aposteriori, integrando sobre τy, é t-multivariada om 2α graus de liberdade, vetor de loação
µ e matriz de preisão (α/β)[T (I − ρW )], DeGroot (1970). Neste aso partiular, não éneessário utilizar MCMC para simular amostras da distribuição a posteriori de b.Na prátia, é omum atribuir distribuições a priori para os hiperparâmetros m, V , τb e ρ,ou seja, utilizar hiperprioris para onsiderar a inerteza sobre esses hiperparâmetros. Porém,não é possível obter distribuições ondiionais om forma onheida para eles. Como temosondiionais ompletas para os demais parâmetros om forma onheida, podemos utilizar oproedimento Gibbs Sampler om passos de Metropolis-Hastings para esses parâmetros.



3. Covariânia posteriori de efeitos aleatórios om priori CAR 293.4 Resultados não-intuitivos de WallWall (2004) apontou três resultados não intuitivos impliados pelo modelo CAR. Esses re-sultados foram mostrados usando o mapa dos 48 estados ontinentais dos Estados Unidosda Améria. Nós também tomamos esse mapa para mostrar os resultados não intuitivosde Wall no modelo espaial Bayesiano gaussiano. Neste aso, nós temos que avaliar osresultados em função de ρ onsiderando diferentes valores de τy e τb. Nós usamos umasequênia de ρ no intervalo (−1.392387, 1), o limite válido para esse mapa e onsideramosvalores para τy e τb, ondiionando que a soma de ambos seja igual a 1. Usamos os valo-res {0, 0.01, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 0.99, 1} para τb (τy = 1 − τb). Portanto, nós estudaremos ain�uênia da distribuição a priori na oorrênia dos resultados não intuitivos.Na Figura 3.1 mostramos a orrelação a posteriori entre b vizinhos. Considerando τb =

1, no grá�o superior esquerdo, o resultado é a orrelação impliada pelo modelo CAR, aorrelação a priori. Observamos nos outros grá�os que os três resultados não intuitivos deWall oorrem. A amplitude da orrelação derese se ρ derese em módulo, oorrem troa depostos (linhas se ruzam) e oorrem orrelações positivas para valores negativos de ρ. Porém,a medida que τb derese em relação a τy, o resultado mais intrigante, que é a oorrêniade orrelação positiva quando ρ < 0 entre alguns pares de vizinhos, não oorre. Para umaanálise mais detalhada do que oorre om os resultados não inuitivos, nós alulamos algumasestatístias sobre esses resultados.Nós ontamos o número de pares om orrelação positiva impliada por ρ negativo. Usamos
ρ próximo do limite inferior e variamos τb entre 0.70 e 1. Esses resultados são mostrados naFigura 3.2. Se τb = 0.7 não há orrelação positiva. Uma orrelação positiva oorre om
τb = 0.7281. O número de pares aumenta rapidamente quando τb é próximo de 1, lembrandoque no modelo CAR, equivalente a fazer τb = 1 neste aso, oorreram 34 pares de vizinhosom orrelação positiva. Podemos onsiderar então que na prátia é muito raro oorrer umpar de orrelações negativas se ρ < 0, pois para isso ρ deve ser próximo do limite inferior e τbmuito grande em relação a τy.O segundo resultado não intuitivo é a mudança de ordem no rank das orrelações entrepares de vizinhos se ρ muda. Para avaliar a in�uênia de τb nesse resultado, nós alulamos ooe�iente de orrelação de Kendall, ̺. Nós onsideramos os valores de τb da análise anterior.Para ada um desses valores, onsideramos ρ = 0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75,0.85, 0.95 e alulamos os postos da orrelação entre os pares de vizinhos. A seguir, alulamos
̺ entre os vetores de postos obtidos por esses valores de ρ e os postos obtidos por ρ = 0.05,um valor de referênia. Para valores negativos de ρ, nós usamos ρ = -0.05, -0.15, , -0.3, -0.5,-0.7, -1, -1.35 e alulamos ̺ om ρ = −0.05 de referênia. Para ambos os asos, ρ < 0 e
ρ > 0 nós onsideramos também ̺ entre os postos impliados por valores seqüeniais de ρ.Na Figura 3.3, nós mostramos os valores de ̺ alulados. Cada linha orresponde a umpar de valores de ρ e a linha é em função de τb. Na Figura 3.3 (esquerda) onsideramosvalores negativos de ρ e ρ = 0.05 omo referênia. Na Figura 3.3 (direita) valores positivose ρ = 0.05 omo referênia. Em ambos os grá�os se τb = 0, ̺ = 1 para todos os pares de
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Figura 3.1: Correlação a posteriori entre vizinhos por ρ, para vários valores de τb.valores de ρ, pois nesse aso a orrelação à posteriori entre os pares de vizinhos não dependeda estrutura do grafo. Se τb aumenta, ̺ derese rapidamente e estabiliza num plat�. Issoindia que um pouo de informação a priori já é su�iente para que haja variação nos postos.Notamos também que para valores de ρ mais distantes do valor de referênia, o plat� é maisbaixo, o que é um resultado razoável. No aso dos pares de ρ > 0, há poua mudança nospostos se ρ muda de 0.05 para 0.15. Notamos também que a linha de ̺ quando ρ muda de
0.05 para 0.25 é pareido om a linha de ̺ quando ρ muda de −0.05 para −0.15.Notamos também alguns resultados onfusos. Um resultado onfuso é que as urvas nãosão paralelas e ruzam em alguns asos. No aso de ρ > 0, por exemplo, o menor valor de ̺ éobtido om ρ = 0.75 se τb = 1. Outro é que olhando a urva referente a ρ = 0.95, para τb = 0.1o valor de ̺ é o menor valor, mas a medida que τb aumenta, ̺ ontinua aproximadamente
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Figura 3.2: Número de orrelações positivas entre pares de vizinhos em função de τb.
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Figura 3.3: Coe�iente de orrelação de Kendall entre os postos de orrelação entre pares devizinhos impliada por diferentes pares de valores de ρ, em função de τb.



3. Covariânia posteriori de efeitos aleatórios om priori CAR 32onstante, além disso, para τb = 1 não é o menor valor.Se a diferença entre os valores de ρ onsiderados rese, podemos esperar valores me-nores de ̺ e esse resultado foi observado na maioria dos asos. Porém nós podemos estarinteressados no aso em que os valores de ρ onsiderados são sequêniais om uma diferençaaproximadamente onstante entre ambos. Para veri�ar isso, nós alulamos ̺ entre os postosimpliados por diferentes valores de ρ om diferença entre eles iguais a 0, 1. Esses resultadossão mostrados na Figura 3.4. Observando ambos os grá�os dessa Figura, notamos que emgeral ̺ não deai tão rapidamente a medida que τb rese, omo na Figura 3.3. Também,notamos que em geral ̺ deai mais em função de τb se os valores de ρ são mais distantes de 0(zero). Esse resultado india que a mudança nos postos das orrelações entre os pares tendea ser maior se ρ esta mais próximo dos extremos.
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Figura 3.4: Coe�iente de orrelação de Kendall entre os postos de orrelação entre pares devizinhos impliada por pares de valores seqüêniais de ρ, em função de τb.O tereiro resultado apontado em Wall (2004) é o aumento da amplitude das orrelaçõesmarginais se |ρ| rese. Nós também olhamos a amplitude da orrelação impliada à posteriorientre os pares de vizinhos em função de τb. Na Figura 3.5, obtemos a amplitude em funçãode τb para alguns valores de ρ. Esse resultado é muito laro, para um valor �xo de ρ, se τbrese, a amplitude aumenta e se ρ derese, a amplitude diminui.3.5 Alguns resultados algébriosNesta seção nós estudamos a matriz de ovariânia de b|y, τy, τb, ρ

Cov(b|y, τy, τb, ρ) = [τyI + T (I − ρW )]−1
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Figura 3.5: Amplitude por τb para alguns valores de ρ.a partir de uma expressão mais simples obtida para essa matriz. Partiularmente, queremosobter uma expressão para a ovariânia entre pares de áreas,
Cov(bi, bj |y, τy, τb, ρ) =

{

[τyI + T (I − ρW )]−1
}

ij
.O estudo de Cov(b|y, τy, τb, ρ) om essa expressão mais simples auxilia na ompreensão daestrutura estoástia de b a posteriori.Iniialmente, vamos reesrever essa matriz de ovariânia de forma onveniente:

Cov(b|y, τy, τb, ρ) = [τyI + T (I − ρW )]−1

= (τyI + T − ρTW )−1

Cov(b|y, τy, τb, ρ)(τyI + T ) = [(τyI + T ) − (ρTW )]−1(τyI + T )

=
{

(τyI + T )−1[(τyI + T ) − (ρTW )]
}−1

= (I − ρW ∗)−1em que
W ∗ = T ∗W e T ∗ = diag

{

d1τb

τy + d1τb
, ...,

dnτb

τy + dnτb

}

.Logo, temos que
Cov(b|y, τy, τb, ρ) = (I − ρW ∗)−1(τyI + T )−1 = [(τyI + T )(I − ρW ∗)]−1 (3.2)Olhando para T ∗

ii, notamos que esse termo é a preisão à priori de yi em relação à preisãototal, om uma ponderação em função do número de vizinhos da área i. Esse termo é entãouma medida da in�uênia da preisão à priori em relação a preisão total, que é a preisão dadistribuição a priori para ada área somada à preisão dos dados. Na seção 3.4 nós estudamos



3. Covariânia posteriori de efeitos aleatórios om priori CAR 34os resultados não intuitivos de Wall em função de ρ onsiderando a in�uênia da preisão apriori, utilizando o mapa dos Estados Unidos. Note que, se τy = 0 a ovariânia à posteriorié exatamente a ovariânia à priori.Nós podemos obter uma expressão mais simples e que fornee uma interpretação intuitivapara a ovariânia a posteriori de pares bi, bj . Para isso, usamos um resultado básio deálgebra linear. Esse resultado diz que se M é uma matriz quadrada e ada entrada da matriz
Mk tende a zero se k aumenta, então a inversa (I − M)−1 existe e é dada por

(I − M)−1 = I + M + M2 + M3 + . . . , (3.3)Iosifesu (1980), pag. 45.Nós preisamos veri�ar se os elementos de (ρW ∗)k tendem a zero se k aumenta. Aerade W , sabemos que é uma matriz estoástia, então ∑n
j=1 W k

ij = 1, i = 1, ..., n e k > 0 eda teoria de grafos temos que W k
ij → di/D se k → ∞, em que D =

∑n
r=1 dr. Sobre W ∗,temos que ∑n

j=1 W ∗
ij = T ∗

ii = diτb/(τy + diτb) ≤ 1. Portanto
[(W ∗)k]ij → 0 se k → ∞ . (3.4)Considerando ρW ∗, seja r = max(|ρ|T ∗) para ρ tal que |ρ|T ∗ ∈ (0, 1). Então, para ρ nesteaso, temos

[(|ρ|W ∗)k]ij < rk[(W )k]ij → rk di

D
→ 0, se k → ∞.Logo

(ρW ∗)k → 0 se ρT ii ∈ (−1, 1), para i = 1, ..., n. (3.5)Este resultado nos permite utilizar o resultado (3.3) para um intervalo maior de valores de ρ,inluindo valores menores que −1.Nós podemos utilizar a interpretação de potênias da matriz de adjaênia A para om-preender melhor a estrutura de ovariânia à posteriori. O elemento ij de Ak é o número deaminhos distintos para ir da área i para a área j em k passos. O elemento ij de W k é aprobabilidade de sair da área i passear aleatóriamente pelo grafo e estar na área j em k passos.O elemento [W k]ij é a razão entre o número de aminhos de i para j em k passos e o produtoentre número total de aminhos possíveis em ada passo. No limite essa probabilidade é di/D,onde D =
∑n

i=1 di, que é a densidade do nó. Então, quanto mais densa é a área, ou maior oseu número de vizinhos, maior é a probabilidade de se passar por essa área durante o passeioaleatório.Iniialmente vamos enontrar os elementos de (W ∗)k, para k = {0, 1, 2 e 3}. Para k = 0,
(W ∗)0 = I por de�nição. O elemento ij para k = 1 é

(W ∗)ij =
wijdiτb

τy + diτb
=

aijτb

τy + diτb
,
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[(W ∗)2]ij =

n
∑

r=0

airτbarjτb

(τy + diτb)(τy + drτb)
=

τ2
b

τy + diτb

n
∑

r=1

airarj

τy + drτbe para k = 3 é
[(W ∗)3]ij =

τ3
b

τy + diτb

n
∑

r=1

n
∑

s=1

airarsasj

(τy + drτb)(τy + dsτb)
.Notamos que de forma geral, (W ∗)k é o número de aminhos de tamanho k de i para jdividido por uma ponderação do produto do número total de aminhos em ada passo, ouseja,

[(W ∗)k]ij =
τk
b

τy + diτb
×

# caminhos tamanho k de i para j
∏

(τy + # alternativas a cada passo × τb)
.O termo de poderação é dmτb/(τy + dmτb) que é a importânia da preisão a priori dmτb emrelação a preisão total, om dm sendo o número de aminhos possíveis de serem seguidos emada passo. No aso partiular em que τy = 0, W ∗ = W .3.6 Analisando a ovariânia a posterioriNós queremos estudar a distribuição a posteriori de b. Então, preisamos estudar a matriz

C−1 = [τyI + T (I − ρW )]−1 para entender a estrutura estoástia de b|y, β, τy, τb, ρ. Wall(2004) estudou a matriz [T (I − ρW )]−1, a matriz de ovariânia do modelo CAR, que é adistribuição a priori de b. Nesse trabalho, foram apontados três resultados não intuitivos emfunção de ρ: 1) a oorrênia de orrelação positiva entre pares de vizinhos quando ρ < 0; 2)troa de postos entre as orrelações entre dois pares vizinhos diferentes quando ρ muda; 3)mudança na amplitude das orrelações entre pares de vizinhos se ρ muda. Como veremos naseção 3.4, esses resultados também aonteem no modelo bayesiano adotado se τb é grande osu�iente em relação a τy.3.6.1 Uma expressão simplesConsiderando os resultados da seção 3.5, se ρT ∗
ii ∈ (−1, 1), i = {1, ..., n}, podemos esrever

Cov(b|y, τy, τb, ρ) = [I + ρW ∗ + ρ2[W ∗]2 + ρ3[W ∗]3 + ...](τyI + T )−1 . (3.6)A matriz W não é simétria e (ρW ∗)k também não é e o termo (τyI + T ) faz om que
Cov(b|y, τy, τb, ρ) seja simétria. Para um par de áreas i, j temos

Cov(µi, µj |y, τy, τb, ρ) =
1

τy + djτb

∞
∑

k=0

ρk[(W ∗)k]ij , (3.7)Em que o termo (τy + djτb)
−1 faz om que Cov(µi, µj |y, τy, τb, ρ) = Cov(µj , µi|y, τy, τb, ρ).
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Cov(b|y, τy, τb, ρ) = [I + ρW + ρ2W 2 + ...]T−1e
Cov(bi, bj |y, τy, τb, ρ) = (djτb)

−1
∞
∑

k=0

ρk(W k)ij .Se τb = 0 ou ρ = 0, Cov(b|y, τy, τb, ρ) = τyI e Cov(µi, µj |y, τy, τb, ρ) = 0. Se fazemos τbtender a zero, a variânia à posteriori tende a ser a variânia dos dados, pois nesse aso nãotemos informação à priori. Se τy tende a zero, os dados não trazem muita informação sobre
µ e a ovariânia a posteriori tende a ser igual a ovariânia à priori.Nós podemos onsiderar aproximações para Cov(b|y, τy, τb, ρ), utilizando apenas os pri-meiros termos da expansão (3.7). Olhando para esses termos podemos busar interpretaçõespara Cov(µi, µj |y, τy, τb, ρ).Considerando aproximação de ordem 1 para Cov(µi, µj |y, τy, τb, ρ) temos

Cov(µi, µj |y, τy, τb, ρ) ≈
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. (3.8)Com esta aproximação, a variânia da área i depende do número de vizinhos, e é o inversoda soma das preisões, à priori e dos dados. Se i ∼ j, temos que a ovariânia é inversamenteproporional ao número de vizinhos de ambas as áreas. Então, um par de áreas om muitosvizinhos tem ovariânia menor que outro om pouos vizinhos om essa aproximação. Issodá uma noção de que ada área deve �dividir� a sua �informação� om as áreas vizinhas.Na aproximação de ordem 2, temos
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. (3.9)
Notamos que neste aso a variânia à posteriori da área i depende do seu número de vizinhose do número de vizinhos de seus vizinhos. Notamos que o último termo, obtido de (ρW ∗)2,arrega a informação dos vizinhos omuns às áreas i e j. Quanto mais vizinhos omunshouverem em relação ao número de vizinhos de ada uma, maior é esse termo. Se, porexemplo, temos um mapa om di + 1 áreas e a área i tem di vizinhos, ou seja, a área i estáao entro das outras áreas e todas são vizinhos dela. O termo de ordem 2 para a variânianessa área é então di[ρτb/(τy + diτb)]

2.A ovariânia entre um par de vizinhos depende do número de vizinhos omuns a ambase do número de vizinhos de ada uma dessas áreas. Se um par de áreas não são vizinhos,



3. Covariânia posteriori de efeitos aleatórios om priori CAR 37a ovariânia não é nula se ambas possuem algum vizinho omum, ou seja, há um aminhoem dois passos para ir de uma área a outra. Esse termo será maior quanto maior o númerode aminhos de tamanho 2 ligando ambas em relação ao número de vizinhos dos vizinhos deada uma. Um extremo é obtido se, por exemplo, temos as áreas i e j e todas os vizinhos de
i também são vizinhos de j, ou seja, ambas são extremos do mapa e as demais áreas estãoentre ambas e são vizinhos de ambas.A medida que aumentamos o grau da aproximação, a matriz de ovariânia tem menostermos nulos. O grau de aproximação neessário para preenher toda a matriz é o diâmetrodo grafo de vizinhança. O diâmetro é o máximo do menor aminho que liga um par de áreasqualquer. A estrutura de ovariânia à posteriori depende não só dos vizinhos mas de toda aestrutura do grafo de vizinhança assoiado ao mapa. Porém, os aminhos de tamanhos muitograndes são menos importantes, pois (ρW ∗)k

ij → 0 se k → 0. É importante então analisar aveloidade de onvergênia de ρW ∗ para estudar a importânia da vizinhança mais longinquana ovariânia a posteriori.3.6.2 O aso distribuição a priori CAR intrínsiaO modelo CAR intrínsio é obtido no aso partiular de ρ = 1. A distribuição onjunta apriori de b neste aso é imprópria. Porém, prova-se que a distribuição a posteriori de b éprópria. Então, analisar a distribuição de b|y quando a priori é CAR intrinsia, é o aso emque analisamos apenas a in�uênia da estrutura do mapa e das relações entre τy e τb.Nesse aso, basta onsiderarmos a onvergênia de [W ∗]k, demostrada em (3.4). Portanto,podemos onsiderar que
Cov(b|y, τy, τb) = [I + W ∗ + [W ∗]2 + [W ∗]3 + ...](τyI + T )−1 . (3.10)e para um par de áreas i, j, temos

Cov(bi, bj |y, τy, τb) =
1

τy + djτb

∞
∑

k=0

[(W ∗)k]ij (3.11)Assim podemos expliar a o fato de que a ovariânia entre pares de áreas om mesmonúmero de vizinhos são diferentes, Besag and Kooperberg (1995). Como vemos em (3.11), aovariânia entre um par de áreas não depende apenas dos vizinhos de primeira ordem, masdepende de vizinhos mais longínquos ou de aminhos de ordem k, om k → ∞. Portanto, aovariânia entre pares depende de toda a estrutura do grafo, embora os termos de vizinhançamais longínquos tenham menos importânia, pois W k → 0 se k → ∞.3.6.3 Convergênia e segundo autovalorA análise da veloidade da onvergênia de W ∗ pode ser feita através da análise da razãoentre seus segundo e primeiro autovalores. Para ter uma idéia da onvergênia e ompararom a onvergênia de W , nós alulamos essa razão para W ∗ e o segundo autovalor de
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Figura 3.6: Segundo autovalor de W (vertial) pela a razão entre os dois primeiros autovaloresde W ∗ (horizontal), onsiderando diferentes valores de τb.
W , que é a razão entre seus dois primeiros autovalores, pois seu primeiro autovalor é 1.Nós onsideramos 76 mapas, inluindo o mapa dos EUA, Brasil, estados dos EUA divididosem ondados e estados do Brasil dividido em muniípios. Na �gura 3.6, temos o grá�o dedispersão entre essas razões.Na �gura 3.6, podemos observar o diagrama de dispersão do segundo autovalor de W pelarazão entre os dois primeiros autovalores de W ∗, onsiderando diferentes valores de τb e τy.Nós onsideramos τb = {0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9}. e τy = 1 − τb. Podemos observar que a razãoentre o segundo e primeiro autovalores de W ∗ é menor que o segundo autovalor de W , paratodos os 76 mapas onsiderados e todos os valores de τb, exeto aos referentes ao estado deDelaware que tem o segundo autovalor de W igual a 1 e os dois primeiros autovalores de W ∗iguais.Esse resultado india que W ∗ onverge mais rápido que W , além disso, W ∗ → 0. Issoimplia que a vizinhança mais longinqua in�uenia menos na estrutura de ovariânia a pos-teriori que sua in�uênia na priori, ou no modelo CAR. Notamos também que para valoresmenores de τb a razão é menor e, onsequentemente a onvergênia é mais rápida. Esse resul-tado é bastante intuitivo, pois se a preisão a priori é menor em relação a soma das preisões,é de se esperar que a estrutura de ovariânia seja menos afetada pela estrutura do mapa.



Capítulo 4ConlusãoA matriz de ovariânia dos modelos SAR e CAR e da distribuição a posteriori podem serdeompostas em uma soma in�nita de termos. Essa deomposição é válida onsiderandorestrição no parâmetro de orrelação de forma a garantir a onvergênia dos termos da soma.A partir da interpretação desses termos, podemos entender melhor os resultados não intuitivosda estrutura de orrelação impliada.A orrelação entre um par de áreas não depende apenas de seus vizinhos, mas sim daestrutura de vizinhança de todo o mapa. A ontribuição de um vizinho mais longínquo é dadanos termos de maior grau da soma in�nita e esses termos tem uma interpretação assoiada aaminhos entre as áreas passando por esse vizinho. A in�uênia das áreas mais distantes estáassoiada à veloidade om que os termos da soma in�nita onvergem. Também vimos queessa onvergênia está assoiada ao segundo autovalor da matriz de vizinhança assoiada ea ontribuição de áreas mais distantes é menor em mapas mais densamente onetados, poisvimos que o segundo autovalor de W diminui a medida que adiiona-se arestas.Nós observamos também que os resultados não intuitivos são menos frequêntes, ou emmenor grau, no modelo Bayesiano, a medida que a informação dos dados seja mais relevanteque a informação à priori. Isso porque os resultados não intuitivos são ausados pela pri-ori. Usando resultados de álgebra, onseguimos ompreender a estrutura de ovariânia dadistribuição a posteriori do efeito aleatório espaial.A seguir oloamos três possíveis linhas de pesquisa para trabalhos futuros:
• A matriz W que analisamos é a mais utilizada, porém outras de�nições também podemser utilizadas. Seria interessante estudar outros tipos de matriz de vizinhança.
• A razão entre o segundo e o primeiro autovalor de W ∗ foi apresentado para um onjuntode 76 mapas. Um trabalho futuro poderia ser provar se esse resultado é geral.
• Os resultados deste trabalho são úteis para ompreender a estrutura a posteriori de pa-râmentros om priori CAR. Porém, é nessessário veri�ar se em modelos mais omplexosos resultados não intuitivos oorrem e se podem ser analisados da forma omo �zemosneste trabalho. 39
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