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"We shall not cease from exploration,
And the end of all our exploring

Will be to arrive where we started,
And know the place for the first time.'

"Nao cessaremos com a exploracéo,

E o fim de todo nosso explorar

Sera chegar ao ponto onde comegamos,
E conhecer o lugar pela primeira vez."

T.S. Eliot



Resumo

A regressao logistica € o método estatistico, frequentemente, utilizado quando o
objetivo do estudo é verificar a relagdo entre uma variavel resposta dicotbmica e
covariaveis relacionadas a ela. Os parametros do modelo, usualmente, sdo estimados
através do método de maxima verossimilhanga e testes sobre estes pardmetros sao
construidos considerando as distribuigdes aproximadas dos estimadores. Isto significa
que amostras grandes tornam-se necessarias para termos resultados mais confiaveis. Em
estudos envolvendo dados binarios, é frequente a presenga de uma variavel resposta cujo
sucesso é pouco provavel, ou seja, temos um evento raro, o que pode gerar uma amostra
com dados esparsos. Nestes casos, podemos ter dados que se encaixam na classificagao
de separacdo quase-completa e esta situagdo esta, frequentemente, associada a
presenga de uma covariavel categdrica. Neste caso, os estimadores de maxima

verossimilhanga ndo existem.

A inclusdo de informacbes a priori sobre os parametros no problema pode trazer
um ganho para a analise dos dados. O objetivo deste trabalho foi abordar o modelo de
regressao logistica binaria para os casos de separagdo quase-completa via métodos
bayesianos e bayesianos empiricos. Realizamos um estudo da especificagdo da
distribuicdo a priori utilizando dados gerados com separagdo quase-completa e
superposi¢cao. Para avaliar o efeito de distribuicdes a priori nas distribuicdes a posteriori
dos pardmetros do modelo, utilizamos, como exemplo, os dados de um estudo
apresentado em Colosimo, Franco e Couto (1995). Além disto, construimos uma
distribuicdo a priori empirica para o modelo logistico usando os dados do exemplo e
avaliamos se este tipo de especificagédo a priori traz algum ganho para a analise de dados
com separagao quase-completa. Os resultados foram comparados com a proposta de

estimacao por maxima verossimilhanca penalizada.

Verificamos que a especificagdo da distribuicdo a priori € a chave para a
apropriada utilizacdo da estatistica bayesiana. Com uma adequada definicdo da
distribuicdo a priori podemos chegar a melhores resultados que com a estimagéo por

maxima verossimilhanga penalizada, no caso de separagdo quase-completa.

Palavras-chave: Regressdo Logistica; Separacdo quase-completa; Eventos Raros;

Estatistica bayesiana; Bayes empirico.



Abstract

Logistic regression is a statistic method, often used when the study’s objective is to
verify the relationship between a dichotomous outcome variable and a set of covariates
related to it. The model parameters are usually estimated through the maximum likelihood
method, and tests for such parameters are constructed taking into account the estimators
approximate distributions. This means that large samples are required for more reliable
results. In studies involving binary data, the presence of an outcome variable whose
success is very unlikely is frequent, that is, it is a rare event, which may produce a sample
with sparse data. In such cases we may have data which fit in the classification of quasi-
complete separation, and that situation is often associated to the presence of a categorical

covariate. In that case maximum likelihood estimators do not exist.

Including a priori information on the problem parameters may yield a gain for data
analysis. The goal of the present study is to approach the binary logistic regression model
for cases of quasi-complete separation by Bayesian and empirical Bayes methods. We
carried out a study on the specification of a priori distribution employing data produced
with quasi-complete separation and overlap. To assess the effect of a priori distributions
on a posteriori distributions of the model parameters, we used, as an example, the data
from a study presented in Colosimo, Franco and Couto (1995). In addition, we constructed
an empirical a priori distribution for the logistic model using data from the example and
verified whether that type of a priori specification produces any gain to the data analysis
with quasi-complete separation. Results were compared with the estimation proposal by

penalized maximum likelihood.

We observed that specification for a priori distribution is the key to a proper
use of Bayesian statistics. With an adequate definition of a priori distribution we may
proceed to better results than with penalized maximum likelihood estimation, in cases of
quasi-complete separation.

Key-words: Logistic Regression; Quase-complete separation; Rare Events; Bayesian

statistics; Empirical Bayes.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitos estudos na area de saude, a variavel de interesse, também conhecida
como variavel resposta, apresenta apenas duas categorias. Como por exemplo, podemos
citar a remissdo de uma doenga (sim ou nao), o resultado de um tratamento (bom ou

ruim), entre outras. Variaveis deste tipo séo classificadas como binarias ou dicotdmicas.

Quando o objetivo do estudo é verificar a relagao entre uma variavel resposta
dicotdmica e variaveis explicativas ou covariaveis relacionadas a ela, a regressao logistica
€ o método estatistico, frequentemente, utilizado. Os pardmetros do modelo, usualmente,
sdo estimados através do método de maxima verossimilhanca e testes sobre estes
parametros sdo construidos considerando as distribuigdes assintéticas dos estimadores.
Isto significa que amostras grandes tornam-se necessarias para termos resultados mais

confiaveis.

Em estudos envolvendo dados binarios é frequente a presenga de uma variavel
resposta cujo sucesso € pouco provavel de ocorrer, ou seja, temos um evento raro o que
pode gerar uma amostra com dados esparsos. Neste caso, os estimadores de maxima
verossimilhanga podem nao fornecer resultados satisfatérios para a estimacdo dos
parametros ou podem nao existir. Albert e Anderson (1984) identificaram as condigdes
para existéncia dos estimadores de maxima verossimilhanga em modelos cujo
comportamento pode ser descrito via modelo logistico. Conjuntos de dados logisticos
podem ser classificados em trés categorias mutuamente exclusivas e exaustivas: dados
com separacdo completa, separacdo quase-completa e superposi¢do. Estimadores de

maxima verossimilhanga nao existem para as duas primeiras categorias.

Nao sdo raros os problemas reais que se encaixam na classificagdo de separagao
quase-completa. Segundo Nacle (2004), esta situagao esta, frequentemente, associada a
existéncia de uma variavel explicativa categdrica. Se, numa tabela de contingéncia
relacionando as variaveis explicativa e resposta, observarmos frequéncia nula em uma
das caselas da tabela, diz-se que o conjunto de dados esta na categoria de separagao
quase-completa. Um evento raro pode ocasionar a separagdo quase-completa no

conjunto de dados.



Quando uma tabela, cruzando a variavel resposta com uma covariavel categorica,
apresenta dois zeros em caselas discordantes diz-se que o conjunto de dados esta na

categoria de separagao completa.

Segundo Heinze e Schemper (2002) as seguintes solugdes sao possiveis para
tratarmos uma situacdo em que se observa separagdo completa ou separagdo quase-
completa: omissao da covariavel no modelo, utilizagdo de uma fungao de ligagao diferente
da logit para o modelo de regresséao logistica, manipulagdo de dados, regressao logistica

exata e a modificacdo da funcao escore, sendo esta ultima recomendada por eles.

Uma vez que, em dados que apresentam separabilidade quase-completa, o
estimador de maxima verossimilhanga néo existe, a inclusdo de informacgdes a priori sobre
0s parametros no problema pode trazer um ganho na analise dos dados. O objetivo deste
trabalho é, entdo, abordar o modelo de regressdo logistica binaria para os casos de
separagao quase-completa via métodos bayesianos e bayesianos empiricos. Inicialmente,
a meta é avaliar o efeito nas estimativas a posteriori de distribuicdes a priori vagas e
informativas para os parametros do modelo. Segundo Agresti (2006), a sensibilidade dos
resultados a mudancgas na especificacdo da distribuicdo a priori quando a informacgao é
vaga é um problema para aqueles que preferem uma abordagem objetiva da analise de

dados, mas é atrativa em relagéo a outros aspectos da abordagem bayesiana.

Também construiremos uma distribuicdo a priori empirica para o modelo logistico
e avaliaremos se este tipo de especificagcao a priori traz algum ganho na analise de dados

com separabilidade quase-completa.

Além disto, queremos comparar estes resultados com a proposta de estimacao por
verossimilhanga penalizada recomendada por Heinze e Schemper (2002). Segundo Zorn
(2005), o método de verossimilhanga penalizada proposto por Firth (1993) fornece uma
solugao simples, valida e facil de implementar em problemas de separabilidade. Ele nao
envolve manipulagdo arbitraria de dados nem modificagdes complicadas de modelos
padrdo. Ele, também, ndo altera a interpretacdo dos modelos e é disponivel em pacotes
estatisticos existentes. Ainda segundo Zorn (2002), talvez a melhor vantagem é que este
procedimento €, assintoticamente, equivalente ao método de maxima verossimilhanga no
caso de amostras grandes e superior a ele no caso de amostras pequenas, onde a

separabilidade é mais provavel de ocorrer.



Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 é apresentado o
exemplo que motivou este estudo. No Capitulo 3 sdo apresentados o modelo de
regressao logistica e a interpretagdo dos seus parametros, os estimadores de maxima
verossimilhanga e os critérios para classificar os dados logisticos, além dos estimadores
de maxima verossimilhangca penalizada. O Capitulo 4 introduz a analise bayesiana no
modelo de regressao logistica, a especificagao da distribuicdo a priori e a analise de
Bayes-empirica. No Capitulo 5 encontram-se a analise dos resultados para o banco de
dados apresentado em Colosimo, Franco e Couto (1995), além de um estudo da
especificagdo da distribuicdo a priori utilizando dados gerados com separagdo quase-
completa e superposicao. Finalmente, no Capitulo 6, encontram-se as conclusbes desta

dissertacao.



Capitulo 2

Motivacao

Colosimo, Franco e Couto (1995) analisaram um conjunto de dados formado por
102 pacientes submetidos a cirurgia de craniotomia no Hospital Sdo Francisco em Belo
Horizonte, MG, entre julho de 1991 e junho de 1992. A variavel resposta N4 considerada
no estudo é a ocorréncia (1) ou ndo (0) de meningite durante os 30 dias subsequentes a
realizagdo da cirurgia. Duas covariaveis foram estudados para verificar se poderiam ser
consideradas como fatores de risco para a ocorréncia de meningite, a saber, a gravidade
do caso, X4, que foi categorizada em alta (1) e baixa (0) e o tempo (em horas) da
cirurgia, denotada aqui por X,. Os dados foram coletados pela equipe do controle de
infecgdo e sdo apresentados na Tabela 2.1, onde N denota o numero de observacdes em

cada categoria.

Tabela 2.1 - Conjunto de dados de pacientes submetidos a craniotomia.

X4 X2 N N X1 X2 N4 N
0 2,50 0 1 0 2,17 0 1
1 1,33 0 1 1 6,50 0 1
1 6,00 0 2 1 1,00 0 3
0 4,50 0 1 1 4,00 0 4
0 1,50 0 3 1 3,00 0 8
0 1,33 0 4 0 4,00 0 8
0 5,00 0 3 0 4,75 0 1
1 0,75 0 1 0 3,00 0 13
0 2,00 0 8 1 8,00 0 1
0 3,50 0 3 0 5,50 0 1
1 3,25 0 1 0 2,67 0 1
0 1,83 0 4 0 2,25 0 1
1 7,00 0 1 0 7,00 0 2
0 1,67 0 1 0 3,67 0 1
0 8,00 0 1 0 2,33 0 1
1 3,50 0 1 0 6,50 0 1
0 3,17 0 1 0 1,00 0 3
1 5,50 0 1 0 6,00 0 3
1 2,00 0 6 1 1,50 1 2
0 1,25 0 1 1 10,00 1 1

A Tabela 2.2 mostra a distribuicdo conjunta dos pacientes submetidos a

craniotomia segundo a gravidade do caso e a ocorréncia de meningite.



Tabela 2.2 - Distribuicdo dos pacientes segundo a gravidade do caso e a presencga

de meningite

Ocorréncia de meningite

Gravidade Sim N&o Total
Baixa 0 68 68
Alta 2 32 34

Total 2 100 102

A ocorréncia de meningite parece ser um evento raro, uma vez que, somente
1,96% dos pacientes a apresentaram. Além disto, todos os pacientes com meningite eram
considerados pacientes de alta gravidade. Este fato sugere a existéncia de uma chance
maior de pacientes graves contrairem meningite apés a cirurgia. Este tipo de
comportamento sugere a existéncia de separabilidade quase-completa dos dados. No que
segue, serdo mostradas algumas estratégias sugeridas para tratar este tipo de problema

e sugeriremos algumas outras (ver Capitulo 5).



Capitulo 3

Modelo de Regressao Logistica

O modelo de regressao logistica é utilizado para determinar os fatores que estéao
associados com a ocorréncia de um evento de interesse quando a variavel resposta é
binaria. Segundo Hosmer e Lemeshow (2000), entre outras coisas, a partir do modelo de
regressao logistica é possivel estimar a probabilidade da ocorréncia deste evento para um
individuo. Segundo Breiman et al.(1984), a técnica de Arvore de Classificacido e
Regressdo (CART) é outra opcao para analisarmos este tipo de dados, mas nao

trataremos desta técnica neste trabalho.

Assuma que Y é uma matriz de n variaveis independentes com Y,~Bernoulli( &, )
onde Y, =1 representa a ocorréncia do evento de interesse com i =1,...,n. Neste caso,
E(Y,)=6 =P(Y,=1), onde 6 é a probabilidade de ocorréncia do evento de interesse
para o i-ésimo individuo. Denote por X, a i-ésima linha da matriz de p varidveis

1

explicativas e por £ o vetor de ordem (p+1) referente aos pardmetros a serem

estimados:
Y1 1 X11 . le ﬁo
Y = Yz X = 1 X21 sz e ﬂ: ﬁl
Yn 1 an an ﬁp

Dados os valores das covariaveis X,, o interesse esta em determinar-se a

probabilidade:

R
0 =PY =1 = —. (1)
1+e"/
A funcgao logit & dada por:
. 0. \ _
logit(8,) = log ﬁ =Xp, i=L..,n (2)



Esta fungao ndo é a unica fungéo de ligagcao que pode ser utilizada na regressao
logistica, mas sua principal vantagem ¢ a facilidade de interpretagcédo, uma vez que ela é o
logaritmo da chance de ocorréncia de um determinado evento. Outras fungdes de ligagao

utilizadas na regressao binaria sao a probit e a log-log (Hosmer e Lemeshow, 2000).
3.1 Interpretagcao dos parametros

Apesar de estarmos interessados nas estimativas dos coeficientes £, a

interpretacdo dos seus valores nao € tao simples pois depende dos valores das variaveis
explicativas. Ao invés de interpretarmos estes coeficientes £ diretamente, podemos fazer
a interpretagao através da razado das chances (odds ratio), que € dada por:

v, =eﬂ", j=L..,p.

Esta razdo mede o quanto € mais provavel a ocorréncia do evento de interesse

para um nivel da covariavel categorica J/ em relagdo a outro nivel da mesma covariavel,

mantendo fixos os valores das outras covariaveis. Uma razdo das chances i =1 significa

que o evento de interesse € tao provavel para um nivel da covariavel, quanto para outro.

No nosso problema, por exemplo, ao utilizarmos a razdo das chances para

interpretarmos o coeficiente da covariavel gravidade, =1 significa que a probabilidade

de um paciente desenvolver meningite € a mesma tanto para pacientes com gravidade

alta, quanto para pacientes com gravidade baixa.
3.2 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

A estimacgao dos parametros do modelo de regressao logistica &, geralmente, feita
usando o0 método de maxima verossimilhanga. Os estimadores de maxima

verossimilhanga sdo os que maximizam a funcao de verossimilhanca. Sob a suposigcédo de

independéncia dos valores de Y;, i =1....,n, a fungdo de verossimilhanga é dada por:

Lp)=1167 (1-0)"". 3)

Maximizar a funcdo de verossimilhanga € equivalente a maximizar o logaritmo

neperiano da mesma fungao, que pode ser escrito como :



1B = L(A) = 3 (3106, + (1~ ) n(1-6). )

Sob condi¢cdes de regularidade, segundo Casella e Berger (2002), o maximo
global da fungao /(f) € encontrado, unicamente, pelas solugdes da seguinte expressao:

ap _,

op ®)

Os valores de S séo obtidos pela solugdo do sistema de (p+1) equagdes que

fazem o vetor escore igual a zero, ou seja:

af) < :
C@Uﬂzzé1=2kﬂx—@J=Q j=lop+l, ©)
j i=1
Nao existem solugbes exatas para a expressdo em (6). Entdo, em geral, sédo
utilizados métodos numeéricos iterativos — método de Newton-Raphson, por exemplo -
para solucionar este sistema de equagdes (Casella e Berger, 2002) e, assim, encontrar os

estimadores de maxima verossimilhanga quando estes existirem.

3.3 Existéncia de estimadores de maxima verossimilhanca

em modelos de regressao logistica

Neste capitulo, apresentaremos formalmente os conceitos de separacdo completa,
separagdo quase-completa e superposigdo utilizados para classificar dados logisticos.
Também apresentaremos resumidamente o modelo logistico e os estimadores de maxima
verossimilhanga para os parametros do modelo e discutiremos condigbes para a sua
existéncia. Também discuremos o método de estimagdo baseado na verossimilhanca

penalizada proposto por Heinze e Schemper (2002).

3.3.1 Classificagao de dados logisticos

Como citado anteriormente, Albert e Anderson (1984) mostraram que os dados
logisticos podem ser classificados em trés categorias mutuamente exclusivas e

exaustivas: separagao completa, separagao quase-completa e superposigao.



A seguir apresentaremos formalmente esta classificagdo. Para isto, consideremos

as configuragbes possiveis dos n valores amostrais no espaco de observacdo R’ e a

partir destes valores definiremos cada uma das categorias citadas.
3.3.1.1 Separagao Completa

Ocorre separagao completa quando, baseado na informagado de uma covariavel ou

combinacao de covariaveis, pode-se predizer corretamente o valor de uma variavel de
interesse. Isto implica na existéncia de um vetor S e R?*' pelo qual todos os n valores
amostrais podem ser corretamente classificados entre Y =0 ou Y =1, tal que para todo
ie Ej, j =01, tem-se

X.p>0, icE,,

X, p<0, icE,

onde E; € o conjunto de linhas identificadas da matriz X' com valor de Y = j. A Figura

3.1(a) ilustra esta categoria de separacéao para R,
3.3.1.2 Separagcdao Quase-Completa

Ocorre separagao quase-completa quando, baseado na informacdo de uma
covariavel ou combinacao de covariaveis, pode-se predizer perfeitamente os valores de

pelo menos um grupo da variavel de interesse, ou seja, ¥ =0 ou Y =1. A separagao
quase-completa implica na existéncia de um vetor S e R tal que, para todo ie E;,
com j =0,

X520, icE,,

X,p<0, icE,

com igualdade para, pelo menos, um valor de i. A Figura 3.1(b) ilustra esta categoria de

separacao para R’.



3.3.1.3 Superposicao

Se os dados ndo estdo nas duas categorias anteriores, necessariamente, eles
estdo na categoria de superposi¢do. A Figura 3.1(c) ilustra esta categoria de separagao

para R’.

Figura 3.1 - Exemplo de conjunto de dados com separagao completa (a), separagao

quase-completa (b) e superposig¢ao (c).
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Esta categoria implica na existéncia de um vetor ﬂeiR”” tal que, para todo
ieEj,com j=01
X, p<0, ickE,,

X,p>0, icE,

onde E, é o conjunto de linhas identificadas da matriz X com valorde Y = ;.

3.3.2 Identificacao de separagao e sua importancia

Classificar os dados logisticos em uma das trés categorias, pela definicao, requer
muito esforgo. Santner e Duffy (1986) e Clarkson e Jenrick (1991) apresentaram
procedimentos computacionais sofisticados para detectar se ha separagédo nos dados. Na
pratica, duas alternativas simples para identificar a separagao sao:

« Monitorar a varidncia estimada dos coeficientes da regressao (Heinze e
Schemper, 2002). Se observarmos variancia grande para algum parametro
estimado, ha um indicativo de separacéo;

« Fazer uma tabela de contingéncia, cruzando a variavel resposta com as
covariaveis e verificar se existem caselas com valores observados iguais a
zero (Nacle, 2004). O valor zero em uma casela indica separagao quase-

completa, dois zeros em caselas discordantes indicam separagdo completa.

Albert e Anderson (1984) provaram que quando temos um conjunto de dados nas
categorias de separagdo completa ou quase-completa, a fungdo de verossimilhanga do
modelo logistico € monétona e, portanto, estimadores de maxima verossimilhanga nao
existem. Sendo assim, torna-se importante encontrar um procedimento eficiente para a
estimacdo destes parametros na presenca de separabilidade completa ou quase

completa.
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3.3.3 Estimadores de maxima verossimilhan¢a para o exemplo de

craniotomia

Levando-se em conta os dados de pacientes submetidos a craniotomia (veja em
Colosimo, Franco e Couto (1995)), verifica-se, através da Tabela 2.2, que ocorre a

separacgao quase-completa nos dados, pois uma das caselas tem valor nulo.

Fazendo a analise tradicional, tentamos estimar os coeficientes do modelo de
regressao logistica através do método de maxima verossimilhanga. Utilizamos, para isto,
o pacote livre R Project for Statistical Computing (R) desenvolvido por R Development
Core Team (2006). Verificamos que ha estimativa para todos os coeficientes do modelo.

Mas nota-se pela Tabela 3.1 que apesar destes coeficientes terem sido estimados, o erro

padrdo da estimativa do coeficiente S, € muito grande. Isto mostra que néo existe maximo

da fungéo de verossimilhanga para o coeficiente f, .

Tabela 3.1 — Estimadores de maxima verossimilhanga para os

coeficientes do modelo de regressao para os dados de craniotomia

Erro Estatistica
Programa Coeficiente Estimativa padréao de teste p
ﬁo -0,8546 0,4599 -1,858 0,0632
R -glm ﬁl 16,24 1.026,46 0,016 0,9874
b 00314 01260 0,249 ~0,8034

Isto ocorre por causa da separagao quase-completa que inviabiliza qualquer

tentativa de estimagéo do coeficiente B através do método de maxima verossimilhancga

usual.

Como se observa na Figura 3.2, ndo ha um ponto unico de maximo para a fungéo

de verossimlhanca com relagdo ao coeficiente /.
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Figura 3.2 — Fungao de verossimilhanga dos dados de craniotomia
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3.4 Maxima verossimilhanga penalizada

Visando resolver o problema de existéncia dos estimadores de maxima
verossimilhanga na presengca de separagdo, Heinze e Schemper (2002) sugerem a
modificagdo da fungao escore para a estimacao dos coeficientes do modelo de regressao

logistica.

Originalmente, essa proposta foi desenvolvida por Firth (1993) buscando reduzir o
vicio das estimativas de maxima verossimilhan¢ga em modelos lineares generalizados. Ela
produz estimativas finitas para os pardmetros do modelo através da estimacdo por

maxima verossimilhanca penalizada.

As estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros da regressdo séo
encontradas solucionando o sistema de equagdes do vetor escore, como visto em (3). No
entanto, Firth (1993) sugere a estimagdo baseada nas equagdes escore modificadas

dadas por:

Ut Jawl]_,
Uj(ﬂ) _Uj(ﬂ)+2tm§:0[1(ﬂ) {aﬂj H 0, Jj=Ll.,p+1.
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onde /(B)”' é a inversa da matriz de informacdo de Fisher avaliada em 5. A funcéo

escore modificada U;(8)" é relacionada a fungo de log-verossimilhanga penalizada:
« 1
1BY =B+ nlI(B),

e a funcéo de verossimilhanga penalizada:

L(BY = LB(B)-

1
A funcdo de penalizacao |](ﬂ)|5 tem influéncia, assintoticamente, desprezivel.

Utilizando esta modificagao, Firth (1993) mostrou que o vicio das estimativas de maxima

verossimilhanca é removido.

Aplicando a idéia geral de Firth para o modelo logistico em (1), a equagéo escore

em (6) é substituida pela equagao escore modificada que é dada por:

U.(B) =inj{yi -0, +h,.(%—9,.j]}=o, j=le,p+1,
i=1

onde /. é o i-ésimo elemento da diagonal principal de matriz / :

H=w"X(X"Wx)y' X'w" e W = diag {0,(-0,)f
As estimativas podem ser obtidas iterativamente pelo método usual até a
convergéncia ser obtida:

IB(HI) _ IB(S)+]—1(IB(X))(](IB(S))*,

onde (S ) se refere a s -ésima iteragéo.

Trés pacotes do R implementam a estimativa de maxima verossimilhanga
penalizada: o logistf, o brlr e o brgim. Todos eles corrigem o vicio de estimagao dos
coeficientes do modelo de regressao logistica, porém ha algumas diferengas basicas. O
brgim pode ser utilizado em modelos com outras fungdes de ligagao, além do "logit”, e
ainda é mais eficiente computacionalmente. O pacote estatistico Statistical Analysis
System (SAS) desenvolvido pelo SAS Institut Inc. (Cary, 1985) também implementa a

estimativa de maxima verossimilhanga penalizada.
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Capitulo 4

Estatistica bayesiana para o modelo de regressao

logistica

Neste capitulo, faremos uma breve descricdo de alguns métodos bayesianos de
inferéncia e construiremos uma distribuigcdo a priori, via analise Bayes-empirica, para os

parametros do modelo logistico.

4.1 O método bayesiano

Usando a abordagem bayesiana, inicialmente devemos eliciar a distribuicdo a
priori para o vetor de coeficientes £, a qual sera denotada por 7(f). As distribuicdes a
priori obtidas a partir de 7(f) devem refletir o conhecimento prévio do pesquisador sobre
estes coeficientes. A funcdo de verossimilhanca do modelo em (1), que resume a
informagdo amostral sobre [, atualiza tal distribuigdo a priori, gerando-se assim uma
distribuicdo atualizada para . Esta distribuicdo é chamada de distribuicdo a posteriori e

€ obtida via teorema de Bayes como segue:
z(p | Jf) o< 7(B)L(B) o< ﬂ(ﬂ)ga‘ (1- lgi)l—}’i_

A distribuicdo a posteriori reflete toda incerteza sobre [ ap6s a observagéo dos

dados. Resumos desta distribuicdo tais como média, moda, mediana e variancia, podem
ser obtidos de forma habitual. Com podemos, também, realizar testes de hipoteses e

intervalos de credibilidade.

Neste caso, ndo temos uma distribuicdo a posteriori com forma fechada. Desta
forma, faz-se necessario utilizarmos métodos numéricos ou métodos MCMC (Markov
Chain Monte Carlo) para obtermos uma estimativa da distribuicdo a posteriori e/ou de
seus resumos. Neste trabalho, utilizamos o pacote estatistico WinBUGS (Lunn et al.,
2000) para obtermos amostras das distribuicdes a posteriori de interesse. O WinBUGS
utiliza métodos MCMC para a geragdo da amostra da distribuicdo a posteriori. Um

numero grande de amostras € gerado a partir de distribuicdes condicionais e, apds a
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convergéncia ter sido atingida, temos uma amostra da distribuicdo a posteriori. A partir
desta amostra obtemos os resumos a posteriori desejados, tais como, média, mediana,
desvio-padréo, intervalos de credibilidade. O WinBUGS também fornece uma estatistica
para a comparagdo de modelos — o Critério de Informagéo da funcdo Deviance (DIC).
Segundo Spiegelhalter et al. (2002), o DIC é uma generalizagéo do Critério de Informacéao
de Akaike (AIC). Assim como o observado para o AIC, um valor pequeno para o DIC
indica boa adequabilidade do modelo, ou seja, indica que ele fornece boas estimativas
para os coeficientes. Os DIC’s referentes a diferentes modelos sdo comparaveis somente

quando os mesmos dados observados sao considerados na analise.

Uma vantagem de utilizarmos métodos bayesianos na analise do modelo com
separacao quase-completa € a possibilidade de existéncia de estimadores pontuais para

S . Mesmo quando a distribuicdo a priori € a uniforme podemos utilizar a média ou a

mediana a posteriori como estimadores pontuais, uma vez que, neste caso, a moda a
posteriori € exatamente o estimador de maxima verossimilhanga e, portanto, também nao

existira em situacbes de separacao.

4.2 Definigao da distribuicao a priori

A distribuicdo a priori deve refletir o grau de conhecimento inicial do pesquisador
sobre os parametros do modelo. Quando o pesquisador tem informagao sobre os
coeficientes nao trazida pelos dados, esta deve ser trazida para a analise através da
distribuicdo a priori visando melhorar as estimativas. Quando nao se tem tal informacgao,
ou se tem e nao se deseja utilizar-se dela, uma distribuicdo a priori ndo informativa deve
ser utilizada e, neste caso deixa-se que a fungdo de verossimilhanga seja a principal

responsavel por trazer a informagéo sobre os coeficientes.

Diante do exposto na segdo anterior, percebe-se que a especificacdo da
distribuicdo a priori tem um papel fundamental no estudo do Modelo de Regressao
Logistica com separagdo. Galindo-Garre, Vermunt, e Bergsma (2004) afirmaram que,
assumindo que nao ha informacao prévia sobre a dependéncia entre os parametros do
modelo, é conveniente assumir independéncia entre os coeficientes e adotar distribuigcdes
a priori normais univariadas para cada um deles. Eles utilizaram estatistica bayesiana

para suavizar as estimativas dos parametros da regressao logistica, assumindo varias
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distribuicbes a priori para estes parametros. As distribuicbes utilizadas foram: normais
univariadas, Dirichlet, Jeffreys e Clogg-Eliasson. Congdon (2001) sugere o uso de
distribuicbes normais com média zero e variancia grande. Greenland (2001) afirma que
distribuicdo a priori e verossimilhangca podem ser aproximadas por normais multivariadas
em casos de grandes amostras mas afirma que, no caso de dados esparsos, tais
aproximagdes podem ser inadequadas. Neste caso, ele recomenda analise conjugada

exata.

Neste trabalho, utilizaremos a abordagem de Galindo-Garre, Vermunt, e Bergsma
(2004), ou seja, assumiremos independéncia entre os coeficientes e adotaremos
distribuicbes a priori normais univariadas para cada um deles. Também utilizaremos a

distribuicdo a priori empirica que introduziremos na préxima segao.

4.2.1 Analise de Bayes-empirica

Segundo Paulino, Turkman e Murteira (2003), a analise de Bayes-empirica utiliza
os dados para especificar a distribuicdo a priori e, posteriormente, utiliza a analise
bayesiana. Isso a torna “uma terceira via” entre os paradigmas bayesiano e frequentista,
e, como tal, tem sido rejeitada ou, pelo menos, secundarizada pela grande maioria dos
adeptos da Escola Bayesiana. Entretanto, a andlise Bayes-empirica tem permitido
ultrapassar as dificuldades de analises integralmente bayesianas de problemas

complexos e produzido estimadores com boas propriedades frequentistas.

Voltando ao nosso problema, segundo Tsutakawa e Lin (1986), é mais facil
obtermos informacdes a priori sobre a probabilidade de sucesso E(Y;|x)=0 e,
consequentemente, seria mais facil eliciarmos a distribuicdo a priori sobre tal
probabilidade, do que obtermos algum conhecimento a priori sobre [ que é um objeto

que, em geral, ndo tem significado pratico.

O método sugerido por Bedrick, Christensen e Johnson (1996) envolve eliciar a
distribuicdo a priori para respostas médias correspondentes aos valores observados das
covariaveis e, a partir desta distribuigdo inicial, induzir a uma distribui¢do a priori para os

coeficientes da regresséo f.
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Como ¢ é uma probabilidade, portanto 0<¢ <1, podemos assumir que,

independentemente, cada 6. ~ Beta(q,;,a,,), isto é,
L 1
(@) []6. " A-0)""".
i=1

Estas independentes distribuicdes a priori médias condicionais induzem as

seguintes distribuicbes a priori para os coeficientes f:

o) o [[FE B - FE AT/ )

onde F(.) é a fungdo de distribuicdo de probabilidade com funcdo de densidade de

probabilidade f(.). Para o modelo logistico, f(.)=F(.)(1-F(.)).

A idéia do Bayes-empirico € escolher alguns pontos, ou seja, configuragbes de
valores das variaveis do problema, e atribuir uma probabilidade de ocorréncia a cada
configuragdo selecionada. O numero de pontos escolhidos deve ser igual ao numero de
coeficientes do modelo e sua escolha deve ser feita com base nos valores que ocorrem

com maior frequéncia.

A probabilidade de ocorréncia de cada conjunto de pontos deve ser definida de
forma a refletir o conhecimento a priori que o pesquisador tem sobre o assunto e deve ser
diferente o suficiente para garantir a independéncia das probabilidades de cada ponto

selecionado.

A média da probabilidade de ocorréncia de cada conjunto de pontos é

a

_ i . - .
E9,) = e, através do seu valor, definido pelo pesquisador, encontra-se a

a,; +a,,

relacdo entre a,, e a,,. Definidos os valores de q,, e a,,, obtém-se as distribuicdes a
priori beta para os 6. e, a partir destas, encontram-se distribui¢des a priori beta para os
coeficientes do modelo, £.

Neste trabalho, aproximacgdes das distribuigbes a posteriori de [, s&o obtidas

utilizando-se o WinBUGS.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo, analisaremos o banco de dados de pacientes submetidos a
craniotomia, descrito no Capitulo 2, utilizando os estimadores de maxima verossimilhanga
penalizada. Utilizaremos o método bayesiano com distribuigbes a priori normais para trés
conjuntos de dados, um deles gerado com superposigdo, outro com separagao quase-
completa e outro de pacientes submetidos a craniotomia. Posteriormente, utilizaremos a

analise Bayes-empirica para os dados de craniotomia.

Para a analise dos dados, consideramos os pacotes estatisticos R e SAS e, para a

analise via métodos bayesianos, utilizamos o WinBugs.
5.1 Estimacao por maxima verossimilhanga penalizada

Utilizando os dados do exemplo de craniotomia, foram estimados os coeficientes
do modelo de regressdo logistica utilizando maxima verossimilhanga penalizada. Os

resultados sdo mostrados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Resultados da estimagao por maxima verossimilhanga penalizada para cada

programa
I.C. de 95%
Erro Limite Limite Estatistica
Programa Coeficiente Estimativa padrao inferior superior de teste p
By -6,1428 1,7066 -9,4878 -2,7978 - <0,0001
SAS B 2,1689 1,5294 -0,4739 7,1210 - 0,1114
b 0,35655 0,2377 -0,12885 0,88558 - 0,1373
By -6,1428 1,7066 - - -3,5990  0,000319
R - brgim B 2,1689 1,5294 - - 1,4180 0,156164
b 0,3565 0,2377 - - 1,5000 0,13362
B -6,1428 1,7066 -11,2652 -3,4235 25,8137  <0,0001
R - logistf B 2,1689 1,5294 -0,4739 7,1210 2,5337  0,111441
B 03565  0,2377  -0,1289  0,8856  2,2077 0,137326
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Através dos coeficientes estimados pelos modelos no SAS, no brglm e no logistf,
verificamos que as covariaveis ndo sao significativas para o modelo. Isto €, a gravidade
do caso do paciente que realizou craniotomia e o tempo de duragao da sua cirurgia (em

horas) ndo influenciam na ocorréncia de meningite.

5.2 Analise bayesiana com distribui¢ao a priori normal

Nesta secao, utilizaremos dois bancos de dados gerados a partir do modelo de
regressdo logistica. Um deles na situagdo de superposi¢cdo e outro na situacdo de
separacgao quase-completa. Vamos estudar a especificagdo da distribuicdo a priori normal
na estimagcao dos coeficientes, através da distribuicdo a posteriori, comparando com os
verdadeiros valores dos parametros. Além disto, estudaremos a especificacdo da
distribuicdo a priori normal na estimagao dos coeficientes da regressdo usando o banco
de dados de pacientes submetidos a craniotomia. Comparamos também os resultados

com as estimativas de maxima verossimilhancga penalizada.

5.2.1 Analise dos dados gerados

Inicialmente, geramos dois bancos de dados, de tamanho 100, a partir do modelo
em (1), assumindo que Ye X s&o variaveis dicotdmicas. Para este fim, assumimos
B, =-3 e B, =5. No primeiro deles, assumimos superposi¢éo e no outro consideramos
uma situacdo com separacdo quase-completa. Note que os valores assumidos para os
parametros, levam a zero a probabilidade condicional de que Y =1, dado x =0, isto &,

tem-seque P[Y =1|x=0]=0.

Para a analise bayesiana, consideramos diferentes distribuicbes a priori normais

univariadas para S, e f, ambas centradas em zero e no verdadeiro valor do parametro e

com as variancias variando entre 1 e 1.000. Isto &, definimos distribuicdes a priori mais e
menos informativas e temos como objetivo avaliar a influéncia destas especificagbes nas

estimativas a posteriori.
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5.2.1.1 Situagao de superposigcao

Os dados gerados na situagao de superposi¢cao sao mostrados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 - Tabela de contingéncia de Y versus X gerados na situagao

de superposicio

Y
X 0 1 Total
0 49 1 50
1 4 46 50
Total 53 47 100

Para este caso, as estimativas de maxima verossimilhanga sédo f,=-3,892 e

A

B, =6,334 com erros padrdo das estimativas de 1,01 e 1,137, respectivamente. As

estimativas de méaxima verossimilhanga penalizada s&o ,30 =-3,497 e ,31 = 5,832 com
erros padrdo das estimativas de 0,837 e 0,974, respectivamente. As estimativas de

maxima verossimlhanca penalizada sdo mais proximas dos valores reais (3, =-3 e

B, =5) e tem erros-padrdo menores que as estimativas de maxima verossimlhanga.

A Tabela 5.3 mostra a média e a mediana e também o desvio padrao a posteriori

para [, e B para varias especificagbes de distribuicdes a priori. Notamos que, entre os

modelos com distribuicbes a priori centradas em zero, ou seja, em que, a priori, nao se
esta estimando bem os parametros (ja que B, =-3 e f, =5), as melhores estimativas

(média e mediana) sao obtidas quando assumimos uma distribuigdo a priori com variancia

10. Este modelo é o que tem as estimativas mais proximas das estimativas de maxima
verossimilhanca penalizada (,BO =-3497 e ,@1 =5,832). Apesar disto, o DIC aponta como

o melhor modelo aquele em que a distribuicdo a priori tem variancia 25. Nota-se ainda

que o modelo indicado pelo DIC foi o que forneceu estimativas dos coeficientes mais
proximas das estimativas de maxima verossimilhanca (ﬁoz—3,892 e ﬁl =6,334). E

perceptivel também que, exceto nos casos em que a distribuicdo a priori € muito
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concentrada em torno de zero, as estimativas a posteriori tendem a subestimar £, e

superestimar £, . Nos casos onde as distribuigbes a priori revelam grande incerteza inicial
sobre os parametros, a subestimacao e a superestimacao sdo ainda maiores. Acontece a
mesma coisa com os desvios padrdo das estimativas. Quanto maior a incerteza da

distribuicdo a priori maior fica a incerteza a posteriori.

Como esperado, quando comparamos os modelos com distribuicbes a priori
centradas nos verdadeiros valores dos parametros, as estimativas a posteriori sao
melhores quando a certeza a priori € grande. Isto também foi o indicado pelo DIC, que foi

menor para modelo com a varidncia 1. Este também é o melhor modelo ajustado e foi o

que produziu as melhores estimativas para os pardmetros. Note que, neste caso, f, é

subestimado e f, é superestimado.

Tabela 5.3 - Estimativas de parametros dos coeficientes da regressado logistica para

dados simulados na situacao superposicao.

Resultados a posteriori para 3, | Resultados a posteriori para /3,

,Ii))ri?()t;j_buigéo a Média (desvio padrdo) | Mediana | Média (desvio padrao) | Mediana DIC

N(0;1) -1,93 (0,3669) -1,914 3,688 (0,493) 3,684 | 50,670
N(0;10) -3,474 (0,7892) -3,386 5,862 (0,9201) 578 | 41,540
N(0;25) -3,894 (0,9683) -3,787 6,372 (1,099) 6,263 | 41,423
N(0;1000) -4,424 (1,268) 4,211 6,955 (1,365) 6,804 | 41,783
N(parametro;1) -3,303 (0,5337) -3,28 5,655 (0,6166) 5,654 | 40,753
N(parametro;25) -4,237 (1,074) -4,106 6,776 (1,197) 6,673 | 41,476

5.2.1.2 Situagao de separagciao quase-completa

Os dados gerados na situagdo de separagcdo quase-completa sdo mostrados na

Tabela 5.4.
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Tabela 5.4 - Tabela de contingéncia de Y versus X gerados na situagao

de separacao quase-completa

Y
X 0 1 Total
0 50 0 50
1 3 47 50
Total 53 47 100

Neste caso, ndo existem as estimativas de maxima verossimilhanca. As
estimativas de maxima verossimilhanca penalizada sédo f,=-4,615 e f =7,223 com

erros padrao das estimativas de 1,435 e 1,540, respectivamente. Perceba que ha uma

subestimacdo de 3, e superestimacado de f, .

Na analise bayesiana (Tabela 5.5), percebemos que, salvo para o caso em que a

distribuicdo a priori para ambos os parametros € uma normal padréo, a qual fornece as

melhores estimativas, em todos os outros casos ha uma subestimagcdo de f, e
superestimacdo de f,. Da mesma forma que observamos no caso com superposigéo,
quanto maior a variancia a priori menor a estimativa de £, e maior a estimativa de £, .

No entanto, como mostrado na Tabela 5.5, quando aumentamos a variancia a priori o DIC
diminui levando-nos a avaliagdes contraditérias. Pelo DIC, concluimos que quanto menos
informativas sdo as distribuicbes a priori, melhor o ajuste do modelo. Mas observem que
as estimativas e seus desvios padrao aumentam muito conforme definimos distribuigcbes a

priori menos informativas.

Perceba que, quando a varidncia a priori tende para infinito os estimadores
bayesianos também crescem muito. Ou seja, quando escolhemos uma distribui¢cao a priori
nao informativa, esta € dominada pelos dados, os quais dao a maior contribuicdo no

calculo da distribuicédo a posteriori.

Comparando os resultados bayesianos com as estimativas de maxima
verossimilhanga penalizada, verificamos que a analise bayesiana forneceu melhores

resultados, exceto com o modelo centrado no valor do pardametro e com variancia maior.
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Tabela 5.5 - Estimativas de parametros dos coeficientes da regressao logistica para dados

simulados com separagao quase-completa.

Resultados a posteriori para f3, Resultados a posteriori para f3,

,I?riiso’r;;buigéo a Média (desvio padrao) | Mediana | Média (desvio padréo) | Mediana DIC

N(0;1) -2,053 (0,3852) -2,029 3,918 (0,5069) 3,909 | 40,811
N(0;10) -4,231 (1,063) -4,128 6,917 (1,156) 6,819 | 27,605
N(0;25) -5,407 (1,631) -5,109 8,182 (1,733) 7,957 | 26,348
N(0;1000) -18,68 (10,26) -17,28 21,59 (10,31) 20,14 | 24,906
N(parametro;1) -3,539 (0,5756) -3,506 6,07 (0,6589) 6,075 | 28,220
N(parametro;25) -6,458 (2,069) -6,051 9,215 (2,164) 8,872 | 25,694

5.2.2 Pacientes submetidos a craniotomia

Os dados do exemplo publicado em Colosimo, Franco e Couto (1995) foram
apresentados na Tabela 2.2. Cruzando a resposta presenga de meningite com a
covariavel gravidade do paciente percebeu-se que ha separagdo quase-completa neste
bando de dados. Também aqui foram realizadas andlises bayesianas utilizando
distribuicbes a priori normais com média zero e variancias diferentes para os coeficientes

do modelo, como mostrado na Tabela 5.6.

Como esperado, verificamos que quando utilizamos distribuigdes a priori menos
informativas, as estimativas e seus desvios padrao tendem para infinito. Além disto, os

valores dos DIC’s diminuem cada vez mais.

As distribuicdes a posteriori que ficaram com as médias mais proximas das
estimativas por maxima verossimlhanga penalizada sdo as que tiveram as distribuigdes a

priori com variancia 25 para £, com variancia 10 para £, .
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Tabela 5.6 - Estimativas de parametros dos coeficientes da regressao logistica para

dados de craniotomia.

Distribuicao

Resultados a posteriori para f3,

Resultados a posteriori para f,

a priori Média (desvio padrdo) | Mediana | Média (desvio padrao) | Mediana DIC

N(0;0,1) -1,489 (0,206) -1,486 -0,2364 (0,2714) -0,229 50,809
N(0;0,5) -2,542 (0,3582) -2,526 0,05712 (0,5109) 0,06874 | 32,998
N(0;1) -3,009 (0,4559) -2,984 0,3755 (0,6517) 0,3916 | 29,605
N(0;4) -4,104 (0,7661) -4,022 1,485 (0,9787) 1,462 25,858
N(0;10) -5,029 (1,159) -4,93 2,425 (1,294) 2,363 24,516
N(0;25) -6,175 (1,713) -5,925 3,596 (1,833) 3,411 23,663
N(0;50) -7,352 (2,413) -7,018 4,761 (2,476) 4,481 23,275
N(0;100) -9,236 (3,727) -8,538 6,735 (3,761) 6,077 22,927
N(0;400) -15,64 (8,214) -13,99 13,11 (8,227) 11,71 22,570
N(0;700) -19,99 (11,34) -17,74 17,47 (11,35) 15,31 22,504
N(0;1000) -21,84 (13,17) -19,03 19,34 (13,19) 16,59 22,481

Os gréficos da Figura 5.1 mostram os valores das estimativas de f,, S e

também os valores dos DIC’s para cada distribuicdo a priori variando os valores da

variancia a priori.
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Figura 5.1 - Gréficos das estimativas de f,, S, e DIC para modelos com distribui¢cdes a

priori normais com média zero e varios valores para a variancia.
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5.3 Analise usando distribuicdes a priori Bayes-empirica

Como visto na secdo anterior, o problema para estimar os coeficientes da
regressao na presenca de separagao pode ser sanado se existir uma quantidade razoavel
de informagéo inicial que gere alguma distribuicdo a priori bastante informativa. Caso esta
informagcdo seja escassa, 0 que nos levaria a eliciar uma distribuicdo a priori nao

informativa, o problema de estimagao dos parametros do modelo logistico permaneceria.

26



Ou seja, o enfoque bayesiano para este tipo de problema podera levar a uma solugao
adequada apenas em situagbes muito particulares em que a informagao a priori exista e
seja forte o bastante para nao ser tao influenciada pela informacéo trazida pelos dados, o

que nao acontece em muitos casos.

Diante deste problema uma alternativa que pode ser atrativa € o uso de métodos
bayesianos empiricos para a construcdo da distribuicdo a priori para os pardmetros do

modelo logistico.

No que segue, foi utilizada a analise de Bayes-empirica para os dados do exemplo

de craniotomia. Para construir a distribuigdo a priori para os parametros do modelo

logistico, digo f,, foram especificadas, subjetivamente, as distribuicdes a priori beta para
os 6, ou seja, assumiu-se que 6. ~ Beta (a,,,a,,), e foram selecionados trés pontos
distintos (x,,x,) do conjunto de dados, a saber, (x =0,x,=2), (x,=Lx,=3) e
(x, =Lx, =10) . Estes pontos foram selecionados por serem representativos em relagéo

ao conjunto de dados. Aqui, também, tem-se como objetivo avaliar a influéncia das

especificagdes a priori nas inferéncias a posteriori.

A Tabela 5.7 mostra as 9 especificagdes a priori para 6, que serdo consideradas

neste estudo. Note que alguns destes casos pressupdem a existéncia de muita

informagéo a priori gerando distribuigdes a priori muito informativas para cada ¢, — Caso

1, por exemplo — e outros a quase inexisténcia de uma informacéo a priori — Caso 6, por

exemplo — o que nos leva a construir distribuicdes pouco informativas para cada 6, .

Das distribuicbes a priori beta para os 6,, foram encontradas as distribui¢bes a
priori para os coeficientes f,. O mesmo procedimento foi realizado com outros trés
pontos selecionados para o mesmo conjunto de dados. S&do eles: (x =0,x, =8),

(x,=0,x,=3) e (x,=Lx,=10). Nestes casos, foram consideradas as mesmas

distribui¢bes a priori para cada 6, mostradas na Tabela 5.7.
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Tabela 5.7 — Distribuigbes a priori para cada 6, .

Caso Y a; Ay Caso U a; 4y Caso U a; Ay
6 2 198 6 2 198 6 2 198

1 6, 5 45 4 6 01 09 7 0 5 45
05 5 5 b5 5 5 O 01 01

6 01 99 6 01 99 6 1 1

2 0, 01 09 5 0, 5 45 8 6 01 09
O 5 5 5 O

6 2 198 6 1 1 6 01 99

3 0 5 45 6 0 1 1 9 0, 1 1
O O O 1

Para se ter uma idéia do efeito destas escolhas a priori para os 6, e dos pontos
selecionados da amostra nas distribuicdes a priori de f,, histogramas foram construidos
para as distribuicbes a priori de cada f,, assim como foram avaliadas suas médias e
variancias de acordo com as escolhas dos valores de %: e % . As Figuras 5.2 a 5.4
mostram exemplos dos casos 1, 2 e 6 para a primeira escolha de pontos (x =0,x, =2),
(x, =Lx,=3) e (x, =1,x, =10). O caso 1 é um caso onde as distribuicdes a priori sdo
mais informativas para todos os f,. No caso 2, ja existe bastante informagao a priori para

B, e também para g, mas menos informagéo a priori sobre os f,, usando, neste caso,
a distribuicao uniforme. No caso 6, utilizamos a distribuicdo a priori uniforme para todos os

p.. Verificamos que o coeficiente S, sempre tem a distribuicdo mais concentrada. As

distribuigdes a priori para S, e S, no caso 2, ficaram com uma grande variabilidade.
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Figura 5.2 — Histogramas das distribui¢des a priori para ﬂo, B e B> nocaso 1
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Figura 5.3 — Histogramas das distribui¢cdes a priori para ﬂo, B e B> nocaso 2
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Figura 5.4 — Histogramas das distribui¢cdes a priori para ﬁo, B e P> nocaso 6
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A Tabela 5.8 mostra as médias e variancias para as distribuicdes a priori para s

nos casos 1, 2 e 6. Veja que a distribuicdo a priori do caso 1 tem os resultados mais

proximos das estimativas de méaxima verossimilhanca penalizada ( 3,=-6,14, £,=2,17 e

3,=0,36).

Tabela 5.8 — Resultados das distribuicbes a priori para

ﬁo, B, e B, nos casos 1,2¢e6

Caso Resultados ﬂo ﬂ1 ﬂz
Caso 1 Média -5,6277 2,2562 0,3261
Variancia 0,7168 0,9844 0,0139
Caso2 Média -15,364 1,6371 1,3731
Variancia 108,15 235,64 2,163
Caso6 Meédia 0,0124 -0,0058 -0,0017
Variancia 3,0759 7,5926 0,1324

Considerando as distribuigbes a priori para os f,, utilizamos o WinBUGS para

obter as distribui¢des a posteriori para estes coeficientes. Um total de 110.000 iteracbes

para cada caso foi considerado e, apds a convergéncia ter sido atingida, as 10.000

primeiras interagdes foram descartadas como periodo de “burn-in” de 10.000. Algumas
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medidas das distribuigbes a priori para [, sdo mostradas na Tabela 5.9. S&o elas as

médias, os desvios padréo, as medianas e os DIC’s.

Tabela 5.9 — Resumos a posteriori de [, para os 9 casos e para cada conjunto de pontos

selecionados.

(X1=0, X2=2), (X1=1, X2=3) e (X1=1, Xo=10)  (X4=0, X2=8), (X1=0, Xo=3) e (X1=1, X2=10)

desvio desvio
Caso ﬂ, média padrdo mediana DIC média padréao mediana DIC
4887 0,826  -4,849
Po 6004  0ge1 5918 2,288 0,596 2,285
By 2464 0918 2,396
1 By 0332 0104 0331 15710 0,152 0,109 0149 18210
12360 5350  -11.130
By 16680 10120 -13750 6979 2142 5,650
B 11490 10,090 8538
2 B 0485 0244 0471 15,130 0,500 0,250 0492 15230
3719 0882  -3670
By 5832 0918 5755 T35 0.820 1260
By 2493 0920 2,429
3 By 0284 0162 0269 16,160  -0032 0132  -0,033 20370
9154 1,730 _ -9,006
By 6360 0955 -6.269 3695 0946 3642
By 1,695 1,184 1,691
4 B, 0445 0154 0436 16,150 0,538 0,196 0519 14,440
4532 0725  -4.491
By 16010 10040 -13,040 0.013 0.723 0.016
B 12370 10040 9,397
5 By 0350 0108 0349 14,140 0,306 0,116 0304 19,700
6133 1,393 -5999
By 5870 1498 -5699 0645 1166 0.4
B, 2255 1442 2100
6 B 0285 0188 0284 17,930 0,530 0,210 0519 18,960
3165 0852  -3114
By 5625 0986  -5559 0585 0935 0,640
B 2527 0932 2459
7 By 0181 0220 0194 16,850  -0132 0,141 0132 22,420
7710 1944  -7.489
By 8219 1582 6,040 1375 1501 1288
By 1,788 1,507 1,666
8 By 0367 0209 0362 17,510 0,650 0,255 0630 17,760
6.630 1,700  -6.452
By 16100 10070 -13.150 2166 1404 > 040
B 12080 10,060 9,110
9 B, 0359 0204 0354 15250 0,369 0,204 0362 16,450
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As médias das distribuicbes a posteriori em alguns casos s&o bem diferentes que

em outros e em alguns casos o desvio padrdo foi muito grande. O menor DIC para a
primeira escolha de pontos foi o do caso 5, o qual teve desvios padréo elevados para S,
e f,, assim como os valores das médias e medianas. Para a segunda escolha de pontos,

o menor DIC foi o do caso 4.

Intervalos de credibilidade percentilicos para os coeficientes S, foram construidos

e sao mostrados na Figura 5.5. Veja que nos casos 2, 5 e 9 do primeiro conjunto de

pontos os intervalos para £, ficaram muito grandes.

Ja no segundo conjunto de pontos, o intervalo para £, do caso 2 é que ficou muito

grande, embora ndo tanto quanto os intervalos do primeiro conjunto de pontos.

Quando observamos a primeira escolha de pontos, verificamos novamente os
mesmos casos 2, 5 e 9 nos quais os intervalos para S, também ficaram muito grandes. E,
verificamos novamente que, no caso 2, o intervalo para £, ficou grande para a segunda

escolha de pontos.

Verificamos ainda que os intervalos de credibilidade para £, se comportam bem
para todos os casos. Ou seja, parece que ele ndo é sensivel a especificacdo das
distribuicdes a priori. O coeficiente S, é o coeficiente da varidvel X,, tempo de cirurgia,

que nao esta associado a covariavel que gera a separagao.

No primeiro conjunto de pontos, as piores situagdes, isto €, os intervalos muito
grandes, estdo associadas a falta de informacéo para 6,, com uma distribuicdo a priori
beta (0,1; 9,9). No segundo conjunto de pontos, o intervalo grande também esta no caso 2

que tem a mesma distribuicédo para 6, .

Parece entdo que o problema ¢é a definicao da beta (0,1; 9,9) como distribuicéo a
priori para 6,. Até quando utilizamos a distribuigdo uniforme, beta (1; 1), para 6, n&o

ocorreu este problema.
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Figura 5.5 — Intervalos de credibilidade percentilicos para as

9 distribui¢bes a posteriori para f,, p, e p,.
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Como mostra a Figura 5.6, fizemos também os intervalos de mais alta densidade,

HPD, para os nove casos das duas escolhas de pontos. Os intervalos HPD sao mais

curtos que os intervalos percentilicos. Mas apesar disto, eles nao ficaram tao diferentes.
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Figura 5.6 — Intervalos HPD para

posterioripara f,, B, e S,.
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Capitulo 6

Conclusoes

Assim como Colosimo, Franco e Couto (1995), verificamos que as variaveis Xj,
gravidade do caso, e X,, tempo de cirurgia nao influenciam na ocorréncia de meningite
como complicagéo da cirurgia de craniotomia. Para entendermos este resultado, devemos
notar que dos pacientes que tiveram meningite um deles ficou 10h em cirurgia e o outro
apenas 1h30. Um teve um tempo muito grande e outro teve o tempo muito menor e,
apesar desta diferenca, ambos desenvolveram meningite. Com relagdo a covariavel
gravidade da doenga, muitos pacientes (32) tinham gravidade alta e ndo desenvolveram

meningite.

Ao utilizar inferéncia bayesiana para estimar os parametros do modelo de
regressao logistica verificamos que € muito importante a especificagdo da distribuigdo a
priori para os coeficientes quando temos um caso de separacdo quase-completa. Se
tivermos alguma informagao inicial que possa ser utilizada para eliciar a distribuicdo a
priori, a distribuicdo a posteriori sera melhor estimada. Mas, se ndo tivermos esta
informacao inicial, a utilizagdo de distribuicbes n&o informativas fazem com que os dados

com separagao se sobressaiam e persistam os problemas de estimacgao.

Quanto a utilizagdo da analise Bayes-empirica, verificamos que ela € uma boa
saida quando nao se tem informacao suficiente para definir uma distribuicdo a priori mais
informativa, o que nao ajuda muito no caso de separagao. Com base nos proprios dados,
a andlise Bayes-empirica € uma forma de chegar a uma distribuicdo a priori mais

informativa, que possibilita resultados melhores.

Utilizamos a estimagao por maxima verossimilhanga penalizada e verificamos que
quando ha informacédo a priori para utilizar nas estimativas bayesianas, essas sao
melhores. Mas quando as distribui¢des a priori sao nao informativas, as estimativas por

maxima verossimilhanca penalizada podem ser melhores.

Analises futuras deverdo ser realizadas para avaliar a especificagcdo das
distribuicbes a priori em outros exemplos. Como outros autores, verificamos que esta é a

chave para a boa utilizagdo da estatistica bayesiana. Com uma boa definicdo da
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distribuicdo a priori poderemos chegar a melhores resultados que com a estimagao por

maxima verossimilhanca penalizada, no caso de separacédo quase-completa.
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Apéndice: Programas utilizados

Programa em R para regressao logistica e graficos de verossimilhancga

Ivlogis <- function(beta, X, y, s

pred <- x%*%beta

prob <- exp(pred)/(1+exp(pred))

-sum(sapply(1:length(y), function(i)
dbinom(y[i], 1, probl[i], log=T)))

dad <- read.table("E:/dissertagao/craniotomia3.txt", dec=",")
summary(dad)

covar <- chind(1, dad[,2])

summary(glm(V1~V3, family=binomial, data=dad))
optim(c(-1, 0), Ivlogis, x=covar, y=dad[,3])

res1 <- optim(c(0, 0), Ivlogis, x=covar, y=dad[,3], hessian=T)
res1

solve(res1$hess)

sqrt(diag(solve(res1$hess)))

b0 <- seq(-100,50,leng=51)
b1 <- seq(-100,1000,leng=101)

vero <- sapply(b1, function(b) sapply(b0, function(a)
Ivlogis(c(a, b), covar, dad[,1])))
dim(vero)

jpeg("F:/dissertagao/veroB0B1.jpg")
image(b0, b1, vero, col=terrain.colors(51))
contour(b0, b1, vero, add=T)

dev.off()

res1$val

vb0 <- sapply(b0, function(b)
Iviogis(c(b, res1$par[2]), covar, dad[,1]))
jpeg("F:/dissertacao/veroBOdados.jpg")
plot(b0, -vb0, type="I", xlab=expression(paste(beta, 0)),
ylab="Verossimilhanga")
dev.off()

vb1 <- sapply(b1, function(b)
Iviogis(c(res1$par[1], b), covar, dad[,1]))

jpeg("F:/dissertagdo/veroB1dados.jpg")

plot(b1, -vb1, type="I", xlab=expression(paste(beta, 1)),
ylab="Verossimilhanca")

dev.off()

res1$par
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Programa em R para gerar distribuicées a priori para 5

# Para x1=(0,2), x2=(1,3), x3=(1,10)

tetha1<-rbeta(10000,0.1,9.9)
tetha2<-rbeta(10000,1,1)
tetha3<-rbeta(10000,1,1)

L1<-log(tetha1/(1-tetha1))
L2<-log(tetha2/(1-tetha2))
L3<-log(tetha3/(1-tetha3d))

beta2<-(L3-L2)/7
beta0<-L1-2*beta2
beta1<-(L2-L1)-beta2

media<- c("beta0"= mean(beta0), "beta1"= mean(beta1), "beta2"= mean(beta2))
media

var<- c("beta0"= var(beta0), "beta1"= var(beta1), "beta2"= var(beta2))

var

par(mfrow=c(1,3))
hist(beta0)
hist(beta1)
hist(beta2)

# Para x1=(0,8), x2=(0,3), x3=(1,10)

tetha1<-rbeta(10000,2,198)
tetha2<-rbeta(10000,0.1,0.9)
tetha3<-rbeta(10000,5,5)

L1<-log(tetha1/(1-tetha1))
L2<-log(tetha2/(1-tetha2))
L3<-log(tetha3/(1-tetha3))

beta2<-(L1-L2)/5
beta0<-L1-8*beta2
beta1<-(L3-L1)-2*beta2

media<- c("beta0"= mean(beta0), "beta1"= mean(beta1), "beta2"= mean(beta2))
media

var<- c("beta0"= var(beta0), "beta1"= var(beta1), "beta2"= var(beta2))

var

par(mfrow=c(1,3))
hist(beta0)
hist(beta1)
hist(beta2)
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Programa para gerar distribuicdes a posteriori para 5 no WinBUGS

#MODELO
model

{

#CASO 1
#alpha1<-2
#gama1<-198
#alpha2<-5
#gama2<-45
#alpha3<-5
#gama3<-5

for(iin 1: N)

{

y[i] ~ dbin(pfi], n[i])

logit(p[i])<- betaO+beta1*x1[i]+beta2*x2]i]
}

#Priori (trick using zeros to construct a prior for beta vector)

#Pontos x1(0,2) x2(1,3) x3(1,10)

#thetaO<- pow((exp(beta0+2*beta?2)), alpha1)/ (pow(1+(exp(betaO+2*beta2)), (alphal+gama1)))
#theta1<- pow((exp(betaO+beta1+3*beta2)), alpha2)/ (pow(1+(exp(betaO+betal+3*beta2)),
(alpha2+gama2)))

#theta2<- pow((exp(betaO+beta1+10*beta2)), alpha3)/ (pow(1+(exp(beta0+beta1+10*beta2)),
(alpha3+gama3)))

#Pontos x1(0,8) x2(0,3) x3(1,10)

thetaO<- pow((exp(beta0+8*beta?)), alphal)/ (pow(1+(exp(beta0+8*beta2)), (alphal+gama1)))
theta1<- pow((exp(beta0+3*beta2)), alpha2)/ (pow(1+(exp(beta0+3*beta2)), (alpha2+gama2)))
theta2<- pow((exp(betaO+beta1+10*beta2)), alpha3)/ (pow(1+(exp(beta0+beta1+10*beta2)),
(alpha3+gama3)))

betaO~dflat() # 'flat' prior
beta1~dflat() # 'flat' prior
beta2~dflat() # 'flat' prior

#priori <- thetaO*theta1*theta2*39402*9534420*630 #CASO 1
zeros <- 0

zeros~dpois(phi) # likelihood is exp(—phi)
phi<- -log(priori) # expression (desired prior for beta )

}
#DADOS

list(
y=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1),
n=c(1,1,2,1,3,4,3,1,8,3,1,4,1,1,1,1,1,1,6,1,1,1,3,4,8,8,1,13,1,1,1,1,2,1,1,1,3,3,2,1),
x1=¢(0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1),
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x2=c(2.50, 1.33, 6.00, 4.50, 1.50
3.17,5.50, 2.00, 1.25, 2.17, 6.50
3.67, 2.33, 6.50, 1.00, 6.00, 1.50

1.33, 5.00, 0.75, 2.00, 3.50, 3.25, 1.83, 7.00, 1.67, 8.00, 3.50,
1.00, 4.00, 3.00, 4.00, 4.75, 3.00, 8.00, 5.50, 2.67, 2.25, 7.00,
10.00), N = 40)

’

#VALORES INICIAIS

#VALORES INICIAIS PARA A CADEIA 1
list(betaO = 0, beta1=0, beta2=0)

#VALORES INICIAIS PARA A CADEIA 2
list(betal = -1, beta1=0, beta2=0)

Programa no R para gerar intervalos de credibilidade das distribuigoes a
posteriori para 5,

# CRANIOTOMIA (PARA BETA 0)

# Pontos x1(0,2) x2(1,3) x3(1,10)

#Caso 1

plot(c(0,10),c(-49,0), type="n",xlim=range(c(0.5,9.5)),cex.lab=1.2, xlab="Casos", ylab="Intervalo de
Credibilidade (95%)")

segments(1,-7.932,1,-4.566,1ty=1)

lines(c(0.90, 1.1), ¢(-7.932, -7.932))

lines(c(0.90, 1.1), c(-4.566, -4.566))

lines(c(0.95, 1.05), c(-6.004, -6.004))

title("Beta 0 \n Pontos x1(0,2) x2(1,3) x3(1,10)")

#Caso 2

segments(2,-43.60,2,-5.798,lty=2)  #Caso 2, percentil 2.5, percentil 97.5
lines(c(1.9,2.1), c(-43.6,-43.6))  #percentil 2.5

lines(c(1.9, 2.1), ¢(-5.798,-5.798)) #percentil 97.5

lines(c(1.95, 2.05), ¢(-16.68,-16.68)) # mean

#Caso 3
segments(3,-7.857,3,-4.253,1ty=3)
lines(c(2.9, 3.1), c(-7.857,-7.857))
lines(c(2.9, 3.1), c(-4.253,-4.253))
lines(c(2.95, 3.05), c(-5.832, -5.832))

#Caso 4
segments(4,-8.479,4,-4.754 lty=4)
lines(c(3.9, 4.1), ¢(-8.479,-8.479))
lines(c(3.9, 4.1), ¢(-4.754,-4.754))
lines(c(3.95, 4.05), c(-6.360,-6.360))

#Caso 5
segments(5,-42.75,5,-5.517 ,Ity=5)
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lines(c(4.9, 5.1), ¢(-42.75,-42.75))
lines(c(4.9, 5.1), ¢(-5.517,-5.517))
lines(c(4.95, 5.05), c(-16.01, -16.01))

#Caso 6
segments(6,-9.312,6,-3.436,Ity=6)
lines(c(5.9, 6.1), ¢(-9.312,-9.312))
lines(c(5.9, 6.1), c(-3.436,-3.436))
lines(c(5.95, 6.05), c(-5.870,-5.870))

#Caso 7
segments(7,-7.758,7,-3.878,lty=7, lwd=2)
lines(c(6.9, 7.1), c(-7.758,-7.758))
lines(c(6.9, 7.1), c(-3.878,-3.878))
lines(c(6.95, 7.05), c(-5.625,-5.625))

#Caso 8

segments(8,-9.81,8,-3.626, Ity=8, lwd=2)
lines(c(7.9, 8.1), ¢(-9.81,-9.81))
lines(c(7.9, 8.1), c(-3.626,-3.626))
lines(c(7.95, 8.05), c(-6.219,-6.219))
#Caso 9
segments(9,-43.19,9,-5.426,Ity=9, lwd=2)
lines(c(8.9, 9.1), c(-43.19,-43.19))

lines(c(8.9, 9.1), ¢(-5.426,-5.426))
lines(c(8.95, 9.05), c(-16.1,-16.1))

Programa no R para gerar estimativas de maxima verossimilhanga
penalizada através do pacote brgim

cran<-read.table("craniotomia.txt",h=T)
attach(cran)

cran2 <- rbind(cbind(case=1, cran[rep(1:40, cran$r), 3:4]),
cbind(case=0, cran[rep(1:40, cran$n-cran$r), 3:4]))

require(brgim)

fit <- brglm(case ~ .,family=binomial, data=cran2)

summary(fit)

# If for the data set we would like to test the specific hypothesis Rx1 = 2, x2 =0,
# we do as follows:

logistftest(case ~ ., cran2, test = ~ x1 + x2 - 1, values = ¢(2, 0))

# If -1 is not included in the formula, the intercept would be tested, too!

logistftest(case ~ ., cran2, test = ~ x1 + x2, values = c(1, 2, 0))



#To test only the intercept specify test = ~ - .or test = 1

logistftest(case ~ ., cran2, test = 1) # para testar intercept = 0

logistftest(case ~ ., cran2, test = 1, values = ¢(2)) # para testar intercept = 2
#Testing the overall null hypothesis of i = 0 would be performed by the following call:
logistftest(case ~ ., data=cran2)

# This function plots the profile likelihood of a specific parameter.

# In our example we get the profile of the parameter Rdia as follows:

logistfplot(case ~ ., data=cran2, which=~ x1 - 1) # plot of the x1

logistfplot(case ~ ., data=cran2, which= ~ x2 - 1) # plot of the x2
logistfplot(case ~ ., data=cran2, which=~ 1) # plot of the intercept

Programa no R para gerar estimativas de maxima verossimilhancga
penalizada através do pacote logistf

cran<-read.table("craniotomia.txt",h=T)
attach(cran)
cran2 <- rbind(cbind(case=1, cran[rep(1:40, cran$r), 3:4]),
cbind(case=0, cran[rep(1:40, cran$n-cran$r), 3:4]))
require(logistf)
fit <- logistf(case ~ ., data=cran2)
summary(fit)
# If for the data set we would like to test the specific hypothesis Rx1 = 2, x2 =0,

# we do as follows:

logistftest(case ~ ., cran2, test = ~ x1 + x2 - 1, values = ¢(2, 0))

# If -1 is not included in the formula, the intercept would be tested, too!
logistftest(case ~ ., cran2, test = ~ x1 + x2, values = c(1, 2, 0))

#To test only the intercept specify test = ~ - .or test = 1

logistftest(case ~ ., cran2, test = 1) # para testar intercept = 0

logistftest(case ~ ., cran2, test = 1, values = ¢(2)) # para testar intercept = 2

#Testing the overall null hypothesis of Ri = 0 would be performed by the following call:
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logistftest(case ~ ., data=cran2)

# This function plots the profile likelihood of a specific parameter.
# In our example we get the profile of the parameter Rdia as follows:

logistfplot(case ~ ., data=cran2, which= ~ x1 - 1) # plot of the x1
logistfplot(case ~ ., data=cran2, which=~ x2 - 1) # plot of the x2
logistfplot(case ~ ., data=cran2, which=~ 1) # plot of the intercept
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