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Resumo

A classe dos Modelos Aditivos Generalizados (MAG), considerados uma extensao
dos Modelos Lineares Generalizados, vem atraindo a atencao de pesquisadores
principalmente em fungdo de sua flexibilidade. Apesar de construido sob a hipotese de
independéncia dos dados, os MAG's sdao muito aplicados em estudos de séries
temporais, sobretudo como alternativa para modelagem de variaveis de confusdo tais
como tendéncia e sazonalidade. Recentemente, modelos mais gerais, que consideram a
estrutura de correlagao entre os dados, como os modelos GLARMA (autoregressive
moving average generalized linear models), tém sido utilizados. Este trabalho estende
0os modelos GLARMA para uma classe de modelos auto-regressivos aditivos
generalizados para séries de contagem cuja distribuicdo condicional, dadas as
observacdes passadas e as variaveis explicativas, seque uma distribuicao de Poisson.

Além de apresentar uma conceituacao desses modelos bem como procedimentos
de ajustes, este trabalho emprega, em um estudo empirico, o procedimento bootstrap
em trés formas (bootstrap nas observagles, bootstrap condicional e bootstrap nos
residuos) na inferéncia pontual dos parametros do modelo e compara dois métodos de
construcao de intervalos de confianca bootstrap - bootstrap percentilico e bootstrap
com corregao do vicio — na estimagao intervalar.

Os resultados mostram que, em geral, os procedimentos e os intervalos de
confianca bootstrap apresentam um bom desempenho quando utilizados na classe de
MAG's que por sua vez, quando auxiliados pela modelagem GLARMA, modelam bem
dados de contagem com estrutura auto-regressiva de ordem 1, apresentando

estimativas préximas dos valores verdadeiros dos parametros.



Abstract

The class of Generalized Additive Models (GAM), considered an extension of the
Generalized Linear Models (GLM), is attracting the attention of researchers mainly due
to the flexibility of these procedures. In spite of being built under the hypothesis of
independency of the data, the GAM is widely applied to time series data, as an
alternative to model variables such as trend and seasonality. Recently, more general
models, which consider the correlation structure among the data, like the GLARMA
models (autoregressive moving average generalized linear models), are being used.
This work extends the GLARMA models to a class of autoregressive generalized additive
models of count series whose conditional distribution, given the past observations and
the independent variables, follows a Poisson distribution.

Besides presenting the definition of the model, as well as the fitting procedures,
this work employs, in a empirical study, the bootstrap procedure in three different ways
(bootstrap in the observations, conditional bootstrap and the bootstrap in the residuals)
in the interval inference of the parameters, comparing two bootstrap methods of
building confidence intervals — percentile bootstrap and bootstrap with bias correction.

The results show that, in general, the procedures and the bootstrap confidence
intervals present a satisfactory performance when used in the GAM models with the
GLARMA structure, modeling count data with an autoregressive structure of order 1,

and presenting estimates close to the true values of the parameters.

Vi
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1. INTRODUCAO

1.1 Revisao de Literatura

Durante muitos anos os modelos lineares, sob a suposicao de normalidade,
foram utilizados para descrever fendmenos aleatorios. Se o fendmeno sob estudo nao
apresentasse uma resposta para a qual fosse razoavel supor a distribuicdo Gaussiana,
algum tipo de transformacao da variavel era utilizado, com o proposito de se alcancar a
normalidade.

Mais tarde, pesquisadores abriram o leque de opcOes para a distribuicao da
variavel resposta permitindo que a mesma pertencesse a familia exponencial de
distribuicdo. Em 1972, Nelder e Wedderburn unificaram estes procedimentos
introduzindo a classe dos Modelos Lineares Generalizados (MLG). Muitas distribuicoes
conhecidas pertencem a familia exponencial, como a Normal, a Poisson, a Binomial e a
Gama. Uma caracteristica dos MLG’s € que a forma da relacdo funcional entre a média
da variavel resposta e as variaveis preditoras € completamente linear e especificada por
termos paramétricos.

Como a suposicao de linearidade pode ser irrealista em situacOes praticas, Hastie
e Tibshirani (1990) propuseram os Modelos Aditivos Generalizados (MAG), cuja principal
diferenca com os MLG's é a substituicdo da usual forma linear das covariaveis por
funcOes suavizadoras ndao paramétricas que sumarizam a associacao entre a variavel
resposta e as variaveis explicativas.

Existem na literatura varias técnicas de suavizagdo — Hastie e Tibshirani (1990)
apresentam algumas delas. Em qualquer uma das técnicas, a suavizacao € obtida
ajustando-se uma curva aos dados de tal forma que a cada ponto, a curva dependa

somente das observagdes naquele ponto ( X,) € em uma vizinhanga.

Entre as formas mais simples de suavizacao estdo as técnicas running-mean e a
running-fine (Hastie e Tibshirani, 1896). A primeira, também conhecida como moving-
average, € popular por ser utilizada em dados temporais igualmente espacados,
entretanto, apesar da simplicidade dos célculos, esta técnica tende a ser viciada por

suavizar a tendéncia nos pontos iniciais e finais da série.



O suavizador running-line, uma simples generalizacao do suavizador running-
mean, reduz o problema do vicio utilizando os minimos quadrados lineares ao invés da
média em cada vizinhanca. Por outro lado, a técnica tende a gerar curvas bastante
irregulares entdo um segundo estagio de suavizacdao geralmente é necessario. Uma
maneira de melhorar os resultados em um suavizador running-line é usar o ajuste de
minimos quadrados ponderados (MQP) em cada vizinhanca. O suavizador running-line
pode produzir resultados irregulares porque pontos em uma determinada vizinhanca
tém pesos iguais (ndo nulos), enquanto pontos fora desta regidao tém peso zero.

Em 1977, Cleveland abranda este problema propondo uma técnica mais robusta
de suavizacao, /locally weighted running line smoother (loess). O procedimento, que
pode ser usado para suavizar dados com configuragdes mais gerais que nao sejam
necessariamente para dados de séries temporais igualmente espacados, € uma
adaptacao do ajuste sucessivo de modelos de regressao pelo método de minimos
quadrados ponderados (Beaton and Tukey, 1974; Andrews, 1974). A proposta € dar

maior peso para X, e para os pontos da vizinhanga e pesos que decrescem suavemente

para pontos mais afastados desta regido. Visando tornar o ajuste /oess ainda mais
robusto, Cleveland propde, em 1979, o suavizador robust locally weighted running line
smoother introduzindo um novo conjunto de pesos a serem utilizados no ajuste de
MQP.

Outras alternativas de técnicas de suavizacdo sao propostas na literatura.
Introduzida inicialmente por Whittaker (1923), a suavizacao por sp/ine € uma técnica
bastante utilizada no ajuste do MAG; autores como Dominici et a/. (2002) e Ramsay et
al, (2003), descrevem e utilizam as fungdes splines e algumas de suas extensdes —
penalized splines e parametric splines — como forma de suavizacdo; a técnica Kernel é
destacada, por exemplo, em Silverman (1986), Buja et a/. (1989) e Hardle(1990).

Nenhuma das técnicas de suavizacao faz alguma suposicdo paramétrica sobre a
curva a ser estimada; cada suavizador tem um parametro que determina o “quanto” a
funcao estara suavizada. Para a fungao /oess, por exemplo, este parametro é chamado
span. Para splines e parametric splines o grau de suavizacao é especificado através do
numero de graus de liberdade.

Também fazem parte da classe de MAG’s os modelos semiparamétricos —
segundo Buja et al. (1989) pode-se entender estes modelos como uma generalizacao
dos MAG’'s — , constituidos pela soma de termos paramétricos de algumas variaveis
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preditoras e fungdes suavizadoras de outras. Discutido por Stone (1985), Hastie e
Tibshirani (1990) e Lee (1990), este modelo tem sido bastante explorado na literatura
devido a esta peculiaridade de compor a flexibilidade do modelo aditivo nao
paramétrico com um componente paramétrico. Uma contribuicao de interesse é feita
por Buja et al. (1989) ao apresentar diversas técnicas de estimagdo aplicaveis a este
tipo de modelo. Além desses trabalhos destacam-se outros como Schick (1986,
1993,1996) e Bhattacharya e Zhao (1997) que enriqueceram a teoria assintética acerca
do modelo semiparamétrico apresentando assim uma ponte entre os resultados
assintéticos para o modelo puramente nao paramétrico ja discutidos por Stone (1977),
Cox (1983) ou Rice e Rosenblatt (1983).

Um grande numero de pesquisadores vem utilizando os MAG’s e sua extensao
semiparamétrica em séries temporais, principalmente em estudos cujo objetivo é
avaliar os efeitos da poluicao atmosférica sobre a saude de seres humanos (Schwartz et
al, 1993). Alguns fatores como condicbes meteoroldgicas e os dias da semana
influenciam os dados (Diez, 1999) e confundem a associacdo entre a exposicdo de
interesse e o desfecho. Além disso, ainda existem as componentes da propria série
temporal como tendéncia, sazonalidade e autocorrelagdo. O MAG tem sido uma técnica
alternativa facilitadora no controle desses fatores de confusdo ja que esta modelagem
elimina a necessidade de especificar uma forma paramétrica para a associacao entre
covariaveis e preditor.

Nestes estudos epidemiolégicos a variavel resposta &, geralmente, alguma
contagem de eventos que representam danos a saude, como o numero de Obitos ou o
numero de internacdes por determinada causa respiratdria. Na maioria das vezes, estes
desfechos sao modelados com o pressuposto de que as contagens dos eventos seguem
uma distribuicao Poisson — como exemplos de aplicacdes desta técnica ver estudos de
Schwartz et al. (1992), Conceicao et al. (2001) e Lima et al. (2001).

Em 1999, Davis et a/. faz uma revisdo dos modelos ja propostos na literatura
para séries temporais de contagem que seguem a distribuicdo Poisson. Em particular,
uma nova classe de modelo, GLARMA (autoregressive moving average generalized
linear models), é introduzida e suas propriedades desenvolvidas em parte. Por serem
capazes de capturar uma gama de estruturas de dependéncia entre as observacoes das
séries temporais, os modelos GLARMA também vém sendo utilizados nestes estudos

epidemioldgicos nos casos, diferentemente do MAG, em que a relacdao entre a variavel
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resposta e as covariaveis assume a forma linear e os dados apresentam uma estrutura
de dependéncia, por exemplo a auto-regressiva.

Um problema comumente encontrado na estimacao dos termos dos modelos
semiparamétricos é a baixa freqiiéncia de dados. Pequenas amostras e a dificuldade em
se determinar a distribuicdo assintdtica dos dados fazem com que os métodos de
estimacdo percam um pouco de sua eficiéncia. Nestes casos o bootstrap, sugerido por
Efron (1979), pode ser utilizado para a melhoria das inferéncias intervalares.

O método bootstrap consiste em uma técnica de reamostragem que permite
aproximar a distribuicdo de uma fungao das observacdes pela distribuicao empirica dos
dados, baseando-se em uma amostra finita (Efron e Tibshirani, 1993). Em série
temporal essa técnica tem sido bastante empregada, porém, o fato dos dados em série
nao serem independentes torna a aplicacdo do método bastante criteriosa — as
observacoes nao devem ser reamostradas diretamente, pois sua estrutura original pode
ser perdida. A utilizacdo do bootstrap em modelos MAG ainda é pouco discutida na
literatura estatistica, mas ja considerada em alguns trabalhos recentes — Hardle et al.
(2004) mostram como o procedimento pode ser utilizado na correcao do vicio das
estimativas paramétricas e ndo-paramétricas, em testes de hipdtese e na construcao de
bandas de confianca; Figueiras et al. (2005), utilizam um bootstrap condicional para
corrigir problemas de concurvidade em modelos MAG. Entretanto, nao foram
encontrados trabalhos utilizando o bootstrap em modelos GLARMA.

Existem varios métodos bootstrap de construcao de intervalos de confianca e
entre eles estdo os intervalos bootstrap percentilico (Efron e Tibshirani, 1986) e o
bootstrap com correcao do vicio (Efron e Tibshirani, 1986 e Hall, 1988) utilizados neste

estudo.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem por objetivos (a) propor uma modelagem para dados de
contagem que substitua a usual forma linear do GLARMA pela estrutura
semiparamétrica dos MAG's — neste caso, além dos termos lineares serao consideradas
também fungdes nado lineares de varidveis explicativas na construcdao dos modelos; (b)
comparar a estimacdo dos parametros lineares da modelagem proposta com a

estimacdao do MAG em estudos simulados de dados independentes e de séries
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temporais, ambos com respostas que seguem a distribuicao Poisson e (c) utilizar a
técnica bootstrap com o intuito de fazer inferéncias sobre os parametros lineares dos

modelos.

1.3 Organizacao do Trabalho

O abundante uso da técnica MAG em séries temporais, apesar de ndo existirem
resultados tedricos sobre sua utilizacdo em dados dependentes, e a presenca de
estruturas de correlacdo nas séries, motivaram a proposta deste trabalho que é
estender os modelos GLARMA para uma classe de modelos auto-regressivos aditivos
generalizados, MAG-AR, ainda nao abordada na literatura.

No decorrer do texto, sao apresentados os modelos generalizados MAG e
GLARMA bem como algumas de suas propriedades. Alguns resultados gerais sobre
suavizadores lineares também serdo apresentados, no entanto o foco maior € dado ao
suavizador /oess — escolhido por apresentar diferentes propriedades estatisticas e
também por ser bastante utilizado em estudos temporais sobre os efeitos da poluicao
atmosférica na salde dos seres humanos; a citada técnica sera utilizada no ajuste da
parte nao-paramétrica do MAG e MAG-AR. Trés diferentes abordagens bootstrap —
bootstrap nas observagOes, bootstrap condicional e bootstrap nos residuos — sao
avaliadas.

Para atender aos objetivos acima, estudos de simulacao Monte Carlo serao
realizados para que se compare, segundo o vicio e o erro quadratico médio, o
comportamento dos estimadores do parametro linear dos modelos. Além disto,
intervalos de confianca obtidos através da técnica bootstrap, como o intervalo bootstrap
percentilico e o bootstrap com correcao do vicio, serdao comparados ao intervalo de
confianca assintético quanto ao percentual de cobertura e tamanho dos intervalos.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: o Capitulo 2 apresenta as
técnicas de suavizacdo descrevendo com maiores detalhes o suavizador /oess. No
Capitulo 3 apresenta-se o modelo MAG dissertando sobre sua estimagdao e
propriedades. A descricao do modelo GLARMA e a proposta do novo modelo MAG-AR

sao feitas no Capitulo 4. No Capitulo 5 o procedimento bootstrap é abordado.



Resultados das simulacdes e da analise de dados reais sao discutidos, respectivamente,

nos Capitulos 6 e 7 e o Capitulo 8 conclui o trabalho.



2. TECNICAS DE SUAVIZACAO

Um suavizador € uma ferramenta utilizada para descrever a dependéncia de uma
variavel resposta Y como uma funcao de uma ou mais variaveis preditoras X . Uma
importante propriedade de um suavizador é sua natureza nao paramétrica: a forma da
curva estimada é determinada pelos proprios dados e, de fato, ndo é necessario nem
mesmo conhecer previamente a forma dessa relacao para estima-la, por esse motivo os
procedimentos de suavizacao sdo também denominados técnicas de regressdao nao
paramétrica. Os valores destas fungdes devem ser mais “suaves” do que os valores de
Y, isto porque a estimativa obtida de um procedimento de suavizacao tem

variabilidade menor que a de Y, dai a razdo do nome suavizador ou alisador.

2.1 Definicao e propriedades dos suavizadores

Formalmente, um suavizador é definido como uma fungao de X=(X,...,X,) e
Y=(Y,-Y,), T =0(y|X), com mesmo dominio de X. Para alguns suavizadores, a
funcdo f =J(y|x) calculada em X,, f(x,), é definida para todo X,. Outras vezes ela é
definida apenas para os valores observados X,...,X €, neste caso, algum tipo de

interpolacdo é necessario para obter estimativas para outros valores de X .
As curvas suavizadas podem ser utilizadas com diferentes objetivos; tipicamente

sao empregadas no ajuste do modelo

E(Y|X =x)=f(x), (2.1)

uma generalizagdo dos modelos de regressdo linear simples, onde f é uma fungdo

arbitraria desconhecida ndo especificada a priori.
Os suavizadores sao classificados como lineares ou nao lineares. Um suavizador

é linear se OJ(ay, +by,|x)=ad(y,|x) +bo(y,|X) (Hastie e Tibshirani, 1990).



Focando no vetor de valores estimados 37=(91,...,§ln)'=(f(xl),...,f(xn))'z f, um

suavizador linear pode ser escrito como nas equagoes (2.2) e (2.3)

f =5y (2.2)

f()g) =S .Y, *S.,Y, *t--+s..Y,, i=L..n '(2.3)

onde S={s } ={s;} € uma matriz de dimensdo nxn chamada matriz suavizadora
que nao depende de Yy, mas apenas de X e da técnica de suavizagao adotada, e

S .,S S é a i-ésima linha da matriz S. Pelo fato de suas matrizes nao

% 179,27 1 n
dependerem da variavel resposta, a andlise por meio destes suavizadores é
relativamente simples (Hastie e Tibshirani 1989).

Dado um algoritmo de um suavizador linear pode-se produzir a correspondente
matriz suavizadora S suavizando o vetor de base unitaria: o resultado de suavizacao
do i-ésimo vetor unitario é a i-ésima coluna de S (Buja et al. 1989). Running-mean,
running-line, spline e loess sao exemplos de suavizadores lineares.

Um simples exemplo de suavizador nao linear para o qual a matriz suavizadora
nao pode ser construida € o suavizador running median. A diferenca entre esta técnica

e o suavizador running mean é que o valor ajustado através do running median para X,

e vizinhanca é dado pela mediana destas observacOes. Neste caso, para variaveis
aleatérias X e Y, mediana( X +Y) # mediana (X ) + mediana (Y), assim as
estimativas dependem de Y de um modo nao linear.

A matriz suavizadora desempenha papel semelhante ao da matriz Aat’ no
método de estimacdo de minimos quadrados e algumas de suas propriedades sao
demonstradas por Hoaglin e Welsch (1978).

I. 0<s, <1,

i —1l<s <lparai#j;

! No modelo de regressao normal linear, a estimaiivaetor de médigs = Xﬁ’, onde,fS’: (X'X)™X'y, pode ser

reescrita comgz = Hy , com H = X(X'X)™X'. A matrizH é a matriz de projecéo ortogonal dos vetorefRfle
no subespaco gerado pelas colunas da matriz



i s, =1seesomentese s, =0 paratodo i # J;

A n

iv > s =1.

j=1

Porém, para algumas técnicas de suavizagao como running line e loess S nao é
simétrica e nem idempotente, ou seja, ndao € um operador de projecao como ocorre
com a matriz Aat. Para os suavizadores Bin, least-square line, polynomial regression e
splines, por exemplo, a matriz suavizadora é simétrica e seus autovalores sao sempre

reais.

Se o suavizador é linear, o estimador f para uma funcdo arbitraria f é sempre

viciado
E(f-f)=f-E(f)=f -E(SY)=f - Sf (2.5)

~

e a matriz de covariancia de f é dada por
Var(f)=Var(SY) = SvarY)S (2.6)

e, sob a suposicdo de que os Y’s sdo independentes com Var(Y,) =0?, a expressdo

(2.6) pode ser reescrita
Var(f)=SSo>. 2.7)

Considerando estas informac0es, o erro quadratico médio

> ELf(x) -f ()]
EQM =2 . (2.8)

assume a forma

2

M-
oy

EQM =%iVar(f(>g))+

Sl

Il
AN



(2.9)
_tr(SS) ., bb
n n

/

onde b é o vetor de vicio definido em (2.5). O pardmetro g° em (2.7) e em (2.9)

geralmente é desconhecido. Um estimador para este parametro, assumindo que f é

nao viciado € dado por

Z(yl - f()(l ))2

sy _ gé
n—-tr(2S-SS) n-tr(2S-SS)’

(2.10)

onde é=y- f =y-Sy=(I —=S)y, com | representando uma matriz identidade

nxn. No caso em que S ¢é idempotente, tr(S<')=tr(S)=rank(S) e

tr (2S - SS) =Zn:(26?i —6?),sendo 8, i =1,....n, os autovalores de S.
i=1

A~

O resultado (2.10) é apresentado sob a suposicao de auséncia de viés de f.

Porém o viés é nulo apenas para uma classe restrita de funcdes. O suavizador /oess,

por exemplo, fornece fungbes f viciadas para uma f arbitraria. Uma solucdo para

esse problema é considerar o comportamento assintético discutidos amplamente por
Stone (1977), Cox (1983) ou Rice e Rosenblatt (1983).

2.2 Selecao do parametro de suavizacao

Na maioria das técnicas lineares de suavizagao, o valor alisado é obtido segundo
o comportamento de uma vizinhanga. Diferentes formas de calculos nesta vizinhanca
definem as diferentes técnicas de suavizacdo. A escolha do tamanho da vizinhanca esta
associada a um parametro A, denominado parametro de suavizacdo. Sendo mais
importante até do que a escolha da técnica de suavizagao, a definicao dos valores para
A é um passo importante no processo, isto porque o parametro esta diretamente
relacionado a relacdo de ganho e perda entre o viés e a variancia da curva estimada:

aumentar A implica aumentar a suavizacdo da curva, logo, diminui-se a variancia, por
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outro lado, perde-se informacdo no ajuste implicando no aumento do viés. A Figura 2.1
ilustra este efeito.

E interessante observar também a influéncia de A nos termos do EQM (2.9);

de forma geral, aumentando A, o tr(SE') tende a diminuir e o vicio tende a aumentar.

Ajuste com lambda=0.7 Ajuste com lambda=0.5

-0.5 0.0 05 1.0
-0.5 0.0 05 10

-1.5
-1.5

-0.5 0.0 05 1.0
-0.5 0.0 05 1.0

Figura 2.1 - Diagrama de dispersio de X e Y com curva suavizada pelo
método /oess com diferentes valores de A .

N3o existe um critério rigido para a escolha do valor de A. Na pratica estes
valores sdo escolhidos a priori através da inspecao visual da curva ou através de um
método automatico que geralmente testa varios valores de A para um mesmo conjunto
de dados. A Validacdo Cruzada (cross-validation), por exemplo, € uma técnica

automatica de selecao do parametro suavizador; o método consiste em retirar o ponto

11



(X,y.) da base de dados e calcular f()g) apenas com os N—1 pontos restantes,

I =1,....n. A estatistica de validacdo cruzada é dada por
Ve =3 (y, - £ (%)), i=Ln (2.4)
i=1

onde f;i (x) indica o valor estimado para Y quando o ponto (X,Y,) é eliminado. A

expressdo (2.4) é calculada considerando-se um conjunto de valores de A fixados a
priori, sendo selecionado o valor de A que minimize esta expressao. Alguns detalhes
podem ser encontrados em Silverman (1985) e Craven e Wahba (1979).

Apesar da validacao cruzada e de outras formas de selecao automatica para o
parametro de suavizacao parecerem bem fundamentadas, suas performances sao
questionaveis. Hastie e Tibshirani (1990) mostraram, em um estudo simulado, que os
valores de A assim obtidos apresentam grande variabilidade, mesmo para dados
gerados a partir de modelos simples, com pequena variancia para os erros. Os autores
sugerem que a escolha deste parametro seja feita com métodos graficos auxiliados por
medidas dos graus de liberdade dos suavizadores.

Dada uma matriz suavizadora S de um suavizador linear com um A fixado, o

numero dos graus de liberdade pode ser definido como

gl =tr(S). (2.12)

Quanto maior o numero de graus de liberdade, menor o valor de A e, por
consequiéncia, menor a quantidade de suavizacdao. Existem ainda pelo menos outras
duas definicdes de graus de liberdade — ver em Hastie e Tibshirani (1990). Estas
definicdes, assim como (2.12) sao derivadas da analogia dos modelos de regressao
linear e podem ser utilizadas com varios propodsitos, entre eles comparar 0s
suavizadores descritos nas segOes anteriores levando em conta a “quantidade” de
suavizacao ou comparar duas técnicas com base no valor esperado da soma de
quadrado residual (ver maiores detalhes em Buja et a/. 1989); além disso, qualquer
uma das expressoes para graus de liberdade pode ser usada para auxiliar na escolha de
um valor para o parametro de suavizacao.
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2.3 O SUAVIZADOR /oess

Proposto por Cleveland em 1977, o /loess (locally weighted running line
smoother) € um método de suavizacao que se baseia no ajuste sucessivo de n
modelos de regressao pelo método de minimos quadrados ponderados (MQP).

Para cada ponto (X ,Y,) define-se uma vizinhanga e aos pontos ( X,,Y,) nessa

vizinhanga sao atribuidos pesos através de uma funcao U . Esses pesos sao utilizados
no ajuste de um polindmio por MQP.

A vizinhanga de cada (X ,Y,) € constituida por | pares de observagdes (X,,Y,)
que possuem as coordenadas X, mais proximas a X. A quantidade | a ser

considerada é dada por
| =An (2.15)

onde A, pertencente ao intervalo (0, 1], é o parametro de suavizagdo correspondente

a proporcao do numero total de observagdes a ser utilizado em cada ajuste local.

O grau do polinémio deve ser fixado com base no padrao apresentado pelos
dados num diagrama de dispersao. De uma forma geral, se a nuvem de pontos sugere
uma tendéncia sem maximos ou minimos locais, entao um ajuste linear é adequado. Se
existem regides com maximos ou minimos locais, entdo um ajuste quadratico
geralmente produz uma curva que descreve localmente melhor o padrao dos dados.

A fungao U que atribui pesos em cada ajuste local do polinémio, tendo (X ,Y,)

como ponto alvo tem a forma
u,, =Uh*(x -x)),i=1..n, k=1...n (2.16)

onde h ¢é a distancia entre X, e seu | -ésimo vizinho mais préximo, com | definido em
(2.15), ou seja, colocando em ordem crescente as distancias |X — X |, i =1....n,
k=1...n, h é a distancia que ocupa a | -ésima posicdo nesta seqiiéncia. A fungdo

U deve ser especificada de forma a possuir as seguintes propriedades:
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I. U(g) >0 para -1<g<];
i U(g) é uma fungdo par, isto é, U(g) =U(-Q);
i U(g) é uma funcdo decrescente para g =0;

i U(g)=0 para |g|F1

A funcao tricubica dada por

t-1gF) para |gk1

U(g) = o (2.17)
0 caso contrario

apresenta as propriedades descritas acima e, de acordo com Cleveland (1979), fornece
uma suavizagao adequada na maioria dos casos.

Com base na funcao (2.17) obtém-se a matriz de pesos referente ao ponto alvo
(X,Y))
U, =diagonal {u u, } (2.18)

X L1 X n

com elementos dados por

(-1 (x =x)Ff para |h*(x -x)K1
u,, = . (2.19)
' 0 caso contrario

Assim, por (2.18), em um ajuste local tendo como ponto alvo (X ,Y, ), este ponto fica

associado a um peso 1; os pesos diminuem a medida que os pontos se afastam de

(X,Y,) e pontos fora da vizinhanga de X ficam associados a pesos nulos. A reta de

regressdo assim ajustada ¥ =a + [ fornece o valor previsto f(x)=a + x.

Refazendo todos os passos considerando cada uma das N observagoes (X,VY)

como ponto alvo, obtém-se os pontos (X, f (X)) que formam a curva suavizada.

14



O /oess € um suavizador linear; neste caso, os valores previstos de Y obtidos no
procedimento de suavizacao podem ser escritos da forma dada em (2.2). Os elementos

da matriz suavizadora S s3o denotados por

— - -
1 Sx1,2 SXi’n le
1
S_ X, 1 X5 ,2 X,n | _ Xo
1
_an 1 an,z an n_| _S X |

O vetor s, referente a i-ésima linha da matriz S, corresponde também a i-ésima

linha da matriz
S& = X(X'UKX)*X'UXi , (2.20)

construida no ajuste da regressdo ponderada local que tem (X, Y, ) como ponto alvo e
matriz de pesos U, definida em (2.18), i =1,...,n.

Dessa forma o valor previsto correspondente a X pode ser dado como em (2.3)

e ser reescrito como

s, Yy, i=1..n. (2.21)

De forma geral, pode-se mostrar que o elemento ij da matriz suavizadora do

loess é dado por

n

n n n
um,jzszuxi,i _uxi,j()ﬁ + Xj)zlxju&,i +)9XjZ;Xj2uxi,jzlum,j
]= ]= 1=

—_ j=1 j =!
Sei T — - 2 , (2.22)
Zux,jzxfuxi,j _( Xjuxi,jj
j=1 j=1 j=1
onde U, ; € definido de acordo com (2.16).
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A expressao 2.22 mostra claramente que os elementos de S dependem apenas
das covariaveis e do parametro de suavizacdo. Quanto menor o A, maior o nimero de

elementos iguais a zero na diagonal de Uyq e maior o nimero de elementos nulos nas

linhas de S.
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3. MODELOS ADITIVOS GENERALIZADOS

Os suavizadores podem ser utilizados em modelos de regressao com o objetivo
de descrever a relacao entre a média da variavel resposta e as variaveis preditoras.
Neste capitulo é feita uma breve introducao dos Modelos Lineares Generalizados (MLG)
e descritos os Modelos Aditivos Generalizados (MAG) — modelos de regressao que vém
ganhado destaque na literatura, principalmente por sua flexibilidade — mostrando o

emprego dos suavizadores nesta classe.

3.1 Modelos lineares generalizados

Os Modelos Lineares Generalizados (MLG) sao formados por um componente
aleatdério, um componente sistematico e uma funcao de ligacdo que “liga” os dois
componentes. A resposta Y, componente aleatéria do modelo, tem funcdo de

densidade de probabilidade (ou funcao de probabilidade) dada por
P.(y:9;®) = exp{g[ y© —b(®)] + c(y, D)} (3.1)

onde @ é chamado parametro natural e @ parametro de dispersao, b(l) e c() sdo
fungdes especificadas, b([) é duas vezes diferencidvel e @™ > 0. Assume-se também
que a esperanga de Y, denotada por K/, esta relacionada as covariaveis X,,...,X, por
g(u)=n,onde n=a+ X, B, +...+ X B,; N éacomponente sistematica do modelo
linear generalizado chamada preditor linear e g([) é a funcdao de ligagdo. Um caso

particular ocorre quando o preditor linear coincide com o parametro @, isto é, =0 ;

neste caso, a funcdo de ligacdo é chamada ligacdao candnica. Estas ligacOes
desempenham papel muito importante na teoria dos MLG's e muitas vezes sao
escolhidas por possuirem propriedades estatisticas e matematicas convenientes (ver
Paula, 2000).
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McCullagh e Nelder (1989) mostraram que se Y tem funcao densidade de
probabilidade dada por (3.1) seu valor esperado e sua variancia estao relacionados ao

parametro natural da seguinte forma

_0b(®)
H="50

e (3.2)

Var(y) =0 ¥ = oy,
00

onde V é chamada funcdo de variancia.
A estimagdo do vetor dos d +1 parémetros dos MLG, B=(a,f,,....,) é feita

por maxima verossimilhanca e a estimativa deste vetor é calculada resolvendo-se as

seguintes equagdes escore

n ou |\, .
Y| Ny, - ) =0, j=1...d (3.3)
i=1 6/7I
onde V, =Var(Y)) e x,=1.

As equagdOes (3.3) podem ser resolvidas pelo método scoring de Fisher
(McCullagh e Nelder, 1989); um procedimento equivalente e também conveniente para

a resolucdo destas equacdes € o procedimento de minimos quadrados reponderados

iterativamente (MQRI). Dado um vetor inicial B(O), calcula-se a resposta modificada

z™ (3.4) e os pesos W™ (3.5 ) no passo M.

on,
m = i(m)+ - i(m) — (3.49)
" ="+ (Y, — K )(aﬂijm
wm :[%J V™, i=1..n (3.5)
a7,
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d
onde 7™ =a™ + 3 "%, u” =97 (") e V" = (g_gj .
- i/ (m)

0 vetor B™ =(X'W™X)*X'W™z™ m=12.., é obtido da regressdo de z™ em
X com peso W™, i=1,....n. A matriz X é a matriz de planejamento de dimens3o
nx(v+1), cuja i-ésima linha corresponde ao vetor (1, x), z™ =(z",....z2) e
W™ =diagonal{w™,...,w{™}. Considerando agora o novo vetor B, o critério de

parada no scoring de Fisher se baseia numa medida de proximidade das estimativas;

assim o processo é repetido até que

d

Z_lllﬁj‘"” =B ||

— <9, (3.6)
éllﬂfm‘” |

para um valor & >0 pré-estabelecido.

3.2 Modelos aditivos generalizados

Na Secdo 3.1 foi visto que o preditor linear € uma fungao linear de cada uma das
variaveis preditoras X_,...,X,. No entanto, uma relagdo menos rigida pode ser adotada

substituindo o termo linear correspondente a cada covariavel por uma funcao nao

especificada dessa variavel, obtendo-se o preditor aditivo

n=g()=a+ F(X)+..+ 1(X,). (3.7)

A classe de modelos assim obtida € denominada Modelos Aditivos Generalizados e pode
ser vista como uma generalizagdao dos MLG's.
O preditor (3.7) corresponde a um modelo totalmente ndo paramétrico. Porém,

também fazem parte dos MAG's os modelos semiparamétricos, cujo preditor combina
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formas paramétricas de algumas das r varidveis preditoras com termos nao

paramétricos das outras (d —r) varidveis. Nestes casos o preditor pode ser escrito

como
N=G() =+ BX, +ot BX, + F(X )+t £(X,). (3.8)

Considerando n observagdes (X,,X,,...,X,,Y) do modelo Poisson

semiparamétrico

Y ~ Poissorfu,)

I =1,...,n, o preditor /7 assume a forma

0 =log) =@+ BX, +.t BX, + F(X) +.t F(X,). (3.9)

A estimacdo dos MAG's e testes de hipdteses sobre os componentes do modelo
foram desenvolvidos em analogia a procedimentos utilizados com esses objetivos nos

MLG’s, modificando-os de forma que as fungbes f em (3.7) sejam estimadas por meio

da utilizacao de suavizadores.

O processo de ajuste dos MAG’s baseia-se na combinagao de dois procedimentos
iterativos: o procedimento de ponderacao local — PPL — (/ocal scoring) e o retroajuste
(backfitting).

O PPL é um procedimento similar ao procedimento MQIR utilizado no ajuste dos
MLG's e corresponde a um ciclo externo no processo e estimacdo necessario para o
ajuste de um modelo com estrutura semelhante a um MLG; o retroajuste, um ciclo

interno ao PPL, é o algoritmo responsavel pela estimagdo de cada funcao f por meio

da utilizacao de suavizadores ponderados.
3.2.1 Ajuste dos modelos ndao paramétricos

O ajuste de um MAG pode ser efetuado nas trés etapas do algoritmo PPL
esquematizado a seguir. O passo 2 é o retroajuste. Sejam a‘™ o valor estimado de &

e f™ aestimativa de f, j=1...d, no passo m do procedimento iterativo, com

m =0 denotando o passo inicial.
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n
P i 0
Dados valores iniciais para a® = Q(ZLJ e f7=...=12=0, os valores da

i=1

™ e dos pesos W™ sdo calculados da mesma forma que em

variavel modificada z

d
(3.4) e (3.5), porém, neste caso, 7\ =a™" +) "X, . O algoritmo consiste em
i=1

iterar as seguintes etapas para m=12,...

Passo 1 — Para | =1,...,n calcular a variavel resposta modificada e os pesos:

(m) (m)
z" ="+ (Y, - )[ayj (3.10)

w™ = [ J V™) (3.11)
on,

d
onde 7™ =a™ + 3 f"x, ™ =97 (") e V" = (g_gj
i1 i

Passo 2 — Os valores f™,...,f!™ sdo obtidos com o uso do algoritmo de

retroajuste:

Inicializa-se a™ com a média amostral da varidvel modificada no passo m,
(m)

a™ =z™ —z 4 e f°=1"Y, j=1..d ecalcula-se
n
() — gm - (m)
f i S M 7 (3.12)

até que |[f) - |E&, para um valor £>0 pré-estabelecido. Em (3.12),

m 4 ’ P
[y = (Nt -l ) € 0 vetor de residuos parciais com elementos dados por

j-
I’ij(m) = Zi(m) - z(m) Z fk((r\?)) ()(Ik) - Z fk((r\]:zl) (x.k) ’

k=1 k=j+1
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para v=12,.., e S™, de dimensdo nxn, é a matriz suavizadora ponderada relativa
a j-ésima covariavel. No caso do suavizador /oess, a i-ésima linha de Sfm) corresponde
a i-ésima linha da matriz suavizadora ponderada S™ = X(X'A X)™X'A , onde
X=@ X)), 1 ¢é wum vetor (nx1l) de valores unitdrios, e
A =diagonal{u, W™ ,...u, W™} com u, . e W™ definidos, respectivamente, em

(2.19) e (3.11).

Passo 3 — Os passos 2 e 3 sdo repetidos até que

d

I = 1
: (m-1)
A

<0,

para um valor & >0 pré-estabelecido.
O algoritmo de retroajuste corresponde ao método de Gauss-Seidel para resolver

o sistema de equacoes lineares:

B (m) (m) M £ mT [ Qm(m]
I §” §" - §"|f 3"z
(m) (m) (m) (m) (m) —(m)
S o1 sm ... gmfm| 1Smg
: . .. : . |= P (3.13)
i Sd Sém) Sém) | __fd(m)_ _Sém) Z(m)_

O retroajuste € um método eficiente para resolvé-lo, principalmente quando o
numero de parametros é grande. MotivacOes para a utilizacdo dessas equacdes na
obtencdo de f,™,...,f™ podem ser encontradas em Hastie e Tibshirani (1990).

Se a variavel resposta segue uma distribuicdo Normal, a funcdo de ligacdo é a
identidade, entdo Z =Y, W =1 e o procedimento MQIR é substituido por um método

direto, ou seja, apenas o ciclo interno, correspondente ao retroajuste, € necessario. No

caso de um MAG com apenas uma funcao ndo especificada, isto ¢, d =1 em (3.7), o
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algoritmo de retroajuste ndo é necessario, pois f‘™ pode ser obtido diretamente com
a utilizagdo de um alisador ponderado aplicado aos residuos aplicado aos residuos
™ =2z" -2z™ em fungdo de x, i =1,....n com matriz de pesos W™,

Embora o retroajuste seja um algoritmo eficiente para resolver (3.13), pelo

menos conceitualmente, a solugdo direta pode ser utilizada. Estimativas para f.,...,f,

podem ser obtidas pela relacao

f =M"Cz
com
£, | 1S s - §] EX
e | . M:SZI S, S| _o_|S
£, | 'S, S, S, | | 'S, |

se a inversa de M existe.

Em particular, escrevendo

R=EM™C, j=1..d,

onde E, denota uma matriz de dimensdo (nxnd) composta por d “blocos” de

dimensao (Nxn), com todos os blocos nulos a excecdo do j-ésimo, que é uma matriz

identidade de tal maneira que

—h>
1

A

N

Seja f =1f +...+ f, entdo

f=R12+...+ R,z=Rz,
23



~

onde R, =R +...+ R, é a matriz suavizadora ponderada que produz f a partir de

Z.
Para modelos que envolvem apenas duas matrizes suavizadoras em seu ajuste,

d =2, Hastie e Tibshirani (1990) fornecem expressdes mais simples para R e R;:

R=1-(1-88)7(-9)
(3.14)

R=1-(1-55)7(1-S).
Nesta caso,
Ro=(R+R)=1-(1-S)(I-SS8)7(I -S).

Expressdes recursivas para modelos envolvendo mais de dois suavizadores foram

deduzidas por Opsomer (2000). O custo computacional para obter R, j=1...d, a

partir destas expressoes €, entretanto, elevado.

O algoritmo do retroajuste é mais eficiente do ponto de vista computacional, mas

a solucao direta pode ser utilizada como uma alternativa para obter expressoes para fj

e /] que tornem mais simples o estudo de suas propriedades estatisticas.

A convergéncia do procedimento de ajuste dos MAG's esta condicionada a
convergéncia do retroajuste, uma vez que o PPL ndo apresenta, em geral, problemas
dessa ordem (Hastie e Tibshirani, 1990). Resultados sobre a convergéncia desse

procedimento podem ser encontrados em Buja et a/.. (1989) e Opsomer (2000).

3.2.2 Ajuste dos modelos semiparamétricos

Considere o modelo semiparamétrico
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Q) =n=a+BX, + .t BX, + T (X )+t F(X).  (3.15)

Os parametros a, S,,...,[3. e as fungdes f . ,...,f, podem ser estimados através

do PPL e do retroajuste. Dado os valores iniciais B“=(a®,B?,...87) e

f (0)

r+1 0t

£ 2 estimativas para B e f,,...,f, sdo obtidas resolvendo-se, iterativamente,

r+10°"

as seguintes equacoes

d
£ :(X'W‘m’X)‘1X'W(m)(Z(m) =) fj(m)j (3.16)

j=r+1

d
fj(m) ZSJ»(m) AR X,B(m) - Z fi(m) ’ J =r+1...d (3.17)

i=r+1
i#]

onde X =(X,,....X,) é a matriz de especificagdo correspondente aos termos

paramétricos do modelo com Xj, j=1,....r, denotando o vetor dos valores

observados da j-ésima covariavel eSj(m), j=r+1..d, a matriz suavizadora

ponderada relativa a j-ésima covariavel no m-ésimo passo do procedimento iterativo
PPL. Apds obter as estimativas B™ e f™, j=r +1,....d, pelo retroajuste, valores de

(m+1) (m+1)

n™, y™, 2™ e W™ s3o calculados pelo PPL e o processo é repetido até a

convergéncia.
Quando existe apenas uma fungdo ndo especificada, isto €, d =r +1 em (3.8)

as expressoes (3.16) e (3.17) se reduzem a

L™ = (XW™ X)X W (Z(m) _ f(m)) (3.18)

fm=gm(zm - xa™), (3.19)

Substituindo-se (3.19) em (3.18) obtém-se
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BT =[XW™ (I = S™YX]EX W™ (I = S™ )z (3.20)
e dessa forma o retroajuste pode ser evitado. Apds a obten¢do de uma estimativa B™
segundo (3.20), uma estimativa f ™ é calculada segundo (3.19). Por intermédio do

(m+1) (m+1)
’

PPL estimam-se novos valores 77 , 2™ e W™ e o processo é repetido até

Y7
a convergéncia.

Um fato pouco evidenciado na literatura é que, em geral, os estimadores dos
modelos semiparamétricos nao sdo identificdveis quando incluem o intercepto

(Opsomer e Ruppert, 1999). Neste caso, quando a soma dos elementos das linhas de

S ¢é igual a 1, o que acontece no caso /loess, X'W™ (I -S™)X e
XW™ (1 - (”,;))X sao singulares e uma solucao simples para esse problema é

substituir as matrizes S™ por matrizes centradas, da forma (I —11'/n)S™; este

A~

procedimento faz com que a média de f seja igual a zero em cada passo e o modelo

torne-se identificavel.
3.2.3 Funcao desvio

Nos MLG's o desvio para o modelo ajustado 2, D(Yy; /i) e o desvio parcial para
dois modelos ajustados [, e fi,, D(f,;[,), sdo quantidades bem conhecidas,

utilizadas, respectivamente, para avaliar a qualidade do ajuste e comparar dois modelos

ajustados. Sem perda de generalidade, pode-se escrever D(y;/7) como sendo o desvio
para 0 modelo ajustado, uma vez que [ esta relacionado com /7 por meio da fungdo

de ligacdo g(u) =17.
No caso dos MAG's, o desvio também pode ser usado como uma medida de

ajuste e a comparacao entre modelos. No modelo Poisson, o desvio é dado por
D(yrﬂ) = 22(y| |Og(y| //a.) _(yi _[Ii) .
i=1

Embora as distribuicdes assintdticas dessas estatisticas nao tenham sido

determinadas, Hastie e Tibshirani (1990) mostram, por simulagdes, que a distribuicao
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X’ é uma boa aproximacdo. Uma medida aproximada para os graus de liberdade de

D(y;77) é dada por
=n-1-3[tr(s) 1. (3.21)

3.2.4 Selecao do parametro de suavizacao

Um possivel critério para selecionar parametros de suavizacao em um MAG com

p termos ndo paramétricos € baseado na estatistica VC

1 n
EZ (Y f)- (3.22)

A idéia é minimizar esta quantidade sob A,,...,A,, os parametros de suavizagdo para

cada curva ajustada; no entanto o custo computacional € muito grande ja que sao
necessarias N aplicacdes completas do procedimento PPL para cada valor pré-fixado
dos parametros de suavizagao.

Uma opcao para a selecao destes parametros é baseado na estatistica
1o N 2
AIC==>'D(y; @) +=tr(R)@ (3.23)
ni=a n

inspirada no critério de informacao de Akaike (ver Hastie e Tibshirani, 1990 e
Hastie, 1992), valores pequenos desta estatistica indicam um bom ajuste do modelo. O

valor @, definido como parédmetro de dispersdao na equacao (3.1), esta associado a
distribuicdo de Y : se a variavel resposta tem distribuicio Normal, com varidncia o?,
@ =:I/ 0?; se a varidvel resposta tem distribuicdo Poisson, @ =1 (veja resultados para

outras distribuicbes em Paula, 2000). Embora muito empregada na pratica, ndo existem

resultados teoricos sobre a adequagao de sua utilizacdo como um critério para selecao

27



do parametro de suavizacao. O ganho computacional é dado pelo fato de que a

estatistica AIC requer somente uma aplicagdo do PPL para cada valor A,,...,A,.
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4. MODELOS AUTO-REGRESSIVOS GENERALIZADOS

Introduzido por Davis et al. (1999), o GLARMA — autoregressive moving average
generalized linear models — é um modelo utilizado em estudos de séries temporais
sendo capaz de capturar uma gama de estruturas de dependéncia nas observacoes.
Neste capitulo o GLARMA é estendido para uma classe de modelos auto-regressivos
aditivos generalizados para séries de contagem cuja distribuicdao condicional dada as

observacdes passadas e variaveis explicativas segue uma distribuicao de Poisson.

4.1 Modelos Poisson auto-regressivo média movel linear generalizados

(Poisson-GLARMA)

A classe GLARMA é uma classe de modelos que estende o processo ARMA (auto-
regressivo médias mdveis) Gausssiano de séries temporais para um modelo mais
flexivel para séries de contagem ndo-Gaussianas. A variavel dependente é suposta ter
uma distribuicao condicional na familia exponencial dado todo o passado do processo.

Para introduzir o modelo Poisson-GLARMA, assuma que a observagao Y dado o
passado histdrico F_ tem distribuigdo Poisson com média /.,

Y |F_, ~ Poissorfy,), i =1,...n.
A fungao de ligagao 77 segue a forma

n=loglu)=a+ B X, +..+ B, X, +T, (4.1)

onde T, responsavel pela estrutura de correlagéio de Y;, é dado por T, => " 77§, , e

& assume a forma dos residuos de Pearson
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£ = M (4.2)

A estrutura média mdvel infinita de T. pode ser especificada em termos de um
numero finito de parametros. Uma forma de parametrizar os pesos médias moveis 71, €

e expressa-los como coeficientes de um filtro auto-regressivo médias mdveis (Box e
Jenkins, 1976)

_> i 9(B)
B)=7B =22 -
nB) =27 AB)

1

onde
#B)=1-¢pB' -¢,B* -...—¢ B’
6(B) =1+6B' +6,B* +...+6 B"

sao os polinbmio auto-regressivo e polindmio média moével com todas raizes fora do

circulo unitario. Dessa forma T, pode ser expresso por
P q
T=Q@T )+e+2 08¢, . (4.3)
j=1 j=1

A estimagdo dos parametros do GLARMA, ¢ =([',¢')', onde & =(¢',8')', é feita
conjuntamente através da funcao de verossimilhanca, maximizada pelo método
numérico Newton-Raphson (Davis et a/., 2003).

Considere ¢ a densidade Poisson condicional de Y dado F_ e defina

L (¢) =log?(y, | F_) . A log-verossimilhanga pode ser escrita como

>L©)

que, ignorando termos que ndo envolvem os parametros, se torna
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L(@#) =2 (¥, () - " ) (44)
onde

l0g(u) =1, (B) =a+ B, X, ..+ B X, + 27 (&) €, (9)

& (@)=Y~ )/Ju -

Para facilitar a compreensao dos calculos, a dependéncia de & em ¢ foi

desconsiderada. A primeira e a segunda derivadas de L sao dadas pelas expressoes
(4.5) e (4.6)

%: y - %: y %
0p =~ 2 M) G, ;aﬁw (4.5)
0°L _&f ., \0n _ 0non
a¢a¢"§[“ “ops H g a¢'} o
_< o’rn, _ . 01,01
g{gﬁaw aFy a¢'}'

Maiores detalhes sobre expressOes Uuteis no cdlculo dessas derivadas e
resultados assintdticos das estimativas dos parametros podem ser encontrados em
Davis et al. (2003).

Para inicializar o método recursivo de Newton Raphson na maximizacao

numérica da log-verossimilhanga L. (@), Davis et al. (2003) sugerem que os valores

obtidos das estimativas do GLARMA sem os termos auto-regressivos média moveis
sejam utilizados como valores iniciais. A convergéncia, na maioria dos casos, ocorre

apos 10 iteracdes. A matriz de covariancia dos estimadores é estimada por
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& _(61(@)] | .
0¢0¢'

Maiores detalhes sobre as condicoes de estacionaridade, propriedades,
estimacdo e inferéncia dos modelos GLARMA podem ser vistos em Benjamin et al.
(2003) e Drescher (2005).

4.2 Modelos Poisson auto-regressivos aditivos generalizados

(Poisson MAG-AR)

Considere que Y, dado o passado histérico F_, tem distribuicdo Poisson com
média 4 como na Segao 4.1. Utilizando a construgdgo MAG semiparamétrico e

adicionando uma estrutura de correlacao entre os dados proposta no modelo GLARMA,

a equacao (4.1) pode ser reescrita como

7 =10G() =@ + BX, + .t BXy + T (X)) +ot F(X) +T, (48)

com T sendo um processo auto-regressivo de ordem p, AR(p),

p
T=(aT ) v e,
]:

& definidoem (4.2) e i =1,....n.

Muitos pesquisadores vém utilizando o MAG na modelagem de séries temporais
ignorando a dependéncia entre as observagdes. O modelo MAG-AR além de contar com
a vantagem que o MAG oferece em eliminar a necessidade de especificar uma forma
paramétrica para a associacdao de algumas covariaveis com a variavel dependente ainda
é capaz de capturar estruturas de correlagao entre os dados.

A estimacao do MAG-AR foi desenvolvida em analogia aos procedimentos de

estimacao do GLARMA, descritos na Secao 4.1, modificando-os de forma que as
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funcoes f em (4.8) sejam estimadas por meio da utilizagdo de suavizadores como nos

procedimentos de estimacao dos MAG'’s, descritos na Secao 3.2.1.
Para verificar se o procedimento proposto realmente funciona em processos que
exibem uma estrutura auto-regressiva, um exercicio de simulagdao simples foi

implementado para T seguindo um processo AR(1). Assim, foram geradas uma

variavel resposta Y seguindo um processo de Poisson e duas séries temporais como

variaveis explicativas, X, — relacionada linearmente com a variavel resposta — e X, —
que apresenta uma relagdo nao-linear com Y. A Variavel X, é um modelo auto-
regressivo (AR) de ordem 1 da forma X, =04X, +e, e~N(O]) e
X, =cos@r 12)+v,, v ~N (0,001, i =1,...10C. Considere Y, gerado a partir de
uma Poisson com média 4, =exp{a + B X, + X, + T}, com a fixado em 0,01, [,
fixado em 0,08 e T um AR de ordem 1 com ¢ =0,6. Os dados simulados foram

ajustados através do MAG semiparamétrico, ignorando a correlacdao existente nas
observacoes, e também através do MAG-AR(1), com o objetivo de se comparar as duas

modelagens.

A Figura 4.1 apresenta a série Y. gerada com a estrutura descrita acima, assim

Série Resposta Residuos

15
|

10
1
Residuos

T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Tempo Tempo

Series Residuos Series Residuos

02 03

ACF

Partial ACF

-0.2 0.0 02 04 06 0.8 10

0.2 -01 00 01

Figura 4.1 — Avaliagdo residual da série Y modelada via MAG
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como graficos de residuos obtidos através do ajuste de um MAG a esta série. Dos

graficos de autocorrelacao (ACF) e autocorrelacdo parcial (partia/ ACF) é clara a

presenca de um AR(1) nos residuos, estrutura nao capturada pelo modelo.

Para corrigir este problema, os dados s3ao entdo ajustados através do MAG-AR(1)

— os graficos de residuos sao apresentados na Figura 4.2. Quando a nova modelagem é

aplicada, a estrutura auto-regressiva € “captada” pelo modelo e os residuos se tornam

um ruido branco, logo parece que o modelo proposto é capaz de incorporar a estrutura

auto-regressiva, fazendo com que se obtenha um melhor ajuste para as séries

envolvidas.

ACF

-0.2 0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Série Resposta

T
]

T T T T T
20 40 60 80 100

Tempo

Series Residuos

Residuos

Partial ACF

Residuos

0 20 40 60 80 100

Tempo

Series Residuos

T T T T
5 10 15 20

Lag

Figura 4.2 — Avaliagdo residual da série Y, modelada via MAG-AR
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5. TECNICA BOOTSTRAP

Quando se deseja medir a precisdio de estimadores para os parametros
desconhecidos de uma dada distribuicao, geralmente calcula-se uma medida que
expresse a variabilidade dos mesmos. Mas se a distribuicdo exata do estimador é
desconhecida ou se o pesquisador tem acesso apenas a sua distribuicao assintotica,
este calculo pode ser complicado. Ha mais de duas décadas surgiu um procedimento
computacional — Bootstrap — uma técnica de reamostragem que pode ser utilizada para
aproximar a distribuicdo tedrica pela distribuicdo empirica de uma amostra finita de
observagoes (Efron, 1979). Porém, sendo um método numérico, a sua operacionalidade
somente se tornou viavel com o advento dos computadores.

Em séries temporais, devido ao fato das observagdes serem correlacionadas, a
aplicacao desta técnica requer varios cuidados e a reamostragem direta das
observacoes nao pode ser feita. Nestes casos pode-se aplicar o Bootstrap amostrando
os residuos diretamente de sua distribuicao (Bootstrap paramétrico) ou reamostrando
os residuos do modelo ajustado (Bootstrap nao-paramétrico).

Em MAG’'s e GLARMA’s 0 uso da técnica é ainda pouco aplicada e discutida. Em
estudo recente, Hardle et a/. (2004) mostram como o procedimento pode ser utilizado
na correcao do vicio das estimativas paramétricas e nao-paramétricas dos MAG's, em

testes de hipdtese e na construcao de bandas de confianca.
5.1 Bootstrap nas observacoes

A proposta original da técnica bootstrap é a reamostragem direta, com
reposicao, das observacoes. Para ilustrar a técnica na modelagem aditiva generalizada,

considere Y,, X, ,...X,, 1 =1....n, vetores de dados independentes. Considere ainda

que Y tenha distribuicao Poisson e que sua média possa ser modelada por um MAG

semiparamétrico através da relagao

o[E(Y [ X)]=g(p) =log(u) =a + [ X, +..+ BX; + T(X )+t T(Xy),
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I =1,...n. (5.1)

A técnica bootstrap consiste em reamostrar os pontos (Y, X, ,...,X, ), COM reposicdo,

obtendo vetores bootstrap Y, X, ,..., X, .

5.2 Bootstrap nao paramétrico nos residuos

Com o objetivo de ndo reamostrar diretamente uma série temporal devido a ndo
independéncia das observacdes, uma das alternativas € reamostrar os residuos
utilizando o método bootstrap (Efron e Tibshirani, 1993): inicialmente ajusta-se um
modelo aos dados e reamostra-se os residuos (que devem ser independentes e
identicamente distribuidos).

A abordagem ndo-paramétrica € assim classificada por nao utilizar nenhuma
suposicdao quanto a distribuicao dos residuos ao reamostra-los; neste caso usa-se uma
distribuicao empirica. Os procedimentos bootstrap nao-paramétrico para o MAG e para
0 MAG-AR utilizando a distribuicao de Poisson sao descritas a seguir.

Seja Y, i=1...n, um vetor de observagbes independentes com distribuigao

Poisson e esperanca modelada por um MAG,

GIEV [ XN=9(w) =log)=a+ L X, +..+ [X, + T (X)) +..+ T(X,)

i=1...n (5.2)

onde X,,...,X, sao covariaveis também independentes.
Apos estimar os parametros [’s e as fungOes arbitrarias f’s os residuos de

Pearson podem ser obtidos através da expressao

-, 1=, (5.3)
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onde [z =exp{@+Bx, +..+ Bx +f(x . )+..+ f(x,)}. Em sequida reamostra-

(r+1)i
se, com reposigao, & atribuindo-se a cada um uma massa de probabilidade igual a
1/n. Dessa forma obtém-se os residuos bootstrap &, . A partir dai, conforme expressdo

(5.4), constroi-se, recursivamente, a série bootstrap Y,

Y =gy +i ,i=1..n, (5.4)

Considerando Y., X;,...Xy4, 1=1...n, séries temporais com distribuigao

Poisson e esperanca modelada por um MAG-AR,

olE(Y | X)]=g(u) =log(u ) =a+ BX, +..+ BX, + F(X )+t T(X;)+T,
i=1....n (5.5)

e 0S residuos de Pearson definidos como em (5.3) com
f=exp{d + Bx; +..+ Bx + F(X,y) ...+ T(X;)+T}  reamostra-se, com
reposi¢do, &, cada um com a mesma massa de probabilidade, obtendo os residuos

bootstrap € do MAG-AR. A série bootstrap Y, é construida recursivamente da mesma

forma que em (5.4).
5.3 Bootstrap condicional

O bootstrap condicional, sugerido por Figueiras et a/. (2005), € um método que

considera dados do tipo (X,V.), i =1....n ou, de forma mais geral, (Y,,X;,X,---),
assumindo que a distribuicdo de Y, é conhecida e que seus valores sdo condicionais aos
valores (X,,X,,...). Os vetores das varidveis Y e X, ] =1....d, podem ser dados

correlacionados ou nao.
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Para ilustrar a técnica na modelagem MAG, suponha que Y ~ Poisson com

esperanca M e considere X,,...,X, relacionadas a Y pela expressao

QL =expld+ Bx, +..+ Bx + f(x(rﬂ)i) +o+ (X))

A técnica bootstrap condicional consiste em gerar um y , Y com distribuigdo
Poisson de média 1 =exp{d + Bx, +..+ Bx + f(x(rﬂ)i) +..+ f(x,)}, para cada
ponto (X, ,...,X, ). O vetor Y, é a série bootstrap.

Considerando X,,...,X,, séries temporais, relacionadas a série Y ~ Poisson

pela expressdo [ =exp{d + Bx, +...+ Bx + f(x(rﬂ)i) +..+ f(xdi) +T} a técnica

segue a mesma forma.
5.4 Intervalos de confianca bootstrap

Existem varios métodos para calcular intervalos de confianca para um
parametro, mas devido a algumas restricbes tal como a imprecisdo causada por
aproximacoes feitas através da distribuicdo assintética, Efron & Tibshirani (1986)
propuseram métodos que fazem uso da técnica bootstrap na construcdo destes
intervalos. Neste capitulo sdo apresentadas duas técnicas bootstrap de construcao de
intervalos — bootstrap percentilico e bootstrap com correcao do vicio — utilizadas na
inferéncia da parte linear dos modelos MAG e MAG-AR.

5.4.1 Intervalos de confianca bootstrap percentilico

O intervalo percentilico (1— )% para o parametro [ é definido pela expressao

(,é(*y,g) : ,3(*1_”2)) (5.5)

onde, por definicdo, ,é(*a) é o (10C[a)-ésimo percentil empirico da distribuicao
bootstrap (Efron e Tibshirani, 1993). Na pratica, se sao geradas B amostras bootstrap
independentes, X*,X7,....X'%, e estima-se [ para cada uma delas tem-se que ,é(*y,z)
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é o B(y/?2)° valor ordenado das replicagdes ,@ ; @ mesma interpretacao é dada para

ﬁ(*l—yIZ) -
5.4.2 Intervalos de confianca bootstrap com correcao do vicio

Um dos principais objetivos da teoria bootstrap é produzir intervalos de confianga
que realmente fornecem coberturas probabilisticas confidveis para o parametro de
interesse. O método bootstrap com correcao do vicio, apesar de ser um método mais
complicado de se definir, é tao simples de ser usado quanto o método percentilico.
Além disso, os intervalos de confianca corregao do vicio levam em consideracao o vicio
do parametro estimado (Efron, 1982).

Os limites do intervalo de confianga corregao do vicio sao encontrados através de

percentis empiricos da distribuicdo bootstrap, mas ndo sdo necessariamente y/2 e
1-y/2 tal como no método percentilico. Os percentis usados para o calculo dos

limites inferiores e superiores dos intervalos de confianga corre¢do do vicio dependem

do numero k, chamado Bias-corrected, ou corretor do vicio, que é definido pela

expressao

em que | é uma fungdo indicadora que recebe valor 1 se (B < /3) e valor 0 caso
contrario; B é o numero de amostras bootstrap independentes; [ é a estimativa do

parametro para os dados observados; ,@ é a estimativa do parametro para cada uma
amostra bootstrap e ®(l) € a fungao de distribuicdo da Normal padronizada.

Os limites do intervalo bootstrap com correcao do vicio sao dados por

(ﬁ(Dl)’ﬂ(Dz))
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sendo p, = CD(Zk0 + ZVJ ep,= CD(ZkO +Z yj —em que z € o (100[x)-ésimo ponto
z 1-Z
2 2

percentil da distribuicao Normal padronizada — e ,@’(*pl) igual ao B( pl)Q valor ordenado

das replicacBes 3 .
Caso a distribuicao do estimador ,@a seja simétrica, tem-se que k, =0,
p,=yl2 e p,=1-)y/2. Logo, nesta situagdo o intervalo de confianca obtido é o

intervalo percentilico.
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6. ANALISE DOS DADOS SIMULADOS

O desempenho da classe semiparamétrica dos MAG's no ajuste de dados
independentes e no ajuste de séries temporais bem como a performance dos MAG-AR's
no ajuste de séries temporais foi averiguada segundo a estimacao do parametro linear

B,, via simulagdo de dados com varidvel resposta inteira e ndo negativa modelada pela

distribuicao Poisson

Y, ~ poissorfu,).

Para isto, foram consideradas duas covariaveis, sendo a primeira, X,,

relacionada linearmente com a variavel resposta e a segunda, X,, relacionada a Y de

uma forma nao linear através de uma fungdo desconhecida. Dessa forma, a média da
variavel Y — vetor de dados independentes ou de séries temporais — quando modelada

por um MAG é expressa pela relacao

n =log(u)=a+ B X, +f(X,), 1=1..n. (6.1)

Considerando que a média da variavel Y — agora uma série temporal — seja modelada

por um MAG-AR o preditor aditivo assume a forma

7= (1) =logu) =a +BX, + £(X,)+T, i=L.n (62)

onde T, € um AR de ordem 1 da forma, T. = ¢TI, +¢&..

As estatisticas que viabilizaram a comparacao das performances do MAG, do
MAG-AR e dos procedimentos bootstrap foram o vicio e o erro quadratico médio (EQM)
das estimativas. Os intervalos de confianca foram comparados via tamanho e
probabilidade de cobertura — expressa pela razdo entre o nimero de intervalos que
contem o valor verdadeiro do parametro e o numero total de intervalos construidos —

com o nivel nominal fixado em 95%, isto €, y =0,05. Para fins de comparagao o
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intervalo assintdtico também foi construido, utilizando-se a distribuicao assintética
normal para o estimador de [,.

Dois valores foram definidos para n: 100 e 500. Para cada um deles, o nimero
de simulacdes Monte Carlo (MC) e de replicacdes bootstrap foi fixado em 500. A técnica
loess de suavizacdo foi utilizada na estimacdao de f; o valor do parametro de
suavizacao foi escolhido com base na estatistica AIC dado os valores pré-fixados 0,5;
0,6; 0,7e0,8.

Os dados foram simulados e modelados através da linguagem de programacao

do software R; os algoritmos da modelagem MAG ja estao implementados no software.
6.1 Resultados das simulacoes de dados independentes

O vetor resposta Y, i =1,....n, foi gerado a partir de uma Poisson com média

ﬂi =exp{a+ﬂlxll +X2i +Ti}’

onde a e [, foram fixados, respectivamente, em 0,08 e 0,02. A covaridvel X, foi
gerada a partir da distribuicdo Normal com média 3 e variancia 4 e a variavel X,

gerada a partir da equagdo X, =0.001x(a+a’), com a sendo uma variavel
aleatdria de distribuicdo N(1G,4). O ruido 7,7 ~ Norma(0,1), foi incluido no modelo
para introduzir aleatoriedade no calculo de Y.

As Tabelas 1 e 2 mostram os resultados sobre a estimacao pontual e intervalar,
respectivamente, do parametro [, obtidos através da modelagem MAG. Da Tabela 1,
nota-se que a média das estimativas pontuais obtidas no Monte Carlo (MC)
superestimaram o verdadeiro valor do parametro e, apesar do vicio ser praticamente o
mesmo tanto para as simulacdes de tamanho 100 quanto para as simulacdes de
tamanho 500, os valores do EQM neste Ultimo cendrio tém uma ordem de grandeza
menor (da ordem de 10~ para N=10C e 10™° para n =50C.

Os resultados do procedimento bootstrap, estdo bem proximos a média das
estimativas obtidas no MC, sendo que o melhor desempenho corresponde ao bootstrap

nas observagdes. O bootstrap nos residuos apresenta um EQM muito maior que os
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outros dois tipos do bootstrap, do que se pode concluir que, se os dados sao
independentes, o melhor é utilizar o bootstrap direto nas observacbes, pois como o
bootstrap nos residuos é dependente do modelo ajustado, ele pode carregar o vicio das

estimativas calculadas para os parametros.

Tabela 1. Médias das estimativas, médias de vicio e EQM na estimagdo de S, no MAG para dados

independentes
Bootstrapnas Bootstrap Bootstrapnos
n MC ~ e .
observacoes condicional residuos
100 0,0217 0,0211 0,0220 0,0219
0,0017 0,0011 0,0020 0,0019
(5,81e-04) (5,94e-04) (5,87e-04) (7,70e-04)
500 0,0216 0,0218 0,0219 0,0219
0,0016 0,0018 0,0019 0,0019
(3,45e-05) (3,82e-05) (3,95e-05) (5,10e-05)

Nota: valores em negrito séo as médias de vicloramentre parénteses sédo os EQM’s.

Da Tabela 2, pode-se concluir que os intervalos de confianca apresentam, em
geral, probabilidade de cobertura bastante préxima ao valor nominal (0,95) e que os
intervalos bootstrap com correcao do vicio tém melhor desempenho se comparados aos
intervalos bootstrap percentilico, com a Unica excegao para o procedimento bootstrap
nas observagGes. Em geral, os intervalos de confianca construidos através da técnica
bootstrap apresentam-se mais proximos a 0,95 que o intervalo assintético, tanto para
n =10C quanto para n =50C.

Tabela 2. Intervalos de confianga para £, no MAG para dados independentes

n  Assintético Bootstrapnas observacbes  Bootstrapcondicional Bootstrapnos residuos
Percentilico BC Percentilico BC Percentilico BC
100 0,928 0,946 0,938 0,936 0,938 0,928 0,948
(0,090) (0,095) (0,094) (0,091) (0,091) (0,099) ,000)
500 0,932 0,944 0,942 0,940 0,942 0,934 0,950
(0,094) (0,097) (0,094) (0,095) (0,091) (0,107) ,100)

Nota: valores em negrito sédo as probabilidades abertura, valores entre parénteses sdo as ampglitioe
intervalos.

6.2 Resultados das simulacoes de séries temporais

Para os dados que representam séries temporais, a variavel resposta Y,

| =1,...,n, foi gerada a partir de uma Poisson com média
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L =exp{a + Bx; +x, +T}, (6.3)

onde a foi fixado em 0,08 e B em 0,02. A covaridvel X, é um modelo auto-
regressivo da forma X, =04X _,+e, e~N(@1), X,=cos@rn/12)+v,
V.~ N (0,001) e Z um modelo auto-regressivo de ordem 1, T. =¢T_ +&, com
¢=04 e 0,6 e & definido em (4.2). O procedimento bootstrap nas observagoes,

conforme justificado no Capitulo 5, ndo é realizado para as séries temporais simuladas.

Nesta segdo, o objetivo é avaliar as estimativas do parametro linear [, quando

os dados sao modelados através do MAG, ignorando a dependéncia entre as
observacbes das séries temporais, e compara-las com as estimativas encontradas na
modelagem MAG-AR, classe capaz de capturar estruturas de dependéncia entre os
dados.

As Tabelas 3 e 4 apresentam as estimativas pontuais das séries temporais
geradas, a primeira para o0 MAG e a segunda para o MAG-AR(1). Ao contrario das
estimativas apresentadas na Secao 6.1 de dados independentes, todas as estimativas

apresentadas nas Tabelas 3 e 4 subestimaram o verdadeiro valor do parametro linear,

B

Tabela 3. Médias das estimativas, médias de vicio e EQM na estimagdo de B, no MAG para séries

temporais
n ¢ MC Bootstrapcondicional Bootstrapnos residuos
100 0,4 -0,0043 -0,0043 -0,0028
-0,0243 -0,0243 -0,0228
(2,97e-02) (2,97e-02) (2,75e-02)
0,6 0,0013 0,0015 0,0014
-0,0187 -0,0185 -0,0186
(3,93e-02) (3,93e-02) (3,47e-02)
500 0,4 -0,0031 -0,0033 -0,0063
-0,0231 -0,0233 -0,0263
(2,32e-02) (2,32e-02) (1,95e-02)
0,6 0,0023 0,0024 0,0023
-0,0177 -0,0176 -0,0177
(3,44e-02) (3,45e-02) (2,77e-02)

Nota: valores em negrito séo as médias de vicloramentre parénteses sédo os EQM’s.

Comparando o ajuste das séries de contagem utilizando o MAG e o MAG-AR(1)

pode-se verificar que as estimativas apresentam maior vicio e EQM para o MAG (Tabela
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3) que para o MAG-AR(1) (Tabela 4), evidenciando a necessidade de se utilizar este
ultimo modelo para dados de séries temporais. Das Tabelas 3 e 4 verifica-se também
gque sao mais viciadas e possuem EQM'’s maiores os resultados dos dados gerados com
¢ igual a 0,4. Novamente, o desempenho dos procedimentos bootstrap é muito
semelhante ao do MC. Neste caso, percebe-se que o EQM das estimativas utilizando o
bootstrap nos resultados é ligeiramente menor que a do bootstrap condicional, com o
vicio das estimativas para o modelo MAG-AR(1) também menor para o bootstrap nos

residuos.

Tabela 4. Médias das estimativas, médias de vicio e EQM na estimagdo de B, no MAG-AR(1) para
séries temporais

n ¢ MC Bootstrapcondicional Bootstrapnos residuos
100 0,4 0,0169 0,0165 0,017
-0,0031 -0,0035 -0,0030
(7,80e-03) (7,86e-03) (7,78e-03)
0,6 0,0179 0,0174 0,0176
-0,0021 -0,0026 -0,0024
(3,66e-03) (3,91e-03) (3,47e-03)
500 0,4 0,0178 0,0177 0,0181
-0,0022 -0,0023 -0,0019
(7,44e-03) (7,54e-03) (7,25e-03)
0,6 0,0186 0,0186 0,0189
-0,0014 -0,0014 -0,0011
(2,14e-03) (2,32e-03) (1,93e-03)

Nota: valores em negrito séo as médias de vicloramentre parénteses sédo os EQM’s.

Na Tabela 5 estdo os resultados das estimacoes intervalares do parametro linear

B, das séries temporais de contagem modeladas através do MAG e na Tabela 6 os

resultados das séries com ajuste MAG-AR. Em todos os casos nota-se que a cobertura
dos intervalos estd mais proxima ao nivel de 95% no modelo MAG-AR(1), com
intervalos praticamente do mesmo tamanho.

Comparando os procedimentos bootstrap, o bootstrap nos residuos apresenta
melhor desempenho quanto a cobertura, apesar da amplitude dos mesmos ser um
pouco maior. Os intervalos BC apresentam-se levemente superiores ao percentilico,
mas ambos tém melhor desempenho se comparados ao intervalo assintético. Nestes

casos, os resultados foram melhores para ¢ = 0,4.
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Tabela 5. Estimagdo intervalar do parametro S, e comparagao dos procedimentos MC e bootstrap's —
Séries temporais modeladas através do MAG

o Bootstrapcondicional Bootstrapnos residuos
: ¢ Assintotico Percentilico BC Percentilico BC
100 0,4 0,870 0,884 0,886 0,922 0,924
(0,115) (0,118) (0,118) (0,132) (0,133)
0,6 0,866 0,880 0,882 0,914 0,916
(0,113) (0,114) (0,116) (0,134) (0,134)
500 0,4 0,874 0,906 0,908 0,930 0,936
(0,117) (0,121) (0,122) (0,138) (0,138)
0,6 0,872 0,888 0,888 0,926 0,926
(0,117) (0,119) (0,119) (0,136) (0,137)

Nota: Valores em negrito sdo as probabilidades aleertura, valores entre parénteses sdo as amglitloe
intervalos

Tabela 6. Estimagdo intervalar do parametro S, e comparagao dos procedimentos MC e bootstrap's —
Séries temporais modeladas através do MAG-AR

o Bootstrapcondicional Bootstrapnos residuos
: ¢ Assintotico Percentilico BC Percentilico BC
100 0,4 0,898 0,902 0,914 0,938 0,938
(0,116) (0,118) (0,119) (0,135) (0,133)
0,6 0,884 0,888 0,902 0,938 0,940
(0,110) (0,109) (0,113) (0,134) (0,135)
500 0,4 0,901 0,922 0,926 0,942 0,940
(0,121) (0,119) (0,119) (0,137) (0,138)
0,6 0,898 0,916 0,920 0,940 0,938
(0,116) (0,118) (0,118) (0,134) (0,134)

Nota: Valores em negrito sdo as probabilidades aleertura, valores entre parénteses sdo as ampglitole
intervalos
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7. APLICACAO A SERIES REAIS

Estudos epidemioldgicos realizados em diferentes centros de pesquisa tém
detectado associacoes significativas entre morbi-mortalidade por causas respiratérias e
poluicdo atmosférica em populagdes urbanas — Schwartz (1994) e Saldiva et a/. (1995),
por exemplo. A maior parte desses estudos é do tipo ecoldgico, isto &, de base
populacional e um grupo, ao invés de um individuo, constitui a unidade de observacao
seguida ao longo do tempo. Consistem, em geral, da observacao de eventos tais como
mortalidade, admissdes hospitalares ou sintomas respiratdrios. Esse tipo de
planejamento é menos suscetivel a varidveis de confusdao individuais como fumo,
pressao arterial e fatores socio-econdmicos (Rothman et al., 1998), pois esses fatores
nao variam de dia para dia com a poluigdo atmosférica.

A cidade de Sao Paulo, o segundo maior centro urbano da América Latina, possui
um cenario apropriado para o desenvolvimento de estudos dos efeitos da poluicao
atmosférica sobre a salde de seres humanos; um dos principais motivos € a grande
oferta de transporte coletivo e uma malha vidria de uma frota de pouco mais de
6.100.000 veiculos leves em toda regidgo metropolitana (DETRAN-SP) que constituem a
principal fonte da poluicio do ar. A poluicdo atmosférica na cidade ¢é
predominantemente gerada por fontes poluidoras moveis, além disso, suas condicoes
geograficas e meteoroldgicas desfavorecem a dispersao dos poluentes, principalmente
durante os meses de inverno, quando, com freqgiiéncia, ocorrem inversoes térmicas.

Neste Capitulo, os modelos MAG e MAG-AR(1) sdo ajustados a dados mensais do
numero de pacientes internados com afeccao das vias aéreas superiores — AVAS — na
cidade de Sao Paulo, nos anos de 1997 a 2000, para se verificar o desempenho da
modelagem proposta, MAG-AR(1), em relacao aos MAG's numa aplicacao a dados reais,

segundo a estimagao do parametro linear [3,. As covaridveis consideradas sdo as séries
diéxido de enxofre - SO,/(lg/m’) - e mondxido de carbono - CO/ppm. A variavel
tempo i (i =1...n) e as varidveis harménicas sen27i/n) e cos(27i/n) foram

inseridas no modelo com o objetivo de ajustar o efeito da tendéncia e da sazonalidade
(Moretin et al., 2004).
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AVAS

7.1 Analise descritiva

A seguir sdo apresentadas tabelas e graficos construidos com o objetivo de

resumir os dados mensais das variaveis de interesse: paciente com afeccao das vias

aéreas superiores — AVAS — e os poluentes SO, e CO, nos anos de 1997 a 2000.
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Figura 7.1 — Representacdo grafica das séries AVAS, SO, e CO nos anos de 1997 a 2000.
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Figura 7.2 — Graficos do tipo Box-plot para AVAS, SO, e CO nos anos de 1997 a 2000.
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A Figura 7.1 apresenta as séries cronoldgicas e a Figura A.1, no Apéndice A,
apresenta graficos do tipo box-plot. Na Figura A.1 ndo se nota valores discrepantes da
AVAS nos anos avaliados. Na Tabela 7, observa-se que o nimero mensal médio de
pacientes com afeccdo das vias aéreas superiores foi maior no ano de 1997 (desvio
padrdo igual a 2,02). Nos anos de 1998, 1999 e 2000 essa média foi, respectivamente,
igual a 6,92 (desvio padrao igual a 1,44), 6,42 (desvio padrao igual a 0,51) e 7,42
(desvio padrao igual a 1,08). Observando a representacao grafica da série AVAS (Figura
7.1) nota-se que em 1997, ano de maior ocorréncia de pacientes com afecgdo das vias
aéreas superiores 0s picos ocorrem nos meses mais frios do ano, em 1998 e 1999 os
valores mais altos ocorrem nos ultimos meses e em 2000 os picos ocorrem em fevereiro
e julho.

As concentracoes dos poluentes SO, e CO também apresentam valor médio mais
alto em 1997: 19,39 (desvio padrao igual a 6,94) e 5,11 (desvio padrao igual a 1,08),

respectivamente — veja Tabela 7.

Tabela 7 — Média (* desvio padrdo) para os dados AVAS e poluentes — SO, e CO.

Variaveis N 1997 1998 1999 2000 Total

AVAS 48 850(*x202) 692(%f1,44) 6,42(%x0,51) 7,42 (£ 1,08) 7,31 (£ 1,55)
SO, 48 19,39(*6,94) 13,12(%£4,02) 14,88 (%4,75) 17,24(*4,84) 16,16 (*5,62)
co 48 511(*1,08) 421(*x064) 3,73(x067) 3,54(*0,84) 4,15(%1,01)

Os box-plots nao apontam concentracdes aberrantes de nenhum dos dois
poluentes e evidenciam que os niveis de concentracao de CO na cidade de Sao Paulo
diminuiram, ano apds ano, no periodo avaliado.

A relacao entre a variavel AVAS e os poluentes SO, e CO estao representadas na
Figura 7.3. Tanto SO, quanto CO possuem correlacao positiva com o numero de
pacientes com afeccOes das vias aéreas superiores — correlacao de Person iguais a
0,614 (p-valor aproximadamente 0) e 0,417 (p-valor igual a 0,003) — porém, da
avaliacao da Figura 7.3 nota-se o fato do tipo de relagao existente entre a resposta e o
poluente CO poder nao ser estritamente linear. Um polinbmio envolvendo um termo de
maior ordem ou uma funcao suavizadora podem ser, por exemplo, mais adequados

para descrever a relagao entre a resposta e esse poluente.
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Figura 7.3 — Representacao grafica da relagdo entre as séries AVAS e CO, AVAS e SO,.

A série de dioxido de enxofre apresenta uma estrutura auto-regressiva de ordem

1, conforme visto na Figura 7.4 e na Tabela 8 — note que o coeficiente AR(1) é

significativo tal como a constante; o teste Ljung-Box, Tabela 9, ndo apresenta indicios

que levem a rejeicdo de uma estrutura AR(1) na série SO, e a analise grafica dos

residuos (Figura 7.5) conduzem a conclusao de normalidade e homocedasticidade dos

mesmos.
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Figura 7.4 — Graficos de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial de SO,.

Tabela 8 — Modelagem AR(1) da série SO..

Coeficiente Erro padrao T P
AR(1) 0,75 0,09 7,77 ~0
Constante 3,98 0,54 7,37 ~0
Média 16,23 2,20
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Tabela 9 — Teste Ljung-Box para modelagem AR(1) da série SO..
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Figura 7.5 — Andlise residual da modelagem AR(1) de SO..
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7.2 Modelagem MAG

A seguir sdao apresentados resultados quando um MAG é adotado para relacionar

a série AVAS aos poluentes SO, e CO, na forma

AVAS ~ poissorfy,)
log(,) =a + SO, + f (CO) + Bji + B,ser(27i/n) + B, cos(27i/n), (7.1)

I =1,...n. O método de suavizagdo utilizado para a estimacdo do termo ndo

paramétrico foi o /oess. A escolha do parametro de suavizacdo, A, foi feita a partir de
valores pré-fixados em 0,3, 0,5, 0,7 e 0,8 de forma que o modelo final apresentasse
valor minimo para a estatistica AIC. A Tabela 10 apresenta os resultados da estimagao
pontual e intervalar do parametro linear e os resultados dos procedimentos bootstrap
condicional e bootstrap nos residuos — médias das 500 replicacdes bootstrap. Os

intervalos de confianca foram calculados com nivel de 95% de confianca.

Tabela 10. Estimativas de S, na modelagem MAG do AVAS

MAG Boo;s_trap Boots:[rapnos
condicional residuos

,é 0,024 0,024 0,026

! (0,0139) (0,0141) (0,0146)
AIC 208,10 - -
IC assintotico [-0,003;0,051] - -
IC bootstrappercentilico - [-0,006;0,054] [0,016;0,037]
IC bootstrapcom correcao i [-0,004:0,057] [0,012:0,034]
do vicio ' T ' T

Nota: Valores em negrito sao o desvio padrao da estimativa de g, .

A estimativa inicial obtida para o parametro linear S, é igual a 0,024. Quando a

abordagem bootstrap é utilizada a média das estimativas de cada replicacao apresenta
valor bastante préximo ao valor encontrado na modelagem inicial — 0,024 no
procedimento bootstrap condicional e 0,026 no procedimento bootstrap nos residuos.

Quanto aos intervalos de confianca bootstrap, os percentilicos tém as menores

amplitudes, porém, no estudo simulado apresentado no Capitulo 6, foi mostrado que,
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apesar de menos acurado, o IC's bootstrap's com corregao do vicio possuem

probabilidade de cobertura mais proxima ao nivel nominal e apresentam-se levemente

superiores aos percentilicos, mas ambos com melhor desempenho que os intervalos

assintoticos.

As estimativas para os demais parametros envolvidos no modelo, 53,, 5, e B,

sao todas significativas a um nivel de 10%: ,32 =-0,004 (desvio padrao igual a 0,007),

,@3 =0,029 (desvio padrao igual a 0,014) e ,5’4 =-0,025 (desvio padrao igual a 0,089).

A analise grafica dos residuos da modelagem da série AVAS através do MAG esta

representada na Figura 7.6; dos ACF's e PACF’s é clara a presenca de uma estrutura

auto-regressiva de ordem 1 nos residuos indicando que o MAG ndo foi capaz de

capturar a estrutura de correlagao presente no desfecho.

ACF

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

-0.2

Series residuos

Lag

Partial ACF

Series residuos

Lag

Figura 7.6 — Avaliagdo residual da série AVAS, modelada via MAG.

7.3 Modelagem MAG-AR(1)

Para corrigir a estrutura auto-regressiva presente nos residuos da modelagem

MAG, a relacdo entre a série AVAS e os poluentes SO, e CO foram ajustados através do

MAG-AR(1) proposto neste trabalho; o modelo é da forma
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AVAS ~ poissorfu,)
log(,) =a + BSO, + f (CO) + B,i + f,sen(27i/n) + f, cos(27i/n) +T, (7.2)

onde T representa a estrutura de correlacao presente nas observacoes e 1 =1,....n.

O método de suavizagao utilizado na estimacdo do termo nao paramétrico, os
valores pré-fixados de A e o nivel de confianga utilizado no computo dos intervalos de
confianca sao os mesmo utilizados no ajuste do MAG na Secdo 7.2 deste Capitulo. A
Tabela 11 apresenta os resultados da estimagdo pontual e intervalar do parametro
linear dos dados ajustados através do MAG-AR(1) conforme expressao (7.2).

As estimativas obtidas para o parémetro linear [3,, tanto nos casos em

que a abordagem bootstrap é utilizada quanto no caso em que nao ha qualquer
reamostragem, apresentam valores muito proximos (iguais até pelo menos a terceira
casa decimal) as estimativas encontradas no ajuste do MAG.

As estimativas intervalares do parametro linear quando AVAS é modelada através
do MAG-AR(1) sao bastantes semelhantes aos intervalos calculados na Secao 7.2, onde

os dados sao ajustados via MAG. Da mesma forma, as conclusdoes da comparacao entre

Tabela 11. Estimativas de 5, na modelagem MAG-AR(1) do AVAS

MAG-AR Boo?sltrap Bootsi[rapnos
condicional residuos

,é 0,023 0,024 0,026

! (0,0139) (0,0141) (0,0147)
AIC 209,62 - -
IC assintotico [-0,004;0,050] - -
IC bootstrappercentilico - [-0,005;0,054] [0,015;0,037]
IC bootstrapcom correcéo i [-0,004:0,055] [0,012:0,035]
do vicio e e

Nota: Valores em negrito sao o desvio padrao da estimativa de g, .

as duas técnicas bootstrap de construcao de intervalo — bootstrap percentilico e
bootstrap com correcao dos vicios — sao as mesmas consideradas na secao anterior.

As estimativas para os demais parametros envolvidos no modelo, 5,, 5, e B,

sao bastante parecidas as estimativas calculadas na modelagem MAG além de serem
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significativas a um nivel de 10%: /3, =-0,005 (desvio padrio igual a 0,007), /3, =0,019

(desvio padrao igual a 0,014) e ,5’4 =-0,022 (desvio padrao igual a 0,089).

A principal diferenca entre a modelagem MAG e MAG-AR(1) esta na capacidade

deste ultimo de capturar estruturas de correlacdo entre as observacoes. Percebe-se, da

analise grafica dos residuos — Figura 7.7 —, que a estrutura auto-regressiva dos dados

foi captada pelo modelo e que os residuos se tornaram um ruido branco.

ACF

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.4

Series residuos Series residuos

0.2
1

0.0

Partial ACF

0.1
1

0.2
1

-0.3
1

Lag Lag

Figura 7.7 — Avaliagdo residual da série AVAS, modelada via MAG-AR(1).
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8. CONCLUSOES RELEVANTES

O Modelo Aditivo Generalizado e suas extensoes constituem uma ampla classe
de modelos de regressao, na qual o efeito das variaveis preditoras na variavel resposta
pode ser modelado de forma bastante flexivel por meio de uma fungdo nao
especificada. Apesar de bastante utilizados em estudos de séries temporais,
principalmente em casos em que a variavel resposta € uma contagem de eventos, os
MAG’s tém toda sua teoria de estimacao e inferéncia construida sobre a hipotese de
independéncia dos dados. Apesar de ndo apresentar a flexibilidade do MAG, o GLARMA,
recentemente proposto na literatura estatistica, tem a vantagem de ser um modelo
capaz de capturar a estrutura de dependéncia existente entre as observacdes de séries
temporais.

Neste trabalho é proposta uma nova classe de modelos, MAG-AR, que estende a
estrutura linear do GLARMA para a estrutura semiparamétrica do MAG acomodando
variaveis que tem relacdo nao linear com a variavel resposta em dados com estrutura
AR de dependéncia. Além disto, a técnica bootstrap foi utilizada para se fazer
inferéncias sobre o estimador dos parametros da parte linear do modelo.

O desempenho do MAG e do MAG-AR no ajuste de séries temporais foi,
empiricamente, comparado através de alguns experimentos Monte Carlo com o calculo
do vicio e do erro quadratico médio das estimativas do parametro linear dos modelos.
Os resultados mostraram estimativas mais consistentes e menos viciadas para o MAG-
AR(1) aplicados aos dados de séries temporais, quando comparados ao ajuste
utilizando o MAG. A performance de algumas abordagens bootstrap's — bootstrap
condicional e bootstrap nos residuos — nas séries temporais simuladas foi avaliada e os
resultados indicaram que o bootstrap pode ser utilizado neste caso para se fazer
inferéncias intervalares sobre os parametros lineares do modelo por apresentar
resultados bastante semelhantes aos dos experimentos Monte Carlo.

Estimativas intervalares também foram calculadas e os intervalos de confianca
bootstrap percentilico e bootstrap com correcao do vicio foram comparados ao intervalo
assintético quanto a probabilidade de cobertura e o tamanho dos mesmos. Em geral os

intervalos bootstrap com correcdo do vicio apresentaram resultados mais proximos a
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cobertura nominal fixada (0,95) e os intervalos de confianga bootstrap tiveram melhor
desempenho que o intervalo assintético.

As metodologias MAG e MAG-AR foram utilizadas no ajuste da relacao entre a
série AVAS (numero de pacientes com afeccao das vias aéreas superiores) e 0s
poluentes didxido de enxofre (SO,) e mondxido de carbono (CO). As analises
mostraram as mesmas conclusdes sobre o efeito dos poluentes na variavel resposta, no
entanto a estrutura de correlagdo presente entre as observacdes sé foi capturada na
modelagem MAG-AR(1).

Como continuidade do trabalho, podem ser sugeridas pesquisas futuras que
incluam a extensao do modelo MAG-AR para estruturas de correlagao mais complexas,
como a adicao de termos médias mdveis, no caso um MAG-ARMA, ou modelos de longa
dependéncia, MAG-ARFIMA.
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