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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos uma estatistica de teste sobre a igualdade entre curvas f, de

regressao ndo-paramétrica, quando temos tanto ruido homogéneo quanto ndo homogéneo e
ruido heterocedastico, ou seja, quando a varidncia depende do regressor e é diferente para

cada grupo. Tal teste é desenvolvido por Munk, Neumeyer e Scholz (2006).

A abordagem que serd apresentada é muito natural, pois ela substitui as estatisticas de
maxima verossimilhanga de uma analise de covaridncia paramétrica por estatisticas nao-

paramétricas. Neste caso, é usado o nucleo-estimador para substituir essas estatisticas.

Para finalidades praticas, uma variacdo bootstrap é sugerida, mais conhecida como “wild
bootstrap”. Essa técnica visa uma melhor estimativa da distribuicdo dos erros e assim obter um
valor mais coerente da estatistica de teste. Foram feitas simula¢Ges para verificar o nivel e o
poder do teste para alguns modelos. Faremos ainda uma comparagao entre o teste de Hall e
Hart (1990) e o de Munk, Neumeyer e Scholz (2006), através do nivel e o poder do teste, a

titulo de curiosidade. Por fim, algumas aplicacGes com dados reais serdo descritas.



1. Introducao e Revisao da Literatura

Ao longo dos ultimos anos, a estatistica ndo-paramétrica vem ocupando um lugar de destaque
na drea cientifica da estatistica. A estimacdo funcional pelo método do nucleo ou
simplesmente nucleo-estimador é uma opgao para estimativas ndo-paramétricas. Essa técnica
vem sendo aplicada em fun¢bes de densidade, intensidade, distribuicdo e também de

regressao.

Uma questdo crucial na aplicagdo deste método é a determinacdo do parametro de suavizagdo
ou janela, normalmente denotado por h, que controla a quantidade de suavizacdo a ser feita.
Se h é muito pequeno, admite-se demasiado ruido amostral, e se h é muito grande, omite-se
as caracteristicas da curva. Existem varios métodos para a estimagdo desse parametro, como a

validagao cruzada e o plug-in, os mais difundidos.

No caso da funcdo de regressdo, temos diferentes métodos de estimacdo, sendo os mais
difundidos na atualidade o de Nadaraya-Watson (Nadaraya, 1964 e Watson, 1964) e a
regressao polinomial local. Contudo a regressao polinomial local possui uma forma direta
(automatica) para a sele¢do da janela 6tima, ou seja, existe um critério de erro de estimacdo
envolvido na escolha da janela, como erro quadrado médio (MSE, em inglés). Assim
apresentaremos dois métodos: o primeiro utiliza o plug-in para obter a estimativa da janela
6tima assintética, desenvolvido por Ruppert, Sheather e Wand (1995) e o segundo encontra a
estimativa da janela 6tima através da minimizacdo da soma do quadrado dos residuos

integrado, o qual foi desenvolvido por Fan e Gijbels (1995).

Existe ainda uma forma de se obter a estimativa da funcdo regressao para efeitos fixos

(igualmente espacados), dado por Priestley e Chao (1972), uma variacdo do Nadaraya-Watson
(1964). Porém, mesmo com a suposicdao que (X,Y) sdo vetores aleatdrios, a regressao

estimada através dos métodos polinomial local e Nadaraya-Watson estimam muito bem para o

caso em que temos efeitos fixos.

No estudo de anadlise de covariancia, Hall e Hart (1990) desenvolveram um teste bootstrap

para comparar duas curvas de regressdo. Porém, o estudo realizado por eles foi apenas para

amostras de tamanhos iguais (nl = nz) e para os mesmos pontos para a variavel preditora, ou

seja, sdo dados da seguinte forma {()g Y, Z ) JA<i< n} .



Em Dette e Neumeyer (2001) foram discutidos trés testes estatisticos usando estimadores nao-

paramétricos. Dado o modelo

Y, =1 (t)+a(t)e, i=L.kd=1.n
as hipdteses para o teste sao:
Ho: fi=...=f, vs.H,=f #f , paraalgum# j

As estatisticas de teste sdo:

T\ Z%EZ( i fA(tii))z_%ii( i~ (t”))z

—h

0 =35 [(f0)-f,0) w (1)t

i=1 j=1

A

onde f é o estimador de regressdo das amostras em conjunto (sob H,), f, é estimador da
regressdo para cada conjunto (sob H,), W, ([)] sdo fungbes peso positivos que satisfazem

W, =W, l<j<isk e tij sdo valores fixos e igualmente espacados dado pela amostra.

Porém, todas as trés estatisticas de teste ndo incorporam a fungdo O, (tij), ou seja, ndo

possuem boa aplicabilidade quando temos dependéncia da varidncia com a variavel preditora
e variancias diferentes entre os grupos. Note que neste caso ndo ha mais as suposi¢oes feita

em Hall e Hart (1990) e assim garantindo melhor aplicacdo em dados reais.

Contudo, em Munk, Neumeyer e Scholz (2006), hda uma proposta de um novo teste,
semelhante ao T,\(ll) de Dette e Neumeyer (2001). Para isso, é usada a estatistica de mdxima

verossimilhanca de uma analise de covaridancia paramétrica heterocedastica para uma entrada
e depois a transferindo para o contexto nao-paramétrico. Mas em Munk, Neumeyer e Scholz
(2006) foi utilizado o estimador de Nadaraya-Watson para a estimacdo da fungao de regressao,
o qual ndo possui uma forma direta de se obter a janela étima. Assim substituimos o estimador
de Nadaraya-Watson pelo polinomial local e utilizamos uma das formas diretas para a escolha

da janela.



Contudo a convergéncia desse método é lenta e o uso somente do teste estatistico ndo nos
permite fazer uma boa decisdo em cima das hipoteses. Assim é construida uma variacdo
bootstrap para refinar os erros heterocedasticos e assim obter um valor critico para a
estatistica de teste. Proposto, inicialmente, por Wu (1986) e Beran (1986) e finalizado
posteriormente por Liu (1988), esse mecanismo é conhecido na literatura por “Wild

Bootstrap”.

Assim, o objetivo central deste trabalho é a abordagem da andlise de covariancia nao-
paramétrica desenvolvida por Munk, Neumeyer e Scholz (2006), utilizando a regressdo

polinomial local e suas formas diretas de se obter a janela 6tima.

Dessa forma, este trabalho compde-se das seguintes partes: no segundo capitulo,
descreveremos o procedimento da regressdao ndo-paramétrica, tanto para efeitos fixos quanto
para efeitos aleatérios. No capitulo 3, apresentamos os testes estatisticos de Munk, Neumeyer
e Scholz (2006) e Hall e Hart (1990), sendo o primeiro para os casos com dois grupos ou mais, e
para o segundo somente para o caso com dois grupos. O capitulo quatro contém os dois
métodos automaticos para a escolha da janela 6tima. No quinto capitulo é descrito o
procedimento “wild bootstrap” e as condi¢cdes para a sua aplicagdo. No capitulo 6, sdo
apresentadas as simulagGes e duas aplicagcbes em dados reais. A primeira aplicacdo é referente
a producdo de cebolas em duas regides da Australia. Ja a segunda é referente ao fluxo liquido
de carbono na atmosfera produzido através de mudancas no uso do solo, como
desmatamento para uso agropecudrio. No capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes e a

proposta de trabalhos futuros.



2. Regressao Nao-paramétrica

Uma técnica estatistica extensamente usada, em geral, é a regressdo (linear). Os modelos de
regressdo sdo ferramentas poderosas para se modelar a variavel Y como fun¢do da variavel
preditora X , permitindo a predi¢do de valores futuros de Y e a construgdo de testes e

estimativas intervalares para as predi¢des e parametros.

Modelos de regressdao sdao também suscetiveis a alguns problemas como em outros modelos

paramétricos. Considere um simples modelo de regressao linear,
Y =5+t BX te&, i=Ll.n (1)

com os erros & geralmente dados como varidveis aleatdrias identicamente e

N . . s JORT) N . 2
independentemente distribuidas de acordo com uma normal com média zero e variancia o°.
Se esse modelo é uma boa representagao da realidade, as estimativas de minimos quadrados

(também chamados de Estimadores de Maxima Verossimilhanga) de [ podem ser calculadas

e por fim utiliza-las para uma previsdo depois da constru¢do do modelo.

Mas, as vezes, ajustar uma relacdo funcional paramétrica envolvendo o modelo (1) pode trazer
inferéncias equivocadas, quando os dados ndo seguem as suposicbes necessarias. Logo
podemos utilizar os métodos de regressdo nao-paramétrica, baseados em nucleos-
estimadores, para estimar o modelo. Assim, nas duas se¢des subseqlientes, iremos apresentar

duas técnicas muito difundidas para se obter a estimativa do modelo ndo-paramétrico.

2.1. Método de Nadaraya-Watson (1964)

Uma alternativa mais geral para (1), ¢ um modelo de regressao nao-paramétrico
Y =m(X;)+¢, (2)

ondeos & 'S sdo i.id..Se (Xi ,Yi), i =1...,n sdo observacdes de um vetor (X,Y), acurva

de regressdo M(X) é a esperanca condicional mM(x) = E(Y| X= X) com E(£| X= X) =0,e

Vv (£| X= X) = 0”(X) n3o necessariamente constante.

Note que, se

m(x) = E(Y | X = x), (3)



tem-se que

m(x) = [ yf (y | x)dy

oty @)
=y f () Y,

onde f,(X), f(XYy),e f(y|x) sdo adensidade marginal de X, a densidade conjunta de

(X,Y), e a densidade condicional de Y dado X =X, respectivamente. Uma estimativa pelo

método do nucleo para f(X,y) é

1 X=X; y-Y
o B 5

enquanto uma estimativa para f, (X) é

Substituindo em (4), as estimativas acima, temos

y(mh, )" XK x(xmijv{yﬁY'Jd

Note que substituindo U = (y—YI)/hy , I K,(u)du=1, IuKy(u)du =0 e assumindo que K

€ simétrica em torno do zero, temos

_ J20 (Y +uh,) KX(X;Xi jKy (u)du




YL (reon), W

n K (X—Xij
=1 X h)<

Logo, obtemos o nucleo-estimador de Nadaraya-Watson,

My (X) =

uma funcgdo linear de Y com pesos

o
W :(nh)—l—h_

f, (%)

O nucleo estimador de Nadaraya-Watson é mais natural para modelos de efeitos aleatdrios,

como em (2). Se f, é conhecido, um peso alternativo ébvio é

)
w :(nh)_l—h_

fx (X)

Se os pontos da amostra (Xl, ...,Xn) sao fixos, devemos considerar uma forma diferente para

o nucleo-estimador da funcdo de densidade, pois a intuicdo de (4) estaria perdida. Assim uma

forma diferente para a “fun¢do densidade” seria

A 1
f(x)=———.
o n()ﬁ_)ﬁ—l)

Neste caso, temos o estimador de Priestley-Chao (Priestley e Chao, 1972) para a fungdo de

regressdo (trocando f (X) por fy ()g ) ) serd

rﬁpc(x)=h‘li(>ﬁ -x_l)K(X;iji- (6)



Existem outros estimadores na literatura para o caso de efeitos fixos, como o de Gasser e
Miller (1984), que ndo serdo adotados aqui, pois fogem do objetivo principal do trabalho.

Mais informacgdes podem ser obtidas em Simonoff (1996) e Bowman e Azzalini (1997).

2.2. Regressao Polinomial Local

Supondo o mesmo modelo (2), agora o interesse é estimar a funcdo de regressdo
m(X) = E(Y | X = X) e suas derivadas usando uma amostra aleatéria de(X,Y). Essa forma
de se obter a estimativa da fungdo de regressdo é a polinomial local. Entdo, se as P primeiras
derivadas de m(X) no ponto X, existem, nés podemos aproximar a fungdo m(X) por um

polindmio de ordem p, dado por:
M(X) = M(%,) + M (X)(X = Xo) +...+ MP () (x = xo)* / p!

onde X, é um ponto vizinho a X. Assim devemos obter o valor de M(x;h, p) = S, através dos

minimos quadrados de:

n

(:éo“"’lép)-r =arg mlr}?Z{Y' a __p ,Bj (Xi _Xo)j} K(Xi _Xoj , (7)

onde K é afungdo densidade simétrica conhecida como fungdo nucleo e h é a janela.

Seja X uma matriz dada da seguinte forma:
1 Xp=x - (X,=x)°
X =|: : : :

1 X,-x - (X

assim como Y=(Y1,...,Yn)T e W:diag[K{(Xl—X)/h},...,K{(Xn—X)/h}]. Logo

temos que
Boreer s B,) = (XTWX) ™ XTWY

é a solugdo dos minimos quadrados para (7) e assim definimos M(X) = 43, .

10



3. Analise de Covariancia Nao-parameétrica

3.1. Comparacgao de Dois Grupos

Um tema cladssico na analise estatistica € a comparacdo de dois ou mais grupos. Para
simplificar a notagdo, iremos restringir, por um momento, ao caso de dois grupos. A extensao

para trés ou mais grupos sera apresentada em 3.2.

No contexto de regressdes, considere o seguinte modelo
Y, =1 () +a(t)e,  i=1.n,i= 1z (8)

onde tij sdo valores fixos das medidas, fi denotam as fungGes de regressdes desconhecidas,

f (tij):E[Yij] e 0° as fungdes de varidncia desconhecidas, o (tij)ZVar[Yij] da
observacdo j-ésima (] :1,...,ﬂ) no i-ésimo grupo (i =1, 2). Os erros &; sdo assumidos

como variaveis independentes e identicamente distribuidos com média 0 e varidncia 1. Nosso

objetivo é testar a igualdade das fungdes de regressdo f, e f,.

.~ e ~ 2 3T
Sob a suposicdo paramétrica sobre os erros &; e as funcdes f. e 0°, temos a comum andlise

de covaridncia. Sem essas suposicdes, em particular quando a forma da fungdo f, ndo é

especificada, temos a analise de covariancia ndo-paramétrica, que vem recebendo bastante

atencdo na literatura.

Muitos testes para
H,: f,=1f,versuH, f,#f, (9)

ndo podem ser aplicados para o modelo em geral (8), pois assumem que os grupos tém o

mesmo tamanho amostral, os regressores seguem a mesma distribuicdo entre as populagdes,
. s e oA . 2 ~ .
ou que existe um erro homocedastico, por exemplo, as variancias g sao independentes do

regressor 1.

O teste apresentado neste trabalho é baseado na idéia de comparar um estimador de

“minimos quadrados” ponderado sob a suposicdo de igualdade das curvas de regressdo com
um estimador que é baseado nos estimadores ndo-paramétricos f, para f. (sob a hipétese

alternativa), exatamente como na analise de covariancia paramétrica.

11



Para motivar o procedimento assuma, por um momento, que as fung¢bes de regressao sao

constantes f,(t) = 1, as fungdes de variancia sdo constantes e conhecidas Uiz (t)= Uiz e os

erros &; sao normalmente distribuidos. Em outras palavras, considere o teste de igualdade de

médias H, : 4, = U, para duas amostras

iid

Y, ~N(4.07), j=1..n.i=12

n

j=1 Vi na amostra

~_ 1
O método de maxima verossimilhanca nos leva a estimar [/ :—z
individual (i =1, 2), e

-2
o n

d=ajl +(1-a)ir,, ondea=—>-—"2——
fi=aj +(1-a) f, e

na amostra conjunta (sob H,). Considerando Y como toda a amostra, no teste da razdo de

verossimilhanga temos

WA
o) o UL
) ﬁl . (2720,2) 2 exp{—(yij 'zﬁl)

|
N
>
—_—
b
—_
<
~—
~——
|

(Y, -4) a7, (10)

onde N =n, +n, denota o tamanho total da amostra.

Considere no modelo de regressao a classe dos estimadores comuns

12



A

f(x)=a(x) () +(1-a(x)) £.(x). w

A

onde f

. denota o estimador pelo método do nucleo da fungdo de regressdo f, (i =1, 2).

Nessa classe, & minimizado o erro quadrado médio assintético de f

2’ ()07 (x) |, (1-a() o7 (x)

AMSELT = = (%)

j K2 (u)du,

onde h denota o parametro de suavizagdo e K a func3o nucleo. Logo encontramos o peso

a0 = O
g, ()nry(x) + a7 (x)ng (x)

que minimiza o AMSE[ f~], onde I, denota a fungdo densidade da i-ésima amostra. Agora,

substituimos Uiz e I, pelos apropriados nucleo-estimadores @2, fl para i =1,2, e denote por

A ~

f o resultado do estimador conjunto de f . Assim, como a estatistica de teste para a

hipdtese (9), analogamente a (10), temos:

Ty =%i2( i~ ‘?(tu‘))za'a_z (%’)‘%ii( i1 (tij))z 52(t) (12)

Todos os estimadores serdo apresentados na préxima secdo, onde reapresentaremos a
estatistica de teste (12) para o caso geral. Em Munk, Neumeyer e Scholz (2006), foi mostrado

gue sob a hipdtese nula a estatistica de teste padronizada

Nh

Nvh (TN —3]

., . . O T . A . . s 2 2
é assintoticamente normal com média zero e varidancia assintdtica T , onde C e T

dependem somente da fun¢do nucleo K, e sdo definidos por

C= 2K(O)—J.K2(u)du €

r*=2[(2K K OK)* (u)du,

13



onde [ denota a convolugdo de K com ela mesma. Feito os calculos para K ~ N(O,l),
encontramos C=0,516 e 7°=0,813. A seguir iremos apresentar o teste para k grupos e

apresentaremos as propriedades e suposi¢cdes para a convergéncia da estatistica de teste.

3.2. Comparagao de k Grupos

Nesta secdo, iremos apresentar a extensdo da estatistica TN definida em (12) para o caso de

K amostras, ou seja, trabalharemos com o seguinte modelo
Y, =) +o)s, =L, i=1.k (13)
e as hipoteses seriam

Hy: f,=...=f, versusH, f #f, paraalgun¥ j (14)

Adicionalmente algumas notac¢des e suposicdes devem ser levadas em consideracdes para

garantir a convergéncia da estatistica de teste. Logo assuma que os tamanhos amostrais sdo

&:Ki+o(ij, =1, k, (15)
N N

k

onde K; D(O,l) e N= zi:lr} é o tamanho total amostral, ou seja, tamanho das amostras
muito discrepantes entre uma e outra pode comprometer os resultados. Os pontos fixados tij
podem ser modelados por uma densidade I; tal que

g i . .

J'O’ri(t)dt:ni, j=1.n,i=1.k (16)
i

Isso garante que a probabilidade de termos um ponto em cada intervalo entre os tij sdo iguais.

Detalhes podem ser vistos em Sacks e Ylvisaker (1970). Posteriormente, assumiremos que as

. ~ A . 2 ~ .. . .
densidades I; e as fun¢des de variancia 0; poderdo ser limitadas acima de zero, ou seja,

. . 2 -
inf r.(t) >0, tDIBE]Ui t)>0, i=1,..k (17)

t10,1]

Asssume-se que as fun¢des de densidade, regressdo e variancia sdo d-vezes continuamente

diferenciaveis, isto é,

14



r,f,00C’(0,), i=1. k (18)

onded=2.

Como mencionado na sec¢do anterior, o teste estatistico é baseado nos nucleo-estimadores de
f. e 0. Para esse fim, é necessdrio um nucleo simétrico K:R — R,com um suporte

compacto e de ordem d (mais detalhes em Gasser et al., 1985), ou seja,

4 1, j=0
-1)’ 4
%J‘K(u)u‘du= 0, Jsjsd—l,jKquu<m (19)
k,#0, j=d

Assuma que a janela h = hy satisfaz as seguintes condi¢des
Nh* - 0 e Nh?/(loch)* — oo pareN - o (20)

A seguir, apresentaremos os estimadores para I, f. €0, onde f €3, sdo baseados nos

estimadores de Nadaraya-Watson ou pelo estimador de regressdao polinomial local. Para se

estimar as densidades I, usaremos

r}(x):iZK( hij j (21)

O estimador de f, é definido por

f(x)—ni—ZK( ht j f ‘1 L i=1... k. (22)

Seguindo a mesma idéia da se¢do anterior, tem-se a generaliza¢cdo da estatistica de teste (12)

para K amostras

onde o estimador comum de f ¢é obtido como (sob a hipdtese nula),

15



k[N N g (y)

k[ ()

(24)

. oA . 2 A . . ~ Lo
Fmalmente, as variancias U'I tem que ser estimadas por um método nao-parametrico em

geral. Esse estimador foi proposto com um espirito similar aos estimadores de Ruppert et al.

(1997), Fan e Yao (1998) e Hardle & Tsybakov (1997). Assim, neste contexto, define-se

Func¢éo Variancia

Funcéo Variancia

0.15

0.05

0.15

0.05

~ 1 dl X_ti' - 2 1 .
6709 = DK = (- f)) = i=1.k

Modelo sin(2*x)+2*exp(-16*x*2)+.3*rnorm(n,0,1),
Janela de Ruppert = 0,10 e n = 200

— Estimador de Fan
~~~ Estimador de Munk

Malha de X

Modelo sin(2*x)+2*exp(-16*x*2)+.3*rnorm(n,0,1),
Janela de Fan = 0,05 e n = 200

— Estimador de Fan
--- Estimador de Munk

Malha de X

Figura 1: Grafico para a fung¢do variancia.

(25)
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Outro estimador é o de Fan e Gijbels (1995) que sera apresentado na secdo 4.2 em (38).
Ambos apresentam valores bem préximos, sendo que a variancia dada em (38) é sempre maior
que em (25), como podemos ver na figura 1. Isso devido ao denominador da fungdo variancia
de Fan ser menor que a de Munk em (25). O comportamento diferente das fungGes variancias
para cada grafico se deve ao valor da janela 6tima. O primeiro foi escolhido pelo método de
Ruppert (se¢do 4.1) onde o valor encontrado é igual a 0,11 e o segundo pelo de Fan (secdo 4.2)

igual a 0,05. Logo, com uma janela menor, a curva tem o comportamento mais suavizado.

Outros estimadores de @2 estdo sendo estudados por Atuncar (2009).

O Teorema 1 fornece a distribuigdo assintdtica da estatistica de teste Ty .
Teorema 1

Assuma o modelo (13), onde os erros &; sdo varidveis aleatdrias com varidncia Var(é‘ij ) =1le

E[&‘iﬂ <M <o [i, j. Entdo sob as suposi¢bes (15)-(20) e sob a hipcétese nula, com T,

definida em (24), temos que

Uy, = N\/E(TN —%jﬂ - N(0.77),

onde
72 :2(k—1)j(2|<—|<m<)2 U)u,

e L denota a convolugio de K com ela mesma. A constante C é definida como

c:zK(O)—sz(u)du.

Para o teste de hipétese (14), rejeitamos H, com um nivel @ quando

N\/E(TN —Cj

Nh

: 26
. > U, (26)

onde U_, = ®~'(1-a) denota o quantil (l— a) de uma distribuicdo normal padrdo. Note que

C e 1%s30 constantes conhecidas. A consisténcia do procedimento de teste (26) para a

hipdtese alternativa H1 segue do proximo resultado.
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Teorema 2

Assuma que f % f i sob H,, em um conjunto de probabilidade positivo na reta para algum |

e | em {l,. .. ,k} . Sob as suposicbes do Teorema 1, temos

Ry =VN (T, -4) 0 P N(O,Vz), (27)
onde as constantes sdo definidas como

o (x)&n (X)o7 ()& (%)

Zrzﬂ'z(X)K,r,(x) dx e y=4 (29

u=Y (1) ()

As provas dos Teoremas 1 e 2 podem ser encontradas no apéndice do artigo de Munk,

Neumeyer e Scholz (2006).

O Teorema 2 pode ser utilizado em vérios caminhos. Primeiro, uma aproximag¢do do poder

pode ser obtida via

u, [=® ’U\/N— U, _ C +0(1)
! r ¥y  yWNh  p/Nh

(29)

“o %x/ﬁ]+o(1).

Segundo, um simples intervalo de confianga (l— 0’) unilateral para a medida de discrepancia,

U em (28) entre as fungdes f; (i =1,... ,k) é obtida como

2
cl_. =0T, +,/TNC+% +E2 (30)

)/N epara a.0<a<0,5b.

onde C= 4uf_(a/2

A convergéncia de U para a distribui¢do normal é lenta para tamanhos amostrais finitos,

assim Munk, Neumeyer e Scholz (2006) fazem um estudo usando “Wild Bootstrap”. Tal

método serd descrito no capitulo 5.
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Na préxima secdo descreveremos o procedimento bootstrap adotado por Hall a Hart (1990)

para a comparacao entre duas médias em um foco ndo-paramétrico.

3.3. Comparacdo com o teste de Hall e Hart (1990)

Antes de trabalharmos com Dette e Neumeyer (2001) e Munk, Neumeyer e Scholz (2006),
trabalhamos com teste de comparagdo entre médias em regressdao ndo-paramétrica, mais
simples que o apresentado na se¢do anterior. Assim, iremos apresentar somente o teste para

duas amostras e mais detalhes sobre o caso geral pode ser encontrado em Hall e Hart (1990).

Assuma que os dados seguem a seguinte forma {(XI YL Z, ) JA<i < n} , € sdo estruturados de

acordo com os modelos

Y =f(x)+s, Z=9(x)+n, Xisn (31)

onde &,...,&, e 1],...,/], denotam os erros aleatérios independentes, sendo que os é‘i's

possuem uma distribuicdo e os /7i's possuem outra. As hipdteses do teste sdo

H,:f=g wversus H f#g (32)

Seja 0° :var(ei) e 1’ :var(/7i). Neste caso os pontos Xi'S sdo fixos, e sem perda de

generalidade, definidos em um intervalo (0,1) , embora essa suposicao possa ser removida.

Defina D, =Y —Z para1<i<n,eseja D, =D,_, para N+1<i<n+m, onde m:[np],a

parte inteira de np, com 0 < p <1 fixo. Assim a estatistica de teste é dada como

-1

. 2 2
n-1( j+m 1(D . -D
5,23 S| [nS{P2BL ] .
j=0\li=j+1 i=1 2
O valor de S, tende a ser moderado quando a hipétese nula em (31) é verdadeira, e grande

quando ela é falsa. O quanto “grande” sera o valor da estatistica de teste sera determinado ou
por uma aproximacdo assintética ou por uma aproximacgao bootstrap, os quais ambos serdo

apresentados a seguir.
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Considere que {W(t),OStS]} denota um Movimento Browniano, e estenda W para o
intervalo (0, 2) definindo W(t) :W(t —1) +W(1) para 1<t < 2. A distribuicdo assintética

da estatistica S,, sobre a hipdtese nula, é dada por

S, - S=[[W(t+p)-w(t)] ot (34)

sendo a convergéncia em distribui¢gdo (N — o) e relembrando que p é fixado no intervalo

(0,9).

Para explicar o comportamento de S, sob a hipétese alternativa H,, defina, para cada N e

i=1,...,n, X, como o quantil i/n de uma distribuicio com densidade r. Estendendo f

para o intervalo [0,2), e o mesmo para g e r,ese f e g sdo limitados e continuos no

intervalo (0,1) , temos que

n's - s(f,g)/(02+r2), (35)

quase certamente, onde

5[ S0 o] Tir@-swiwa]a o

com probabilidade 1 quando N — . Mais detalhes podem ser encontrados em Hall e Hart

(1990).

A férmula (34) descreve o limite S de S, sob a hipétese nula. Em principio, um nivel
assintdtico a do teste pode ser obtido usando esse resultado. Por integracdo numérica ou
métodos Monte Carlo, calcule U tal que PI’(S> u) =a, e rejeita-se H, quando S, >Uu. 0
erro do nivel para esse teste é da ordem de n™. Entretanto, o bootstrap fornece um erro para

o nivel do teste da ordem de N™* e n3o é mais trabalhoso para ser aplicado do que o teste

assintético. O teste bootstrap possui uma aproximagdo exata do quantil U, tal que, sob a

hipotese nula, Pt‘(Sn > un) =a.

20



O método bootstrap funciona da seguinte maneira. Seja Y-Z=n" inzl(Yi —Zi) e
d =Y —Zi —(V—Z). Do conjunto {dl,...,dn} , retiramos aleatoriamente e com reposi¢cdo

uma reamostra {d1 ,...,d;} . Logo defina

-1

af g V] a(da-d)
.= Z[ZdaJ ”Z—( ~ ) 7
j=0\i=j+1

o qual é idéntico ao definido em (33), exceto que D, é substituido por di*. Repetindo a
reamostragem, calcule l]n tal que PI‘(S; >U, |Q)=0’, onde QZ{()Q,Yi,Zi),lsi Sn}

denota a amostra. O teste bootstrap rejeita H, em favorde H, se S, >U, .

Quando H0 é verdadeira, a distribuicdo empirica If de {dl,...,dn} é uma boa aproximacdo

para a distribui¢do nula de D,, e assim o teste bootstrap é uma boa aproximagdo para o teste

A~

exato. Se H1 € verdadeira, os dados {dl,...,dn} ndo garantirdo que F se aproxima bem da

distribuicdo nula de Di , mas garantirdo que o bootstrap proporcione uma boa aproximacao

para o teste em grandes amostras. Mais detalhes sobre as provas e a generalizacdo do teste

para mais de duas regressdes, podem ser obtidas em Hall e Hart (1990).
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4. Métodos de Selecao Automatica da Janela
4.1. Método 1 - Ruppert, Sheather e Wand (1995)

Seja M(Gh, p) o estimador de mM(X) dado por uma determinada janela h e por uma

regressdao polinomial de ordem p. Assim temos que o erro quadrado médio integrado de

m(Gh, p) dadaaamostra X,,..., X, éigual a:
MISE{(Eh, p) IX, ... X.} = E[ [{m(xb) -me}” £ (x)ex IX, ... X, |

Usando a seguinte notagdo /4 (L):.[u'L(u)du e R(L)ZIL(U)2 du, onde L é uma
funcdo qualquer e que ambas integrais convergem, podemos reescrever o erro quadrado
médio integrado de M(X) da seguinte forma, para p impar (ver o teorema 4.1 de Ruppert e
Wand, 1994):

MISE{m(x;h, p) [X,,.. X} =nhR(K, ) [ o*(x) dx

S

1= g (K)/(p ) [rf*™) () £ (x)

+Op (n—lh—l + h2p+2) ,

onde S [J é suporte da varidvel aleatéria X e Kp é fungdo nucleo de ordem p+1, onde

Ko

» =K, . Para isso definimos K (u) = r!{‘Mr,p(u)‘/‘Np‘} K(u) onde N, é uma matriz
(p+l)><(p+1) tendo os elementos (i, ]) iguais a ju”"'zK(u)du e M, (u) iguala N,

exceto na linha (I’ +l) gue é substituida por (1,u,... ,up) .

A aproximacdo do MlSE{rﬁ(X;h, p)} quando P ndo é impar, contém complicagbes nas
contas para a janela 6tima, por isso optamos por considerar o valor de P impar. Assim o valor

assintdtico da janela 6tima aproximada é igual a:

(p+DPY R, 0" (x|

2044 (K, Y [ ™ ()7 £ (x)clx

MISE =
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A estratégia adotada por Ruppert, Sheather e Wand (1995) é utilizar a técnica plug-in para

substituir as integrais desconhecidas. Assim iremos restringir os valoresde p=3 e r =2 (

S=2, o qual aparecerd mais a frente) e no caso de O'Z(X)=0'2, ou seja, erros
homocedasticos. Por simplicidade, definimos o suporte de X igual a S=[a,b]. Toda parte

assintdtica serd omitida, pois foge do objetivo do nosso trabalho e para ndo deixa-lo muito

extenso. Assim mais detalhes podem ser encontrados em Ruppert, Sheather e Wand (1995).

Considere que, a janela 6tima assintdtica, pode ser escrita como:

%
og’(b-a
hAMISE :Cl(K) ézzn ) y

onde Cl(K) € uma constante que depende somente da fungdo nucleo e que
6, =jm<'>(x)m<s>(x) f(x)dx, r,s=0, r+s pa

Um estimador do tipo ntcleo de 8, ¢é dado por:

n

6.(9) =n> MO (X,; )M (X;; 9),

i=1
porém necessitamos do valor de g. Assim, um valor assintdtico para ele sera

%

o’(b-a)

gAMSE =C2(K) |9 |n
24

onde C,(K) é também uma constante que depende somente da fungdo nucleo. Em hy,e,

temos que substituir o? por um estimador, igual a

n

&) =v Y {Y -m(X,: 4, p)}

i=1

2
sendo V:n—ZZiW”+ZZ”W§ e W ZeI(XTV\/X)_lXTWej, onde € € um vetor

contento 1 na posi¢do | e zeros nas demais posi¢des. Contudo, temos que encontrar o valor

de A, o qual pode ser aproximado assintoticamente por
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0.4 (b _ a) %4 p+5)

2 2
9p+l, p+ln

A =C5(K)

A2 . . .
Para O'p(/]) devemos usar um valor de P menor ou igual a trés (o valor escolhido antes) e

também impar, ou seja, p =1. Assim temos que

o*(b-a) Tg

AAMSE = Cs(K)[ 9222n2

onde C;(K) é uma constante.

. . 2
Note que tanto em J,,e quanto em A, aparecem valores também desconhecidos (0° e
6.). Se continuarmos a utilizar a mesma regra que usamos em N, 4, 0 processo ficara

indefinido. Ent3o, seguindo Hardle e Marron (1993), dividi-se a amplitude de X em M
blocos e ajusta-se um modelo para cada bloco. Essa divisdo pode ser em blocos de mesmo
tamanho ou em blocos igualmente espacados. A op¢do usada neste trabalho serd a primeira,
pois tem a vantagem de adaptar melhor os dados de forma nao uniforme e diminuir a chance

de superestimacao.

Seja M o nimero de sub-amostras e seja ; a j-ésima sub-amostra dos X;'s.Se M divide

Net=n/M,entdo x, :{X( X } . Agora seja rh?(x) o estimador de minimos

(OIS R A O 19]
quadrados qudrtico obtido através dos valores de X, da sub-amostra Xj- Assim temos o

estimador para 6 igual a

A B ~ (r) ~ (s)
G0 =n L3 () () ) () (X
Similarmente, o estimador para o? é dado por
R N M . 2
US(M):(n_SM) lZl:Z;{Yn_m?(Xl)} ][ximxj}'
i=1 j=

Esses estimadores requerem uma regra para a escolha de M . A regra de Cp de Mallows

A

(1973) foi adequada para resolver o problema. A escolha de M vem do conjunto

{1, 2...M max} , 0 qual deve minimizar
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C,(M)=RSS(M)/{RSS(M,,,,)/(n-5M )} -(n—-10M)

onde RSS(M) é a soma do quadrado dos residuos baseado no ajuste dos blocos sobre M

blocos. Para reduzir as chances de superestimagdo, defini-se M, da seguinte forma
M. = max{ min([n/ 24 M*) }1

para algum M "inteiro positivo. A escolha de M ’ para fungbes de regressdo nao influi muito

nos resultados e baseado em estudos anteriores, opta-se por M =5.

Uma forma opcional para obter 8 é o truncamento dos dados em 100 % nas fronteiras,

para & pequeno. A razdo para isso é que a regressao polinomial local com derivadas de alta

ordem pode conter estimativas que variam muito, préximo das fronteiras. Logo, no caso em

gue o suporte dos Xi 'S estd no intervalo [a, b] , temos que Qs(g) pode ser substituido por

éfi (9) = n_lz m® (X )m(S) (X )]'[(l—a)a+ab<xi <aa+(1-a)b} "
i=1

Assim, a selecdo da janela automatica através do plug-in direto segue a seguinte ordem:

1. Encontre os valores para Hﬁ(l\/l) e 5é(|\/|) baseados nos ajustes dos blocos

quarticos onde M é encontrado através da técnica de Mallows (1973).

2. Estime 8,, usando égéOS(@AMse)r onde

T
0o(M)(b-a)

e = Co(K)| —=—=
(M)
e estime §° usando 47 (/iAMSE), onde
At %
: G b-a) |°

AAMSE = CS(K)

5% (e ) 0?

3. Ajanela selecionada é
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5-12 (jAMSE ) (b - a) &

% (Gase )

I:\]DF’I = Cl(K)

S3o fornecidos na Tabela 1 os valores das constantes C,(K), C,(K) e C,(K) para as
fungdes nucleo Normal padrdo, Epanechnikov e Biponderada. A constante C,(K) ¢ igual a

C,(K), quando 8,, <0 eiguala C} (K), quando 8,, > 0. As distribuigdes de Epanechnikov

e Biponderada sdo dadas por, respectivamente:

K(x)=0,751-x*) g &),

K(x)=i—5

S(1=X) 1 (0

Tabela 1: Valores das constantes que dependem da fungao nucleo.

Constantes Normal Padrao Epanechnikov Biponderada

C.(K) {y (2\/77)}]/5 15 35"
C;(K) {3/ (&/71)}]/7 315" (8505/13""
C (K) 19/ (16/77)}1/7 (1575/3""  (42525/29"
C,(K) {4(1/ 2+ 2/ 2-( 4 34 3/5}]/9 4728"° (322665/33"°

O mais interessante desse método é o gasto computacional que é pequeno e, além disso, ele
pode ser encontrado nos pacotes do programa R®, chamado de “KernSmooth”. Um método

alternativo é apresentado em Fan e Gijbels (1995), descrito a seguir.

4.2. Método 2 - Fan e Gijbels (1995)

Para o método apresentado por Fan e Gijbels (1995), usaremos o MSE (erro quadrado médio)

da estimativa de m(X) . Logo o valor da janela que minimiza o MSE é dado por

h _ 3,0° (%) o
MsE (XO) - 2( p+1) bozﬁs-}.lnfx (Xo) ’
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onde &, é o primeiro elemento da diagonal da matriz S7'S'S™,onde S e S s3o matrizes

(p+l)><(p+1) com os elementos (i,j) iguais a S, , e V|

+j—2, Tespectivamente, onde

S, —IU'K du ev, —J.UJK )du. Agora, b, é o primeiro elemento do vetor p+1
dado por S_l(s )T
p pitre1Sapen) -

Como no caso em Ruppert, Wand e Sheather (1995), existem valores que sdo desconhecidos e
usando o método plug-in para substituir esses valores, temos uma estimativa semelhante ao
primeiro caso apresentado. Contudo, usaremos um método de minimizacdo da funcdo de

soma do quadrado dos residuos dada por:
RSC(%,;h) :5'2(X0){l+(p+l)V} :

onde V ¢ o primeiro elemento da diagonal da matriz S'S.S,", com S =X'WX e

S: = X"W?X . J4 o estimador para 0° (X) ¢é dado por:

5 (%)= : > (% - (38

tr{W ~wx (X™wx )™ TW} =

_-<>
X
—/

x
S|

B
~—

com (Yl,...,Yn) = X 3. A Intuic3o por tras da fungdo RSC é que quando h é muito pequeno, o
valor de V ¢ alto, pois representa a variancia. J4 quando h é muito grande, tanto o vicio
guanto a soma dos quadrados dos residuos de o° (Xo) também tera o seu valor alto. Logo, o

RSC sofre alteragdes bruscas para ambos os extremos de h.

Assim, a janela 6tima, dada a amostra (Xl,... Xn) no intervalo [C, d] , € o valor que minimiza

a versao integrada do RSC:
IRSC(h) = j[ i RSC (y; h)dy.

Em simulacBes realizadas anteriormente por Fan e Gijbels (1995), é mostrado que esse
procedimento é bom, porém a sua taxa de convergéncia é lenta. Entdo é feito um processo
com dois estagios, sendo que o primeiro é para a escolha da janela piloto e o segundo para a
janela étima. Contudo, optamos por fazer somente o primeiro estagio devido ao seu alto custo

computacional, pois agregando os dois passos, demandariamos de mais tempo para este
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trabalho. Em projetos no futuro, pretendemos utilizar os dois estagios e tentar de alguma

forma minimizar o custo computacional.
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5. Wild Bootstrap

Nesta seg¢do sera apresentado um método boostrap para a estatistica de teste T (23). O uso

do teste assintoticamente (UN) nao tras bons resultados nem para pequenas amostras

guanto para grandes amostras, como pode ser observado na figura 2, em 1000 simulacdes
numa amostra de tamanho N=100. Isso ocorre devido a convergéncia lenta e assim um

procedimento boostrap é realizado para se obter a distribuigdo da estatistica Ty .

Histograma Un para a Hipétese Alternativa para o mo  delo (42)

o
O —
0
o
o p—
=4
> o
2 &7
]
>
O
o
L o
o p—
N
o
O p—
—
o - | — I S e
[ I I I I I |
-10 0 10 20 30 40 50
Un

Figura 2: Estudo da convergéncia da estatistica de teste U N

Conhecido na literatura como wild bootstrap, desenvolvido por Liu (1988) seguindo uma

sugestdo de Wu (1986) e Beran (1986), é um método bem difundido e que promove um
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refinamento dos erros heterocedasticos em modelos de regressdo. Sob a hipdtese nula,

considere o seguinte erro estimado:

& =Y —f(t), i=1..n.i=1z2

1 1

onde f é o estimador da regressdo comum (assumindo que f1= fz). Agora defina uma

variavel aleatéria \/ij i.i.d. e independente da amostra {Y”} , Com as seguintes esperancas:

E[V, |=0, (39)
E[V/]=1e (40)
E[Vi]=1. (41)

Somente as condic¢des (39) e (40) ja garantem a consisténcia do bootstrap para os estimadores
(para mais detalhes vide Liu, 1988 e Mammem, 1993). Mas usando a condi¢do chave (41),

garantimos as propriedades de segunda ordem do bootstrap desenvolvido por Wu (1986).

C
Entdo o terceiro momento de Uy e todos trés primeiros momentos de N\/H(TN —m r

serdo estimados corretamente para um O( N _1) por esse bootstrap.

Uma das formas possiveis de se encontrar a distribuicdo da variavel \/ij € assumirmos que é

dada da seguinte forma:

_|a, com probabilidade
" |b,  com probabilidade-1p

Outras formas de se obter a distribuicdo de \/ij pode ser encontrada em Liu (1998). Logo,

teremos um sistema de equacgdes com trés equacoes e trés incognitas, dadas por
ap+b(1-p)=0

a’p+b?(1-p)
a’p+b*(1-p)

1.
1

Resolvendo esse sistema, obtemos a seguinte distribuicao para Vij
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- (I‘Jélg/, cowumobabmdadLJB+j%;}§
(1+ \/3% , com probabilidadiﬁ_%?’

Assim define-se a observacdo bootstrap como

v, = (t)+V,E, i=1..n 0= 12

ij ij=ij?

e denote por T,:‘ a estatistica de teste definida em (23), mas baseada na amostra bootstrap

{Yu} . Um teste assintético com nivel & rejeitara a hipétese nula sempre que a estatistica Ty

(baseada na amostra original {Y”.}) é maior que o quantil (1—a) da distribuicdo de T,\*l

condicionada a amostra {YIl

Mammen (1993) e Hardle e Mammen (1990).

} . Mais detalhes sobre esse procedimento pode ser obtido em
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6. Analise Pratica

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados das simulagdes feitas para o nivel e o poder
da estatistica de teste T, . Baseados nos artigos que trabalhamos, foram geradas 1000

amostras de tamanhos 10, 20, 50 e 100 e para cada amostra, foram geradas 200 reamostras
bootstrap. Para efeito de comparacao, fizemos simula¢des para o teste de Munk, Neumeyer e
Scholz (2006) e para o teste bootstrap de Hall e Hart (1990). Salientamos que essa comparagao

se deve somente a titulo de motivagdo, ou seja, como ja haviamos trabalhado com a estatistica

S, anteriormente, optamos por compara-la com a estatistica T .

Ainda foi feita uma re-analise de um experimento retirado de Ratkowsky (1983), que consiste
em obter uma relagdo entre rendimento por cebola (peso por cebola) e a densidade da
plantacdo (cebolas por m?). Em Houghton (1999), retiramos as informacgdes de um estudo
sobre o fluxo liquido de carbono na atmosfera devido as mudangas no solo para a utilizacdo na

agropecuaria e comparamos esse fluxo entre as diferentes regides.

6.1. Simulacdes

Nesta secdo faremos uma avaliacdo do teste aqui apresentado, usando a idéia principal de
Munk, Neumeyer e Scholz (2006), utilizando a escolha da janela de Ruppert, Sheather e Wand
(1995) e a regressao polinomial local. Em simulagGes, percebemos que o gasto computacional
com o método do Fan e Gijbels (1995) era muito grande e que a variancia do estimador da
janela 6tima também era maior que no método de Ruppert, Sheather e Wand (1995), na
maioria dos casos. Lembrando que utilizamos apenas o primeiro estdgio. Mas reafirmamos que
o gasto computacional é muito grande, logo se usarmos mais de um estdgio para a escolha de

janela, esse custo sera maior ainda.

Para avaliarmos o poder e o nivel do teste, simulamos 1000 amostras e em cada uma delas
foram reamostradas 200 vezes para a utilizacdo da técnica wild boostrap. Optamos por utilizar
modelos que vinham sendo utilizados na literatura aqui trabalhada. Além disso, fixamos o
valor do desvio padrao, devido ao uso do método de Ruppert, Sheather e Wand (1995) para a
estimacdo da janela 6tima, apesar de que, a nossa intenc¢do era de fazer o uso de modelos ndo

homogéneos. Assim, os modelos escolhidos foram:

Caso1: f(X)=0,04x+ 1= f, k), o= 0,01 (42)
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Caso 3: f,(X) =seno(271x) = f,(x),

Caso 4: f (X)=expx)=f, (X),

Caso 2: f,(X) =seno(2x)+ 2expE 1&° = f, k),

o= 0,
o= 0,

o= 0,0

(43)
(44)

(45)

Os graficos dessas fungbes podem ser vistos na figura 3. Em (42) e (43), X foi gerado

aleatoriamente através de uma Uniforme no intervalo (-2,2) e em (44) e (45) através de uma

Uniforme no intervalo (0,1). Em todos os casos, os erros aleatérios foram gerados através de

um Normal padrdo. Na tabela 2 temos os resultados dessas simulagdes para o nivel e

percebemos que o teste possui um nivel bom, préximo do a =0, 05.

y = .04*x+1

sin(2*pi*x)

y:

1.00 1.05

0.95

0.0 0.5 1.0

-0.5

-1.0

'
N

0.0

sin(2*x)+2*exp(-16*x"2)

y:

exp(x)

y:

0.0 05 1.0 1.5 20

-1.0

15 2.0 25

1.0

-2 -1 0 1 2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3: Modelos para as simulagdes para o teste TN .
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(NLN,)  Caso1(42) Caso2(43) Caso3(44) Caso 4 (45)

(10,10) 0,040 0,052 0,039 0,048
(20,20) 0,040 0,033 0,021 0,036
(25,50) 0,042 0,056 0,035 0,045
(50,50) 0,058 0,059 0,045 0,065
(100,100) 0,068 0,060 0,060 0,051

Tabela 2: Avaliagdo do nivel do teste TN .

Agora as fungdes para o poder do teste foram as seguintes:

Caso5: f,(X)=0,1+0,0&, f,X¥ 0,04, o= 0,0 (46)
Caso 6: f (X) =seno(2x)+2expE 16 ), f, X ¥seno R ), o= 0 (47)
Caso 7: f,(X) = seno(271x), f, kK Fseno(2rx x, o= 0 (48)

Caso 8: f,(X) =exp(x)+ seno (47x ), ,XFexp() o= & (49)

Em (46) e (47), X foi gerado aleatoriamente através de uma Uniforme no intervalo (-2,2) e em
(48) e (49) através de uma Uniforme no intervalo (0,1) e o & foi fixado em 0,05. Na Tabela 3
temos os resultados das simulagdes onde percebemos que o poder do teste cresce conforme

aumentamos o tamanho das amostras e em amostras pequenas, temos um poder

razoavelmente bom. Os tempos para cada simulagdo variaram de 3 horas (N, =N, =10) a dois

dias (N, =N, =100), dependendo também do conjunto de dados e modelo gerado.

(npnz) Caso 5(46) Caso6(47) Caso7(48) Caso 8(49)

(10,10) 0,061 0,048 0,152 0,224
(20,20) 0,760 0,215 0,800 0,845
(25,50) 0,976 0,631 0,972 0,981
(50,50) 0,997 0,896 0,998 0,999

Tabela 3: Avaliagao do poder do teste TN .

6.2. Comparacao entre as estatisticas T, e S

Em primeiro lugar, no caso do procedimento de Hall e Hart (1990), o parametro de suavizagao
€ o M como pode ser visto em (33). Para a escolha desse parametro, foi usada a fungdo risco

de Rice (1984), dada por
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R(k) = g (Ba=#) ;/"i)z

onde R(k) € uma aproximacao discreta do erro quadrado médio integrado. Assim, considere
U,...,U, as observagdes do modelo U, :(,ui +yi), i =1,...,n, onde os LS sdo constantes
e os J/S sdo varidveis aleatérias ndo correlacionadas com E(yi) =0 e

var(yi) :05, (i =1,.. n). Logo defina

> mu f(i+k), xi<k
B =15 U /(2k+1), k+ Xisn-k (50)

j:i—kuj

> /(n-itk+1), n-k+I<isn,

R(k;u,...,u,) =%Z(Ui -i) +6ﬁ{(1—%](1+ 2()_1+32Tk} :

onde 522::21(ui+1—2ui+ui_l)2/6n e Tk:zik:l(kﬂ)_l. A fungio R(Ku,...u,)

estima a funcao R(k) e ent3o o valor de K é o que minimiza a fung3o risco definida acima.

Assim, considere Dl,...,Dn uma amostra de tamanho N. Entdo uma estimativa M ¢é dada por

2I2+1, onde K é valor que minimiza a fun¢do R(k; Dl,...,Dn) e que M ¢é usado para

construir a estatistica Sn . Ja no teste bootstrap, optou-se por usar uma nova estimativa de m

para cada reamostra bootstrap, ou seja, para cada uma das 500 simulagdes, teremos um valor

A

k*, onde o valor final M = 2K’ +1, sendo esta usada na estimativa da estatistica S;.

Para avaliar o poder do teste estatistico, geramos 1000 amostras de tamanho 15 e 30 com as

seguintes fungdes
f(x)=exp(x), f,(x)= expx)+cx (51)

onde C é uma constante pré-definida (ver Tabela 4). Neste caso )Q'S sdo fixos e definimos

X :i/n, i =1,...,n. Foi utilizado a regressdo polinomial local e o0 método de Ruppert para
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estimarmos a funcdo regressdo e a janela 6tima, respectivamente, para cada simulacdo e

fixamos a =0, 05.

Na Tabela 4, percebemos que Sn possui um poder maior quando temos uma pequena

diferenga entre as fungdes (c = 1). Porém o teste Ty é mais poderoso quando a diferenga é

maior (c = 5), para amostras de tamanho igual a 30.

Ty (a=0,09 S,(a=0,05)

n=n=15 n=n,=30 n=n,=15 n =n,=30

c=1 0,086 0,224 0,184 0,236
c=2 0,179 0,732 0,464 0,452
c=5 0,771 1,000 0,96¢€ 0,92¢€

Tabela 4: Andlise do poder das estatisticas de teste T e S,.

Agora, para avaliarmos o nivel do teste, geramos amostras de tamanhos 10, 20 e 30 com

funcoes

f,(x) = exp(x) = f,(x) (52)
sendo X definido igual ao caso (51) e os mesmos estimadores utilizados para avaliarmos o
poder da estatistica de teste. Foram avaliados os niveis para @ = 0,05 e para a =0,10, tanto
para a estatistica T, quanto para S, como pode ser visto na Tabela 5. Notamos que o nivel

para T, estd muito proximo da estatistica de teste S, e que encontramos uma boa

aproximacao do nivel para as duas estatisticas de teste.

Ty S
a =0,05 a=0,10 a =0,05 a=0,10

n=n,=10  0,04¢ 0,086 0,04¢ 0,095
n=n,=20  0,04¢ 0,102 0,05 0,102
n=n=30 0,063 0,110 0,052 0,09¢

Tabela 5: Andlise do nivel das estatisticas de teste Ty e S, .

6.3. Aplicacoes
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Nesta secdo iremos trabalhar com dois bancos de dados. O primeiro deles contém observacées
fornecidas por lan Rogers do Ministério da Agricultura Sul Australiano, onde temos duas
regioes diferentes para a plantacdo de cebolas do tipo Imperial Espanhola Branca. As
localidades sdo Purnong Landing e Virginia, e para cada um temos a varidvel X, densidade
(plantas/m?®) e a variavel Y, rendimento (g/planta). Mais detalhes sobre os dados ver em

Ratkowsky (1983).

Na Figura 4 temos os pontos para as duas localidades e suas respectivas regressoes, feitas
através do estimador Polinomial Linear Local. Para a estimac3o da janela h para cada grupo,
foi usado o método de Ruppert, Sheather e Wand (1995). Num total de 42 observag¢des para
cada localidade, antes tivemos que retirar a primeira observac¢ao da regido de Virginia, pois era
um dado discrepante. Sem a retirada dessa observacdo, ndo era possivel obter as estimativas
da regressdo polinomial. O valor da estatistica de teste TN foi igual a 26090,06 e o quantil de
95% do wild bootstrap, realizado com 200 reamostras, ficou em 34,11. Logo, rejeitamos a
hipétese nula e dizemos que f, Z f,, ou seja, ha uma diferenca entre as duas localidades e
cada uma deve ser analisada separadamente. Neste caso, nao foi possivel fazer o uso da

estatistica S,, pois os dados possuem amostras de tamanhos diferentes e a varidvel preditora

assume valores diferentes para cada localidade.

Para a proxima andlise, os dados foram retirados do artigo de Houghton (1999). Trata-se do
fluxo liquido anual de carbono na atmosfera derivada das mudancas geradas pelo uso da terra
de 1850 a 1990 (141 observagdes). Essas mudancgas sdao provocadas pelo desmatamento de
florestas para o uso em planta¢des e entre outros motivos. Esses dados estdo divididos em
nove grandes regides do mundo. Podemos ver na Tabela 6 que somente a América do Sul e
Central juntamente com o Sul e Sudeste da Asia englobam 56,09% da quantidade de carbono
no mundo inteiro, sendo que toda a regido tropical do mundo engloba 63,8%. Isto também

pode ser percebido na Figura 5.

Assim vamos testar se a quantidade de carbono na regido da América do Sul e Central e a
regido do Sul e Sudeste da Asia s3o iguais. Na Figura 6 temos o grafico com somente as duas

regioes.
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Regiao Fluxo Liquido Total Percentual

1850-1990 (%)

Sul e Sudeste da Asia 38,6 31,33

América do Sul e Central 30,5 24,76
Africa Tropical 9,5 7,71

Subtotal Tropical 78,6 63,80

Ameérica do Norte 12,7 10,31
Europa 4,9 3,98
Antiga Unido Soviética 10,4 8,44
China 9,4 7,63
Regido desenvolvida do Pacifico 4,1 3,33
Norte e Médio Oriente da Africa 3,1 2,51

Subtotal Nao Tropical 44,6 36,20

Total Global 123,2 100,00

Tabela 6: Fluxo liquido total de carbono na atmosfera das alteragdes na terra para o cultivo.

Plantacdo de cebola na Austréalia
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Figura 4: Regressdes envolvendo rendimento de plantagdes de cebola para as duas localidades

do sul da Australia.
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Figura 5: Fluxo liquido total de carbono na atmosfera, derivada das altera¢Ges na terra para o
cultivo, em diferentes regides do mundo.

Para os dados da América do Sul e Central, a janela foi igual a 1,375 e para Sul e Sudeste da

Asia igual a 1,858. Assim temos que o teste TN , dada a amostra, ficou em 101315 e o ponto

critico dado pelo quantil de 95% das 200 reamostras bootstrap ficou em TN*[O,95] =0,42%Z Logo

rejeitamos a hipdtese nula e dizemos que as duas regides possuem comportamentos

diferentes.
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Figura 6: Fluxo liquido total de carbono na atmosfera, derivada das alteragbes na terra para o
cultivo, nas regides da América do Sul e Central e do Sul e Sudeste da Asia.

Como ha um aumento subito, a partir de 1960, do fluxo liquido de carbono no Sul e Sudeste da
Asia, resolvemos refazer o teste de comparagdo entre as regides Sul e Sudeste da Asia com a

Ameérica do Sul e Central, porém entre os anos de 1850 a 1960. Na Figura 7 temos a regressao

para essas duas regides. O valor da estatistica de teste T, igual a 466761,2 e Trz[o,gs] =0,432

Logo rejeitamos a hipdtese nula e dizemos que ha diferenca entre as duas funcdes de
regressao, ou seja, o fluxo liquido de carbono entre os anos de 1850 e 1960 para a América do

Sul e Central é diferente da regido Sul e Sudeste da Asia.
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Figura 7: Fluxo liquido total de carbono na atmosfera, derivada das altera¢des na terra para o

cultivo, nas regides da América do Sul e Central e do Sul e Sudeste da Asia até 1960.
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7. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho avaliamos uma proposta para analise de covaridncia envolvendo métodos nao-
paramétricos. Vimos que a sua generaliza¢do é natural, vinda do procedimento paramétrico. A

convergéncia assintética da estatistica envolvida para uma distribuicdo normal é lenta, porém

as constantes C e 72, da distribuicdo assintdtica, dependem somente da fungso ntcleo K.
Vimos também que o método “wild bootstrap” melhora o desempenho do teste estatistico,

corrigindo esse problema.

Em Munk, Neumeyer e Scholz (2006), é mostrada a influéncia da janela no nivel e poder da
estatistica de teste T . Para o nivel ha pouca alteragdo, porém para o poder, percebe-se uma

reducdo dos valores, quando aumentamos o valor da janela. Logo concluimos que a escolha da
janela é de fundamental importancia para se obter uma boa decisdo no teste e que tanto o
método 1 (Ruppert, Sheather e Wand, 1995) quanto o método 2 (Fan e Gijbels, 1995) sdo

muito bons.

Contudo salientamos que o método 1 é mais rapido que o método 2, pois ndo envolve a
minimizacdo de uma fun¢do. Mas, apesar de ndo termos simulado para erros ndo

homogéneos, sabemos que o método 1 ndo garante sua boa aplicagdo nestes casos. Ruppert,
b

Sheather e Wand (1995) propdem a substituicio do termo o”(b—a) por I v(X)dx, onde
a

V(X) seria estimado por V([JA), dada a janela A. Neste caso usariamos o nucleo-estimador
para encontrar V([J1) e a mesma regra para encontrar a estimativa de A, . Outro ponto a

ser levado em consideracdo € que o método 1 ja possui a sua implementacdo no programa R®,

versdo gratuita do S-plus®.

Na parte das simulagBes, comparamos a estatistica Ty, com o teste de Hall e Hart (1990), e

observamos que o seu desempenho é melhor quando temos amostras de tamanhos maiores e

também maiores diferencas entre as funcdes. Ainda verificamos que o nivel do teste ficou

proximo do valor fixado, o que também foi observado para o teste S, . Mas salientamos que o
teste boostrap S, limita-se ao seu uso caso tenhamos amostras de mesmo tamanho e da
seguinte forma {(Xi,Yi,Zi),lSi sn}. Contudo no procedimento de Munk, Neumeyer e

Scholz (2006), ndo ha essa limitacdo na forma do conjunto amostral e também pode ser

aplicado quando temos amostras de tamanhos diferentes.
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Percebemos ainda que o nivel da estatistica de teste TN é bom, mesmo quando temos

amostras de tamanhos diferentes, o que ndo é possivel de se obter com a estatistica ;. Ja

em relacdo ao poder do teste, obtivemos valores muito bons, sendo que ja com amostras de

tamanho N =50, o poder ja estava préximo de um em todos os modelos avaliados.

Para projetos no futuro, mais estudos envolvendo simulagGes para o poder e o nivel do teste
aqui apresentado, como para amostras de tamanhos diferentes e erros ndo homogéneos.
Avaliaremos situacdes diferentes para as funcbes de regressdao, onde os erros poderdao ser
correlacionados. Aplicar novos métodos para a estimacdo da fung¢do varidncia, pois com isso
podemos ter melhores resultados para a estatistica de teste em modelos com alta

heterocedasticidade.
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