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1. Introducao

Os principios basicos do seguro prevéem a adequacdo da base financeira da
entidade seguradora visando alocar recursos de forma eficiente para honrar suas
obrigacdes. A natureza do seguro é caracterizada por essa gestdo de recursos que busca a
formagao de um fundo garantidor de pagamentos de indeniza¢des ocorridos durante um

periodo de tempo (Souza, 2002).

Os riscos atuantes nesse processo estdo relacionados a dreas atuariais, financeiras,
estatisticas, entre outras. Deve-se buscar a equivaléncia dos direitos e obrigacées em todo
o tempo descrito nesse processo. Para isso, de um lado ha as contribui¢cdes e o capital
inicial da entidade e de outro o pagamento de todas as indenizacdes com seus respectivos

valores.

A capacidade da entidade em permanecer apta a efetuar os pagamentos
caracteriza a solvéncia dessa entidade. Isto é, ela serd solvente se o fluxo de receita futuro

ultrapassar o fluxo de desembolsos futuros.

Existem diversas varidveis que influenciam a solvéncia de uma seguradora. O
numero e espalhamento dos sinistros no tempo, o valor da indenizagdo, o capital inicial e
o fluxo de prémios a serem arrecadados podem determinar como o caixa da entidade vai
se comportar durante o tempo em estudo. Procura-se com a maior probabilidade possivel

gue esse caixa permanec¢a maior do que zero até um tempo especifico t.

A ruina corresponde ao evento no qual o capital da entidade se torna menor que
zero em um certo tempo t. Quando isso ocorre, a seguradora ndo possuira recursos para
pagar as obrigacdes assumidas. Ou seja, seu caixa é negativo e a ocorréncia de um sinistro

trard seu endividamento (Dickson and Waters, 1992).

Nesta dissertacdo serd abordado com maior énfase o Modelo Classico, onde a

ocorréncia de sinistros é considerada como um processo de Poisson com intensidade
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constante e igual a A. Isso significa que o tempo entre ocorréncias segue uma distribui¢do

exponencial com média 1/ 1 .

A distribuicdo exponencial tem larga aplicagdo em varias areas. Enquanto
utilizamos a distribuicdo de Poisson para definir o nimero de ocorréncia em determinado
periodo, a distribuicdo exponencial calcula o tempo entre ocorréncias sucessivas. E
comumente usada para tempos entre chegadas a, por exemplo, cabines de peddgios.
Pode-se usar também esta distribuicdo para calcular probabilidades de falhas, quando do
estudo de confiabilidade; ou seja, o intervalo de tempo decorrido entre o instante em que
uma peca é sujeita a um esfor¢co mecanico e o instante em que ocorre uma falha (a

guebra da peca, por exemplo).

A distribuicdo exponencial possui a propriedade de falta de memdria. Isso significa
gue a probabilidade de que seja necessario esperar mais que s +t até que o evento
aconteca, dado que esse evento nao aconteceu antes do tempo s, é a mesma de que esse

evento ocorra depois do tempo t.

Como descrito acima, o Modelo Classico de risco de seguros utiliza a distribuicdo
exponencial para determinar o tempo de ocorréncia entre os sinistros. Devido a utilizagao
dessa distribuicdo, os tempos entre as ocorréncias dos sinistros tornam-se independentes.
Além dessa suposicdo, o modelo ainda assume independéncia entre os valores das

indenizagoes.

As suposi¢des acima se tornam invalidas quando lidamos com catastrofes naturais.
Nesse tipo de cenario, existe grande dependéncia do tempo entre sinistros e entre os
valores das indenizacdes. Isso acontece, por exemplo, quando um furacdo consegue
destruir casas durante seu percurso em terra. Se o furacdo for muito devastador, os danos
serdo bem maiores do que aqueles provocados por furacdes menos devastadores. E facil
perceber que os tempos entre ocorréncia sdo dependentes entre si, assim como o valor
das indenizacbes. Ainda podemos pensar sobre o cendrio em que ocorreu esse evento, 0

furacdo. Em regides muito povoadas os danos serdo bem maiores comparados com as



regidoes pouco povoadas. Assim, a localizacdo do evento e a configuracdo espacial sdo

fatores importantes que ndo sdo considerados no Modelo Cldssico.

1.1 Motivacgao e Objetivos

A motivacdo desse trabalho provém da possibilidade de existir algum evento que
desencadeie a ocorréncia de indenizagdes préoximos no espaco e tempo, podendo levar

uma seguradora a faléncia.

Diante das perspectivas de aumento de catastrofes naturais, resultantes das
mudancas climaticas, as seguradoras estdo conscientes de que, a longo prazo, terdo de
pagar mais por indenizagdes. Por isso, ja existem modelos alternativos de transferéncia de

risco para os mercados financeiros.

Um exemplo de catastrofe que causou sinistros seqiencialmente, com grande
prejuizo as companhias de seguros, ocorreu em 1997. A passagem do furacdo Andrew
devastou as ilhas Bahamas, o sul da Flérida e a Louisiana. As seguradoras do mundo

inteiro tiveram que pagar 17 bilhdes de ddlares.

Em 2001, segundo um estudo da seguradora alema Riick, as catastrofes naturais
provocaram prejuizos de 40 bilhdes de ddlares, o que significa um aumento de 20% em
relagdo ao ano anterior, embora estatisticamente o numero de catdstrofes tenha

diminuido de 850 para 700 casos.

Apds cada catastrofe, as pessoas estdo se conscientizando de que devem tomar
medidas que impegcam que seus impactos gerem perdas humanas, fisicas e financeiras
para a sociedade. Os terremotos, os furacdes, as inundacdes, as erupg¢des vulcanicas e
outras catastrofes naturais sdo uma parte inevitavel da vida. Isto ndo quer dizer que nao

possamos fazer nada para nos tornarmos menos vulneraveis.



Percebemos que a freqiiéncia dessas catastrofes tem aumentado, desencadeando
diversas perdas. Portanto, metodologias mais eficientes devem ser adotadas para que se

mitiguem os riscos.

E importante, neste contexto, o aprofundamento e a melhoria dos métodos que
considerem os riscos dependentes, ja que as ocorréncias de catdstrofes influenciam o

cenario de seguros (Albrecher, 1998).

Em certos estudos, é utilizada a modelagem de dependéncia entre o tempo de
espera de um sinistro e seu valor (ver, por exemplo, Albrecher and Teugels, 2006). Cai
(2002) estuda a probabilidade de ruina com taxas de prémios dependentes para modelos
de risco generalizados. Os pagamentos sdo considerados dependentes com uma estrutura
auto-regressiva. Para sua analise, Cai utilizou a Desigualdade de Lundberg para as
probabilidades de ruina a partir de técnicas de renovacdo recursiva. Miiller and
Pflug(2001) derivam a Desigualdade de Lundberg para probabilidades de ruina assintdticas
em casos de um processo com incrementos dependentes. Eles assumem que a funcdo

geral de probabilidade existe e que seu logaritmo converge.

Nosso objetivo é verificar o impacto do grau da dependéncia espacial dos sinistros
na probabilidade de ruina em trés modelos propostos assumindo diferentes distribuicdes
para o valor das indeniza¢Bes. Em particular, queremos avaliar o erro cometido no célculo

da probabilidade de ruina quando ignoramos a correlagdo espacial dos sinistros.
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2. Modelo Classico

2.1 Introducao

Os trabalhos de Filip Lundberg sobre a teoria do risco foram escritos em um
momento em que nenhuma teoria geral dos processos estocasticos existia e quando
métodos coletivos de resseguro, no presente sentido da palavra, eram totalmente
desconhecidos para as companhias de seguros. Em ambos os aspectos suas idéias eram
muito a frente do seu tempo, e suas obras merecem ser geralmente reconhecidas como

pioneiras e de fundamental importancia.

Em 1903, Lundberg terminou sua tese de doutorado de dificil compreensao para a
época, Approximations of the Probability Function/Reinsurance of Collective Risks. Este
trabalho introduziu o Processo de Poisson Composto e envolveu estudos utilizando o

Teorema Central do Limite.

Cramér desenvolveu as idéias de Lundberg sobre os riscos e as relacionou a
emergente teoria de processos estocdsticos. E nesta fase que foi introduzido o Modelo

Classico de Cramér-Lundberg ou Modelo Classico de risco coletivo. (Shiryaev ,1999).

O Modelo Classico foi mais tarde estendido para tornar mais flexiveis alguns dos
seus pressupostos. Na maioria dos casos em que é utilizado tem como objetivo calcular a

probabilidade de ruina.

2.2 Processo de Poisson

Um processo Estocastico é um processo cujo comportamento é ndo-
deterministico, no sentido em que cada estado desse processo ndo determina

completamente qual serd o seu estado seguinte. Isto significa que mesmo que a condicdo
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inicial seja conhecida, existem muitas possibilidades, sendo que alguns caminhos sdo mais

provdveis que outros.

Um processo de Poisson, segundo Wasan(1975) e Karlin & Taylor(1975), é um
processo estocastico em que eventos ocorrem continuamente e independentemente um
do outro. Muitos processos n3ao sao exatamente um processo de Poisson, mas se
assemelham o suficiente para que em certos tipos de andlise eles possam ser

considerados como tais.

O processo de Poisson é uma cole¢do {N(t)},., de varidveis aleatdrias, onde N(t) é

o numero de eventos que ocorreram até o tempo t (comecando do tempo 0). O nimero
de eventos entre o tempo a e o tempo b é dado como N(b)-N(a) e seguem uma

distribuicdo de Poisson. Cada realizagdo do processo {N(t)}é funcdo de saltos n3do

negativos. Diz-se um processo de Poisson de intensidade A se verifica as seguintes
condigOes:

o {N(t)}., tem incrementos estaciondrios e independentes. Diz-se ter incrementos
independentes se, para todos os inteiros t, <t <t, <..t , as varidveis aleatdrias
N(t,)—N(t,), N(t,)—N(t),N(t;)—N(t,),.... N(t,) = N(t,,) sdoindependentes.
Eles serdo estaciondrios se para qualquer s, N(t, +S)—N(t,) tem a mesma

distribuicdo de N(t, +s)— N(t,) para todo valor de t.
e Vt>0,N(t) ~ Poisson(At). Ou seja:

e M (A"

PIN® =k) = ===,

k=012,..

A variavel aleatéria N(t) tem valor esperado e variancia iguais a At e sua fungdo

geradora de momento é dada por:

My 1) )
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Calculando as trés sucessivas derivadas da funcdo geradora de momentos em
relacdo a r e avaliando essas derivadas no ponto r= 0, podemos encontrar os momentos

ordinarios em relagdo a origem de N(t). Desta forma, obtemos:

E(N(t)) =My (0) =4t
E(N(t)*) = MJ(0) = At +(t)
E(N(t)®) =M[,(0) = At + 3(At) + (At)

2.3 Processo de Poisson Composto

Um processo S(t) é chamado de Processo de Poisson Composto se:
N (t)

S(t)=Zxi

onde {N(t)}..,} € um processo de Poisson homogéneo e {X,}.,é uma varidvel aleatéria
continua positiva independente e identicamente distribuida e independente de {N(t)},., -

Sua func¢do geradora de momentos é dada por:

My (1) = E[EE™ N() ]

X

:ZE(erS“’|N(t):n )D(N(t):n):ZE eré k P(N(t)=n)

=> E(e"xle"xz B )D(N ==Y E@™fP(N@®) =n)
=5 My (1)"P(N(t) =n) = E(M (r)"© )= E[e" @)

=M N(t)(ln Ile (I’))

Substituindo a funcdo geradora de momentos de N(t) temos que:
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M s() (r) — ej’t(MX (r)fl)

Novamente, para encontrar os trés primeiros momentos, vamos calcular as trés
sucessivas derivadas da funcdo geradora de momentos em relagdo a r, e avalia-los no

ponto r= 0. Desta forma, obtemos:

E(S(1) = Mg, (0) = AE(X)

E(S(1)?2) = M, (0) = AE(X?) + (A)*E*(X)

E(S(t)*) =M, (0) = UE(X ) +3(At) E(X *)E(X) + (At E*(X)

2.4 Modelo Classico de Cramér-Lundberg

O Modelo Cl3ssico de risco coletivo em tempo continuo é um processo estocastico

{U (t),t > O} definido da seguinte forma e ilustrado na Figura 1:

U(t) =u+ct—S(t) 1

em que:
U(t) é a provisao de risco de uma carteira no instante t,
S(t) sdo as indeniza¢des agregadas ocorridas em (0,t],
ct é o volume de prémios recebidos em (0, t],

¢ é uma constante que representa o prémio por unidade de tempo e

14



u=U(0) é a provisdo inicial.

I
4
|

&

I

I

—_—
Figura 1 - O Processo Reserva de Risco

Esse modelo somente considera as indenizacdes e prémios, descartando assim
fatores tais como for¢a de juros na formagdo da provisdo e encargos de gestdo, entre

outros. Vamos agora declarar algumas hipdteses e definicdes (Ceteno, 2000):

N(t) é o nimero de indeniza¢des em (0,t]. E um Processo de Poisson com

intensidade 4 ;

N(t)
e S(t)= in ; {S(t),t > 0}é um processo de Poisson Composto. S(t)=0, se

i=1

N(t)=0;

o {X,}., é uma sequéncia de v.a’s iid e independentes de N(t), e

representam as indenizacdes particulares ou individuais;

e A funcdo de distribuicdo de X é P(x)=P(X<x) e a sua funcdo de densidade é

f(x). Em geral, consideramos P(0)=0;

e Supde-se a existéncia de p1=E(X);
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e Supde-se que C> Ap,, isto é, o prémio recebido em uma unidade de tempo

é superior as indenizacGes agregadas esperadas no mesmo periodo.

e Em grande parte dos resultados é necessdrio admitir a existéncia do

momento de ordem k, p«=E (X*) e, adicionalmente, da funcio geradora de

momentos de X, denotada por M (s) = E(e¥).

A soma agregada das indenizagdes {S(t),t > 0}tem a esperanca, a varidncia e a

funcdo geradora de momentos dadas por:

E(S(t)) = E(N)E(X) = Atp, 2
V(S(1)) = E(N)V(X) +V(N)E*(X) = At(p, — p,*) + Atp,” = Atp, 3
MS(t)(r) =M N [Iog(Mx (I‘)] 4

O Modelo Classico ndo leva em consideracdo alguns fatores associados com as
despesas administrativas, taxas de juros, inflagdo ou rendimentos provenientes de
investimentos. Ele utiliza os prémios arrecadados como unica forma de geracdo da

reserva da companhia de seguro e as indenizagdes como Unico fator de redugdo dessa
reserva. Com a condigdo C>Ap,, a companhia se assegura de que o valor pago pelo

prémio é superior ao valor esperado das indeniza¢des por unidade de tempo.

Entretanto, existe uma condi¢cdo no Modelo Classico:

i >0 tal que:

0= _1-0
Ap,
c=(1+6)1p,
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onde & é chamado de fator de carregamento.

3. Probabilidade de Ruina

3.1 Definicoes e propriedades

A probabilidade de ruina corresponde a probabilidade da seguradora tornar seu
capital negativo em algum momento condicionado a um capital inicial escolhido no inicio
do processo. Essa probabilidade pode ser calculada considerando-se que o momento de

ruina é um instante no intervalo (0,t], com t finito, ou entdo é um instante na semi-reta (O,

o).

Em nosso trabalho utilizaremos somente a probabilidade no intervalo (0, e<) dada
por:
w(Uu)=P(T <+0o|U(0)=u)=PU(({t)<0para algum t>0|U(0)=u) 5

onde T =inf{t>0 e U(t) >0} é a variavel aleatdria que representa o instante

em que a ruina ocorre dado o capital inicial u . A equagao 5 corresponde a probabilidade

de ruina (u) em um tempo indeterminado condicionada ao capital inicial.

Percebe-se que somente poderd ocorrer a ruina no momento de ocorréncia do
sinistro, pois sao somente nesses instantes que a reserva da seguradora decresce em

fungdo do pagamento de indenizagdes.

Como por suposigdoC > Ap, , entdo 0 <y (u) <1, caso contrario, w(u) =1, ou seja,

ruina é certa.

Facilmente compreende-se que w(u) >0 se u — .
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A partir dessas analises podemos seguir com as seguintes propriedades que relacionam

y(u) e y(u,t):
Considere O<u, <u, e O0<t, <t, <.
oy, )<yt
o yw(U,)<y(u,)
e y(ut)<yut,)<y(u)
e lim__ w(u,t)=w()

Veja as demonstracdes dessas propriedades em Dickson and Waters(1992).

3.2 Desigualdade de Lundberg e Coeficiente de Ajuste R

Em grande parte dos casos, nao é possivel conseguir uma expressao fechada para a
probabilidade da ruina. Devido a complexidade dos calculos, varios trabalhos foram feitos

em busca de estimativas para essa probabilidade.

Para amenizar essa complexidade, supondo que a distribuicdo das indenizacGes
seja exponencial, surgiu a aproximacdao denominada Desigualdade de Lundberg, muito
utilizada na literatura atuarial. Essa abordagem fornece uma cota ou limite superior para a

probabilidade de ruina w(u) assumindo a existéncia de um coeficiente de ajuste R. O

Coeficiente de ajuste serd a menor raiz da equacdo (Shiryaev,1996 e Ramsay,1992):

A+CR-AM (R) =0 6

O parametro A representa o numero médio de sinistros, ¢ € uma constante que

representa o prémio por unidade de tempo e M, (R) representa a Fungdo Geradora de

Momentos da variavel X avaliada em R.
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A equacdo 6 possui uma Unica raiz real positiva que satisfaz a igualdade,

independentemente da distribuicao de sinistro.

A Figura 2 apresenta um exemplo do coeficiente de ajuste com fator de
carregamento 8=0.1, 4 =200, e o valor das indeniza¢des individuais X tem distribuicdo
exponencial com parametro « =1/200. A partir dessa figura, podemos ver claramente as
duas raizes da equacdo, a primeira derivada positiva em torno do ponto zero e a

concavidade.

Coeficiente de Ajuste R
h(r) =+ cr—2aM(r)

05

03 04
\

02
I

01

-0.1 0.0

-0.2

T T T T \
0e+00 1e-04 2e-04 3e-04 4e-04 5e-04

Valoresder

Figura 2 - Coeficiente de Ajuste R

Dado o coeficiente de Ajuste R, o limite superior da ruina também chamado de

Desigualdade de Lundberg é dado por:
yw(u) < exp(-Ru) 7

onde u é a reserva inicial da seguradora, R é o coeficiente de ajuste.
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O parametro R s6 depende do processo de sinistros agregados e da taxa At, cujos

parametros correspondem ao processo de Poisson composto na soma dos sinistros.

Pela prépria equagdo 7 percebe-se que quanto maior o parametro R, menor se
torna a probabilidade de ruina. Esse comportamento era previsivel uma vez que a relagao

entre essas grandezas segue uma fun¢ao exponencial decrescente.

A Figura 3 mostra um grafico da cota superior da Desigualdade de Lundberg,
(representada pela linha pontilhada) e da probabilidade de ruina y (u) (representada pela
linha continua) com o capital inicial variando de 0 a 25 unidades monetarias. Este grafico
foi obtido considerando as indeniza¢des individuais seguindo uma distribuicdo

exponencial & =1/10 e fator de carregamento € =0.1.

Observe que com capital inicial proximo de zero, a probabilidade de ruina se
aproxima de um, ou seja, se torna bem mais provavel. Ao aumentar o capital inicial
percebe-se um decaimento na funcdo de probabilidade de ruina. Pela andlise do grafico,
também percebemos que a distribuicao de y (u) é muito préxima da cota exp (-Ru), e esta
proximidade absoluta aumenta com o aumento do capital inicial u. Podemos entdo dizer

que y (u) = exp (-Ru).

04
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00
|

T T T T
Q =1 10 15 20 25

Capital Inicial

Figura 3 - Probabilidade de ruina e Desigualdade de Lundberg
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Pode-se interpretar R como sendo uma mensuracao do risco. Assim, quanto maior
for R, menor se tornara a cota superior para y (u). Esperamos que y (u) decres¢a com o

aumento de R.

Para melhor andlise, veja a Figura 4. Nela, nds fixamos cinco valores para o
coeficiente de ajuste R e analisamos a o limite superior da probabilidade de ruina a partir
da variacao do capital inicial u. Nesse grafico ndo assumimos nenhuma distribuicao para
os tempos de ocorréncia dos sinistros e seus valores. Somente variamos o capital inicial e
o valor do coeficiente de ajuste e analisamos o ﬁomportamento da desigualdade de

Lundberg.

1.0

08

Exp(-RU)

05

04

Figura 4 - Desigualdade de Lundberg com diferentes Coeficientes
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3.3 Influéncia do capital inicial

Em todo o processo de ruina observa-se a influéncia do tempo de ocorréncia entre

sinistros. Existem cendrios que podem exemplificar sua importancia.

Podera existir um cenario cujo capital inicial de uma seguradora seja relativamente
razoavel, mas o tempo entre sinistros seja curto. Assim, mesmo com esse capital, a
seguradora ndo possuira tempo para arrecadar contribuicdes necessarias para pagar todas

as indenizacdes, podendo entrar em ruina.

Em contrapartida, poderemos estar em um cenario com baixo capital inicial, mas
com grande tempo entre indenizagGes. Nesse caso, essa seguradora podera ter tempo
suficiente para conseguir arrecadar as contribuicdes e pagar as indenizagdes, quando

€ssas ocorrerem.

J4 o capital inicial, pode ser de grande importancia em situa¢cbes em que
conhecemos “a priori” a distribuicdo dos tempos de ocorréncia de sinistros. Uma vez

conhecida essa distribuicdo podemos balancear o capital inicial e probabilidade de ruina.

A influéncia do capital inicial pode ser observada na Figura 5. As indenizacGes
individuais seguem uma distribuicdo exponencial com parametro « =1/200, fator de
carregamento & =0.1 e nimero médio de indenizagdes A =200. Quanto maior o capital
inicial menor a probabilidade de ruina, e quanto menor for o capital inicial maior é a

probabilidade de ocorrer a ruina.
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Probabilidade de Ruina
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Figura 5 - Probabilidade de ruina de acordo com o capital inicial

3.4 Influéncia do valor das indeniza¢des no coeficiente de ajuste

Estudamos anteriormente que o tempo entre ocorréncia dos sinistros e o capital
inicial de uma seguradora possuem grande importancia na possivel ocorréncia de ruina.

Vamos agora entender como o valor das indenizagdes pode afetar o processo de ruina.

E intuitivo pensar que quanto maiores sdo as indenizacdes, maior serd a
probabilidade de ruina. Pode ocorrer, em algum momento, um sinistro cuja indeniza¢ao
seja tdo alta que a seguradora ndo possua o capital necessario para cobri-lo. Temos uma

relacdo positiva entre o valor das indenizacdes e a probabilidade de ruina.

Iremos averiguar esse comportamento na Desigualdade de Lundberg supondo que

a distribuicdo do valor de indenizacGes é exponencial com parametro «. Isso foi feito
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devido a facilidade em se obter formulas fechadas para a probabilidade de ruina e para o
coeficiente de ajuste quando usamos a distribuicdo exponencial. Lembre-se que a

esperanca de uma distribuicdo exponencial « é o inverso desse parametro.

Resolvendo a equacdo 6, o coeficiente de ajuste R é dado a partir da equacao

abaixo:

R=a—-— 8
C

A constante c serd calculada a partir da relacao:
A
c=(1+9)— 9
a

Onde @ corresponde ao fator de carregamento e 4 é o numero médio de

indenizagoes.

Sejam os valores fixos:

e (0=0.1
e A1=200
e u=1000
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Figura 6 - Desigualdade de Lundberg variando valor médio do sinistro

A Figura 6 apresenta a seguinte relacdo: Quanto menor o valor de «, maior é valor
médio de indenizagdo e menor sera o coeficiente R. Consequentemente a cota superior
serd maior, obrigando a seguradora adotar um valor de capital inicial maior, pois a
probabilidade de ruina aumentou. Do mesmo modo temos que, ao aumentar o valor de «
, menor serd o valor médio de indenizacdo e o coeficiente aumentard tornando o valor da

desigualdade menor.

Resumindo, quanto maior o parametro o, maior o valor de R, e quanto menor
esse parametro, maior serd a probabilidade de entrar em ruina. Ou seja, como j3

esperado, o valor da indeniza¢do afetara a probabilidade de ocorrer ruina.
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3.5 Calculo da probabilidade de ruina

Nesta secdo, apresentamos uma equacdo para a probabilidade de ruina eventual.
A demonstragdo dessa férmula esta no apéndice desse trabalho. Fica claro que a equagao
da probabilidade de ruina eventual, apresentada adiante, ndo exige a existéncia do
coeficiente de ajustamento e por conseqliéncia ndo é necessario saber a funcdo geradora
de momento da func¢do de densidade das indenizagGes particulares

Para o cdlculo da probabilidade de ruina, deve-se encontrar uma equagdo geral
para w(u) assumindo que os sinistros agregados seguem um processo de Poisson
Composto. Podemos resolver essa equagdao em casos em que os valores dos sinistros
individuais seguem uma distribuicdo exponencial. A equacdo da probabilidade de ruina e

dada por:

L) 2 -2 0w - 0+ 2 - F, )]
u c C3 c

10

Esse tipo de equagdo é conhecido como uma equagdo integro-diferencial. Em

geral, é possivel encontrar uma solugdo explicita para a equagdo w(Uu) somente com

certas formas de F, (X).

A equacdo 10 pode ser calculada para a probabilidade da ruina no caso da

utilizacdo da distribuicdo exponencial. Desse modo, para os sinistros seguindo uma

o . o 1
distribuicao exponencial com média —, temos:
a

y@=Lel )

,  C>JE(X) 11
ca
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4. Aproximacao da Probabilidade de Ruina

Existem vdrias maneiras de se estimar a probabilidade de ruina em casos em que a
distribuicdo ndo seja exponencial. Nesse trabalho, estudaremos uma aproximagao

conhecida como Método de Vylder (veja De Vylder, 1978).

A idéia por trds do Método de Vylder é simples. Suponha um processo de risco

{U(t),t >0} em que nds desejamos calcular a probabilidade de ruina. No6s podemos
aproximar o processo de risco por um processo cldssico {U(t),t >0} que possui as seguintes

caracteristicas:
e U@M)=u+ct-S()

* UO=u
e O parametro de Poisson é 4
® O prémio por unidade de tempo é c

e Adistribuigdo do sinistro individual € F(x)=1-e®, x>0

Os novos parametros para a fungdo de y(u), desde que a distribuicdo do sinistro na

aproximacdo do risco seja exponencial com parametro &, sdo obtidos igualando os trés

primeiros momentos do processo que estamos interessados {U(t),t >0} com 0 processo

cldssico QU (t),t > 0}.

Supondo que X sdo os reclamos individuais com distribuicdo F(x), ¢ € o prémio

arrecadado por unidade de tempo e 1 é o niumero médio de sinistros tempo que:

Igualando os primeiros momentos:
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EU (1) = EU()
U+Gt—E(S(t)) =u+ct—E(S())
Et—@=ct—;ttE(X)

§-Z =c-E(X)

Qx> R

Ilgualando os segundos momentos e utilizando a demonstracdo da variancia de um

processo de risco temos que:

E[(G H-EU W) J= Elu-eumy]
V(S (t)~) =V (S(t))

Ilgualando os terceiros momentos:

Elw-edof|-eluw-evoy]
E[(u+€t—§(t)—(u+6t—E(§(t))3 —E[urct-s@)-(u+ct-ES®)]
—E[(ST O—-E@S (t))i ——E[s()-EE®)]

61

=3 =4Ps
Resolvendo o sistema obtemos:
2 - 3y 2 20y 2
&=3E(X3) /1=9E2(x3) F—cJE(X)+ 5 (X 3)/1
E(X?) 2E%(X?) 2E(X?)

Logo, a aproximacao da probabilidade de ruina é dada por:

Ca 12

O método De Vylder é conhecido por apresentar bons resultados quando se
conhece a fungdo geradora de momentos. Grandell (2000) analisou através de resultados

numeéricos alguns métodos simples de aproximacOes para a probabilidade de ruina
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eventual e verificou que a aproximacdo de De Vylder foi a que apresentou melhor
resultado.

No caso em que a distribuicdo dos sinistros é exponencial, é esperado que a
aproximacgdo de De Vylder apresente resultado exato. Entretanto, em casos em que a
distribuicdo ndo é exponencial, a aplicacdo desse método somente é possivel quando
existem os trés primeiros momentos.

Na dissertacdo de Lemos(2008), existe um estudo dessa aproximacdo variando a
distribuicdao das indenizag¢des individuais. Ela adota distribuicdes de caudas pesadas tais
como Pareto e Weibull. Essas ultimas ndo possuem funcdo geradora de momentos. Ela
também analisa outros dois métodos de aproximagdo. Ao comparar via simulacao as trés
aproximacoes, variando a distribuicdo do valor das indenizacdes, ndo foi observada

nenhuma distincdo na qualidade da estimacao.
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5. Metodologia Desenvolvida

5.1 Modelo 1

Considere a equagdo 1 de processo de reserva e da soma das indeniza¢des ja

descrito anteriormente:

U{t)=u+ct—S() e S(t)=N§(tfxi

i=1

onde S(t) é a soma agregada de indenizagGes, X;é o valor das indenizagdes
individuais, com distribuicdo F,(X) e considerados como varidveis aleatdrias

independentes. N(t) é um processo de Poisson com taxa A .

O Modelo Classico considera os valores das indenizagdes independentes, sendo
somados gradativamente de acordo com sua ocorréncia. Sabe-se que, na pratica, existe
dependéncia entre esses valores. Pense por exemplo em fazendas sendo afetadas por
uma geada. Nesse caso, a ocorréncia de tal evento pode ocasionar danos em mais de uma

apodlice, sendo estas dependentes.

E feita uma nova abordagem, considerando entdo, a ocorréncia de eventos e as
indeniza¢Oes causadas por cada evento. Ou seja, acontece um evento (catastrofe) que
gera varios sinistros, associados com vdrias apdlices, que recebem indeniza¢des. Para cada
evento considerado no processo, existira uma apdlice que receberd indenizacdo (a
primeira a contactar o seguro) e outras possiveis apodlices afetadas. Chamaremos de

eventos as catastrofes que causam danos as apdlices.
Assumimos que:

e N(t) é o nimero de indenizagdes até o tempo t, segundo o Modelo Classico, e 4

serd o nUmero médio de eventos até o tempo t.
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e N,(t) é o nimero de eventos até o tempo t, e 4, serd o nimero médio de eventos

até otempo t.
e N, é onumero de indeniza¢des associadas por evento, e 4, sera o numero médio

de indenizagdes afetadas por evento sem contar a primeira indenizagao.

Logo, o numero médio de indenizagbes total serd a soma das o nimero médio de

eventos multiplicado por um mais o nimero médio de indenizag¢des para cada evento.
A=40A+41,) 13

No processo de risco U (t), representaremos S(t) como o valor das indenizagGes
agregadas. Essa soma nao serd mais de sinistros individuais. Subdividiremos o processo

em N, (t) eventos. Para cada um, serd contabilizado o valor da indenizagdo da apdlice que

acionou a seguradora mais as indenizacoes das outras apélices afetadas pelo evento.

Este trabalho propde uma nova abordagem para o processo de risco da seguinte

forma:
Ny (t)
S =>Y, 14
i=1

N, (t) ~ Poisson(A,t)

15

onde X;, e X, sdoiid com distribuicdo F, (X).

N, ~ Poisson(4,)
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No modelo, o nimero de evento, N, (t), sera um Processo de Poisson e o nimero
N, de outras possiveis apdlices que sofreram danos decorrentes de algum evento tera

distribuicdo de Poisson.

A varidvel Y, representa a perda total ocasionada pelo i-ésimo evento, sendo

decomposta no valor da indenizagdo da apdlice que acionou o seguro ( X;,) mais as somas

N,

das indenizacGes de possiveis apodlices afetadas (Z Xk ). A varidvel X representard o valor
k=1

das indenizag¢des individuais com distribuigdo F, (x)  iid e a varidvel N, representa a

distribuicao do numero de vizinhos associados por evento.

5.1.1 Agregacao das indenizac¢oes por evento

Esse modelo sugere que a entrada das indenizacGes seja feita em blocos, a partir
de ocorréncia do evento. Entdo, quando este ocorre, todas as apdlices afetadas receberado
suas respectivas indenizacdes sendo contabilizadas no processo. Somente na ocorréncia

do préximo evento é que havera a entrada de outras apdlices no processo.

Fixemos, por exemplo, o nimero médio de indenizagdes A=100. Se o numero
médio de evento for 4,=2, entdo, para cada evento teremos em média A,=49 outras

apolices afetadas, além daquela que acionou a seguradora. Assim, no total, teremos, em

média, as mesmas cem indenizacbes. Da mesma maneira, poderiamos ter um numero
médio de evento 4,=100 e o valor médio de outras apdlices afetadas 1,=0 além daquela

gue acionou a companhia, obtendo-se no final cem indeniza¢Ges. Este ultimo cenario é
idéntico ao Modelo Classico ja mencionado, pois as entradas das indeniza¢des sdo feitas

individualmente.

A explicacdo anterior introduziu a idéia de agregacdo das indenizacbes por evento.

Assim, com o nimero médio de indenizag¢des fixo, quanto menor o A,, maior é o nimero

32



de indeniza¢Ges resultantes por cada evento, ou seja, cada vez que ocorrer um evento,
muitas apdlices serdo afetadas. Em contrapartida, quanto maior o 4,, menor serd o

numero médio de indenizagGes por evento.

A Figura 7 e a Figura 8 apresentam as diferencas das agregacdes dos eventos.

Fixamos o niumero médio de indenizacdes A =100 e variamos o nimero médio de evento
de A,=4, na primeira figura, para 4,=11, na segunda figura. Observa-se que, ao aumentar
o parametro 4,, a configuragdo muda de agregada (com poucos eventos e concentragdo

de apdlice por evento) para uniforme (com mais evento e poucas apdlices por evento).

Apdlices afetadas por sinistro
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o
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Namero médio apdlices por
sinistro
(=
()]
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Sinistro ocorrendo no Tempo

Figura 7 - Visualizagdao do numero médio de apdlices por evento: A=100e ﬂ’l =4,
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Apodlices afetadas por sinistro
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Figura 8 - Visualizagao do numero médio de apdlices por evento: A=100e /11 =11.

5.2 Modelo 2

Imagine que ocorreu uma geada em um lugar no campo. Nesse modelo também
assumimos que hd uma fazenda que acionard o seguro para receber sua indenizacdo e
gue, junto a essa primeira fazenda, outras fazendas também receberao suas respectivas
indeniza¢des. E intuitivo pensar que fazendas mais préximas do local onde ocorreu a
geada sofrerdo danos maiores comparados com aqueles em fazendas mais distantes.
Assim, o valor da indenizacdo esta relacionado com a distancia relativa da fazenda ao local

da geada.

Essa nova abordagem nos conduzird a um modelo com estrutura de dependéncia
entre valores de indenizacdes. Tal dependéncia pode ser considerada espacial, ja que

apolices vizinhas terdo valores de indenizagGes correlacionados.
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Veja as seguintes definicoes :
Ut)=u+ct—S{t) ,t>0

Ny (t)

S(t) = ZYi
N, (t) ~ Poisson(At)

Assim como no Modelo Classico, U(t) representa o processo de reserva, S(t) a soma

agregada de indenizagdes e N, (t) o nimero de evento até o tempo t. A varidvel Y,

corresponde a soma de indenizagdes do i-ésimo evento e serd definida como:
NZ

Y, =X, +ink , onde
k=1

N, ~ Poisson(4,)
A=401+2,)
X,, com distribuigdo F, (X)

Xi | Xio iid com distribuicdo F, |, (x).

O parametro A é definido como nimero médio de indeniza¢bes até o tempo t.

O ponto chave desse novo modelo é a distribuigdo da variavel X, | X,,. Em cada

analise, iremos escolher diferentes distribuicGes para essa variavel.

Observe que ao ocorrer a i-ésima geada (evento), uma primeira apdlice aciona o

seguro e recebe sua indenizagdo denotada por X;,. As demais apolices afetadas terdo suas

indenizac¢Oes parecidas com a primeira apodlice dado que sofreram do mesmo evento. Por
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esse motivo, condicionamos o valor dessas demais apolices ao valor da primeira, sendo

que, em média, serdo parecidas.

Utilizaremos também um novo parametro p(S, ) que afeta o valor indenizagbes

vizinhas de acordo com a distancia que as apdlices estdo do centro do evento. Esse
parametro acrescenta no modelo a idéia de que, quanto mais afastada a fazenda esta do
local onde ocorreu a geada, menores serdo os danos e, conseqiientemente, menor o valor
de sua indenizagdo. Vamos assumir que a primeira apodlice que acionou o seguro estd

localizada no centro da geada.

Seja 0< p(s; ) <le s, adistancia da fazenda ao centro da geada. Quanto maior
a distancias, ,mais p(S,)se aproximard de zero e consequentemente o valor da
indenizagdo serd em média proxima de zero. Em contra partida, quanto menor for s, ,
(S, ) serd proximo de um e o valor da indenizagdo sera em média igual a indenizagdo da

primeira apolice que acionou o seguro.

Adotamos um modelo simples em que as fazendas estao equiespacadas a partir do
centro do evento. Isto implica que S;, =K. Além disso, assumimos que p(S; ) = pok , onde

0<p, <1.

A Figura 9 apresenta o comportamento do p(S; ) :

P(Si)|

Figura 9 - Comportamento do ,O(Sik)
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O parametro p, corresponde a correlagdo espacial entre as apdlices que varia de

acordo com a configuracdo espacial do cenario em estudo. Pode-se esperar uma
correlagao alta quando existe um aglomerado de fazendas, e uma correlagdo baixa se elas

se encontram espagadas.

5.2.1 Coeficiente de correlacao e as Indenizagdes vizinhas

Determinamos anteriormente o comportamento do p(S,) assumindo que as

apolices estdo equiespacadas a partir do centro do evento. Assim, o coeficiente de

correlagdo espacial p,vai nos dizer o quanto as apdlices sdo parecidas. Isso quer dizer que

se esse coeficiente for elevado, é provavel que dado o valor da primeira indenizacdo, sua
primeira vizinha terd um valor de indenizacdo parecido. A segunda vizinha tera a
indenizagdo um pouco menor que a primeira vizinha e a terceira vizinha com uma
indenizagdo um pouco menor que a vizinha anterior e assim por diante. Se o coeficiente
for pequeno, as indenizagdes serdao mais diferentes entre si, tendo um maior decaimento

de seu valor ao longo da vizinhanca.

Iremos estudar o comportamento das indenizagdes vizinhas variando o coeficiente

de correlagdo espacial e as distribui¢des utilizadas.

Utilizamos para o valor da primeira indenizacdo as seguintes distribuicdes e

parametros:
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X, ~ Exponencia I(LJ
200

X, ~ Pareto(4,200))
X, ~Weibull (0.9,200))

Dada a distribui¢do X, escolhida, nds variamos também a distribuicdo dos valores

das apdlices vizinhas da seguinte forma:

X | Xy ~ Exponencial(;J
P(Si)%,

X [ Xq ~ Pareto(4’p(sik)xo))
Xy [ Xo ~ Pareto(o'g’p(sik)xo))

Os demais parametros sao:

e 1=200
e (=0.1
e 1,=10
° /ll = A
@a+4,)
e c=(1+ 6’)i
a

e p,=0.9, p,=0.50u p,=0.1

Os graficos foram feitos via simulacdo. Primeiro simulamos o valor da indenizagdo

da primeira apolice X,de acordo com a distribuicdo escolhida. Utilizamos o valor
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simulado X, para gerar o valor das indenizagdes vizinhas. Isso foi feito porque esse

modelo assume que os valores das indenizagdes vizinhas sdao condicionados ao valor
da primeira indenizacdo. Nesse exemplo o numero de vizinhos foi fixado em A, =10,
para possibilitar a andlise do mesmo niumero de apdlices para todas as simulac¢des. Se
assumissemos esse valor como uma varidvel aleatéria, poderiam existir simulagdes

com zero vizinhos, impossibilitando a andlise dos valores das indenizagdes vizinhas.

Para cada cendrio, foram feitas 50 simulagdes. Cada simulagao foi considerada
como uma trajetéria que representa o comportamento das indenizacbes a partir de
um mesmo evento e do mesmo valor da primeira indenizagao (vizinho zero). Para

facilitar as analises, fixamos as escalas do eixo y para cada valor de p, utilizado.

Na Figura 10 consideramos a distribuicdo exponencial para a primeira indenizacgao.

Ao fixar o coeficiente de correlagdo espacial p, =0.9, podemos comparar o

comportamento de cada distribuicdo em um cendrio onde as apdlices sdo bastante
correlacionadas. A distribuicdo exponencial apresentou trajetdrias com maiores
variacbes em torno da primeira indenizacdo com varios picos. Esse comportamento
aparenta ser aleatério, ou seja, o valor da primeira indenizagdo nao influenciou o valor
das demais indeniza¢bes. Ndo se observou nenhum decaimento ao longo dos vizinhos.
A distribuicio de Pareto demonstrou menor variagdo em torno da primeira
observacdo, ou seja, dada a primeira indenizacdo, as seguintes sdo bastante parecidas.
Além da correlagdo observada, existe um pequeno decaimento dos valores ao longo
dos vizinhos e poucos picos. A distribuicdo Weibull apresentou menor variacdo entre
todas as distribuicdes. Como a distribuicao Pareto, os valores das indenizagdes vao

decaindo ao longo dos vizinhos, mas ndo apresentou picos.

A segunda coluna de graficos representa um cenario com baixa correlacdo espacial,
ou seja, as apodlices sdo pouco correlacionadas, Para isso adotamos um coeficiente de

correlagdo espacial p, =0.5. A distribuigdo exponencial demonstrou um caimento

entre os valores das indenizagdes com alguns picos nos primeiros vizinhos. O
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comportamento das distribuices de Pareto e Weibull é bastante parecido. Os graficos
apresentaram uma queda dos valores das indenizagdes com menores variagoes
comparadas a distribuicdo Exponencial. Devido a baixa correlacdo espacial, todas as

distribui¢cOes tiveram suas indenizagdes convergindo para zero.

Enfim, a terceira coluna representa um cenario onde as apdlices sdao bastante

diferentes entre si, ou seja, p, =0.1. Em todas as distribuicdes adotadas, existe um

forte decaimento ao longo das indenizagdes das apdlices vizinhas. Como observado

anteriormente, a distribuicao exponencial continuou apresentando alguns picos.
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Figura 10 - Trajetéria com X, ~ EXpOnenCial(zﬁiOJ .

Os resultados das trajetdrias das indenizagOes vizinhas utilizando duas outras
distribuicdes para o valor da primeira indenizacdo sao iguais ao apresentado na Figura 10.
Isso se deve ao fato de que somente foi gerado um valor para a primeira indenizagdo.
Mesmo utilizando a distribuicdo Pareto e Weibull, esse dunico valor simulado

provavelmente ndo seria muito diferente.
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5.3 Modelo 3

O terceiro modelo sugerido nesse trabalho é dado considerando o processo de

risco{U (t),t > O}:
Ut)=u+ct—S{t) ,t>0

Ny (t)

S(t) = ZYi

N, (t) ~ Poisson(At)

onde u é o capital inicial, ¢ é o prémio cobrado por unidade de tempo, S(t) é a
soma agregada de indenizagdes e N, (t) é o nimero de evento até o tempo t. A variavel Y,

corresponde a soma das indenizagdes do i-ésimo evento e serd definida por:

N2
Y, = X; + Y X, onde

k=1
N, ~ Poisson(4,)
A=400+A4,)

X, Tem distribuicdo F, (x)

Xi =pokx

0

0<p, <1

O parametro p,representa a correlagdo espacial do cenario. Os valores das

indenizac¢Oes das apdlices vizinhas irdo decair a partir da primeira apdlice pois a correlacao
é sempre menor que um. Quanto mais préximo de um a correlagao for, mais parecidos as
demais indenizacbes serdo do valor da primeira apdlice. Do mesmo modo, quando a

correlagao é proxima de zero, o valor das indeniza¢des vizinhas caird rapidamente.
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A Figura 11 mostra o comportamento do valor das indenizagdes X, :pokX

0

quando a primeira indenizagdo de X, =200 , o ndmero de vizinhos N, =10. Variamos o

valor da correlagdo espacial p, =0.4, p, =0.6e p, =0.8.

Indenizagées
100 150 200

50

Figura 11 - Decaimento das indenizag6es no Modelo 3 com diferentes correlagdes espaciais.

Modelo-3
- py=038
— pp=06
— po=04
I || || I. I. ‘I‘ ||. |.‘
T T T T
4 6 8 10

Apdlices Vizinhas

Nesse modelo nao precisamos definir a distribuicao das apédlices vizinhas, podendo

assim somente variar X, .
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6. Resultados

6.1 Parte 1: A Desigualdade de Lundberg e o Coeficiente de ajuste R

6.1.1 Modelo 1

Como ja apresentado, a desigualdade de Lundberg é dada por:
y(u) < exp(-Ru)

O parametro R é o coeficiente de ajuste encontrado resolvendo-se a equacdo 16.
Reparem que ela tem o mesmo formato do caso Classico, com pequenas modificacdes de

parametros.
A4 +CcR-A4M,(R)=0 16

O parametro 4, é o nimero médio de eventos, ¢ € uma constante que representa o
prémio por unidade de tempo e M, (R) representa a Fun¢do Geradora de Momentos da

variavel Y avaliada em R.

O interesse agora seria encontrar a nova funcdo geradora de momentos da variavel

Y em funcdo da funcdo geradora de momentos das indeniza¢des individuais X.

My (R) =M, (R).M N, (log(My (R))
M, (R) = M, (R).exp{4,.(e"*"*¥ ~1)}
My (R) = My (R).exp{4,.(M (R) -1)}

Para calculos posteriores, foi considerada a distribuicdo exponencial com
parametro « para as indenizagdes individuais Y. A fungdo geradora de momentos é dada

por:
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M, (R) = ail = .elz('“a?*_1j

Para encontrar R foi substituida a funcdo acima na equagdo 16:

/11+CR—2{ ¢ eﬂz["ﬂ*&qzo

a-R’

Definimos:
f(x) = xe”0?

Onde:

Sera feita a expansdo de Taylor de segunda ordem de f(x) avaliada no ponto X, =1
. Segundo Dickson and Waters (1992), R~0,02 é um valor inicial razoavel para o

coeficiente de ajuste em casos que se deseja fazer uma expansdo, o que implicaum X ~1.

Assim, as raizes sdo:

2
R":a—ﬁ(l—%j%+4ic\/ﬂf(2—/lzz)z+8ac/11/12(/12+2) 1

m ﬂl /122 1 1 2 242
R"=a-2t|1-22 |=_ = J12(2-4,%)? +8acA A, (4, + 2
L1 A2 4) +Back A, (4, +2)

A primeira raiz é trivial, a segunda é positiva e a terceira é negativa. Assim,

usaremos a segunda raiz encontrada pela expansao.
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6.1.1.1 Agregacdo das indenizacées por evento e a Desigualdade de Lundberg

O intuito desse estudo serd a andlise da influéncia da agregacao das indenizacdes

por evento na desigualdade de Lundberg.

Seja a desigualdade dada por:
y(u) < exp(-Ru)

Observa-se que o nivel da cota superior é afetado pelo valor de R, ou seja, quanto
menor o valor de coeficiente, maior sera a cota. Do mesmo modo que quanto maior o
coeficiente, menor se torna a cota. Isso implica que iremos avaliar o comportamento do
coeficiente de ajuste a partir da variacdo do nimero médio de eventos, fixando o niumero

médio de indenizacdes. A Figura 12 apresenta os resultados dessas variagoes.

Foi assumido que os eventos seguem um processo de Poisson com parametro A, e

o numero de indeniza¢Oes por evento segue uma distribuicdo de Poisson com parametro

A,.J4 o valor das indeniza¢bes seguira uma distribuicdo exponencial com parametro o e

um fator de carregamento &.

Adotaremos os seguintes valores:

a =1/200=0.005

e (=0.1
° ﬂzzi—l
4
° C=(1+9)i
o
e u=2000
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Figura 12 - Influéncia do nimero médio de eventos na Desigualdade de Lundberg.

Por termos fixado o numero total de indenizagdes A, ao diminuir o nimero de
eventos A4,, o numero de apdlices afetadas por cada evento aumenta de acordo com a
equacdo 11. Fixemos o numero médio de indenizacdes A =200 (curva preta). Ao diminuir
o numero médio de eventos A, de 100 para 50 o limite superior da probabilidade de ruina
aumente de 0.2 para 0.3. Pode-se observar o mesmo comportamento quando adotamos

diferentes valores de A.

Assim, dado um valor médio de indenizacbes fixo A, quanto menor o numero
médio de eventos A,, menor sera o valor do Coeficiente de Ajuste R, e,
consequentemente, maior o valor da cota superior. Isso caracteriza um aumento no risco

de ocorrer ruina, obrigando a seguradora a adotar um valor de capital inicial maior.

Outra maneira de interpretar esse resultado seria que, ao adotar esse método, a
seguradora estaria assumindo uma postura mais conservadora, no sentido de preferir um

capital inicial maior ao sugerido pelo Modelo Classico.
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6.1.1.2 O valor médio das indenizagées e a Desigualdade de Lundberg

O valor das indenizagbes individuais segue uma distribuicdo exponencial de
pardametro «. Ja foi estudado anteriormente que a probabilidade de uma seguradora

entrar em ruina aumenta com valores de indenizagdes altos. Os parametros utilizados

foram:

e 1=200

e (=0.1

o A, = i -1
ﬂ’l

e Cc=(1+6) 4

a
e u=2000

Essa segdo terd como objetivo avaliar a influéncia da variagao do parametro a na

cota superior de ruina.

A Figura 13 apresenta o resultado esperado.

Temos que, ao aumentar o pardmetro « (inverso do valor médio das
indenizacdes), o coeficiente R aumenta, reduzindo a cota superior. Isso significa que
guanto maior é o valor médio das indenizacdes, maior é a probabilidade de entrar em

ruina.
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Ao fixar um valor de «, observamos o mesmo comportamento descrito
anteriormente, ou seja, quanto maior é o numero de indenizagdes por evento, maior é a

probabilidade da seguradora entrar em ruina.
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Figura 13 - Influéncia do valor médio de indeniza¢des na Desigualdade de Lundberg.

6.1.2 Modelo 2

Para encontrar o coeficiente de ajuste R, é preciso resolver a equacgao abaixo:
A4 +cR-A4M,(R)=0

Lembremos que a variavel Y é definida como:

Yi =Xy +ink
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O parametro A, € o numero médio de eventos, ¢ € uma constante que representa o
prémio por unidade de tempo e M, (R) representa a Fun¢do Geradora de Momentos da

variavel Y avaliada em R.

Observe que a constante A, estd relacionado com o numero médio de evento A e

com o numero médio de indenizacdes 4 :
A=20+41,)

Somente por motivos de ilustragdo, adotaremos a distribuigdo da varidvel X, | X;,

dado como:
Xik | Xio ~ Normal(p(s; )Xo, £%io)
onde:

o2 t? B0 t2

g -~ Dot a
MXik‘Xi[) (t) =e#t'e 2 =ep(s )XO 'e 2 para t>0
A fungdo geradora de momentos da variavel Y é dada por:

M, (1) = Ex, {ENZ [Ev (ew | Xo. Nz)]}
= JZEY (etY | Xo=Xo, N, = n2)fx0 (Xo)-P(Nz = nz)-dxo

Xg N2

— o t'kz:‘ixlk f - d
—JZEY e e « (%).P(N, =n,).dx,

Xp N2

—E, M, ®M, (InM, ©)]=M, ®E, (M, (InM, @)

Dada a fungdo geradora de momentos da Varidvel X, | X,,, obtem-se, a partir de

calculos, a fungdo geradora de momentos da varidvel Y.

50



P,

(“Zp © )J \/ﬂ

M, () = “

P2
a—-t- tz p(s;
i=1

t*fh,
2

=1

Apds os cdlculos obtemos:

[ Zp(s)J +@ >t>%

A

onde,

1+Zp(8)

i=1

R'=0
) A (1“‘ ;p(si )] A (14' ; p(si )J o
Rl=-| —=+———= |+ || —— +
2c 2,/ 2c P Y
i 1
. i (]—4‘;,0(50] i (l+iz=1:p(5i)j ) o
|2 A, 1l 2¢ A, 2,

R

% (“Zp © )j

Assim como no Modelo 1, a primeira raiz é trivial, a segunda é positiva e a terceira

€ negativa. Usaremos a segunda raiz encontrada.

O Modelo 2 pode ser considerado semelhante ao Modelo 1, porém acrescido da

dependéncia espacial do valor das indenizagoes.

Essa dependéncia advém de uma

distribuicdo condicional do valor das indeniza¢des de apdlices que sofreram perdas de um

mesmo evento, dado uma primeira indenizacdo.
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6..1.2.1 Agregacdo das indenizagées por evento e a Desigualdade de Lundberg

Vamos agora avaliar o comportamento do coeficiente de ajuste a partir da variacdo
do numero médio de eventos fixando o numero médio de indenizagdes. A Figura 14

apresenta os resultados dessas variagdes.

Como no modelo anterior assumimos que os eventos seguem um processo de

Poisson com parametro A, e o numero de indenizagdes por evento segue uma
distribuicdo de Poisson com parametro A,. Ainda temos que o valor das indeniza¢des
seguira uma distribui¢do exponencial com parametro «, um fator de carregamento & e

um coeficiente de dependéncia espacial p,. Continuamos assumindo que a distribuicdo
condicional das indenizagdes das apdlices vizinhas é normal com média p(S, )X, e
variancia fX;, -

Adotaremos os seguintes valores:

e =1/200=0.005

e (=0.1
° ﬂzzi—l
ﬂ’l
. C:(1+6’)i
a
e p,=07
e u=200
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Figura 14 - Influéncia do nimero médio de eventos

O comportamento é o mesmo apresentado na andlise com o Modelo 1. Pode-se

observar que ao variarmos o valor de A, ocorrerd o mesmo efeito.

6.1.2.2 O valor médio de indenizacdes e a Desigualdade de Lundberg

E importante lembrar que o valor das indeniza¢es individuais segue uma
distribuicao exponencial de parametro « . Estudamos anteriormente que a probabilidade
de uma seguradora entrar em ruina aumenta com valores de indeniza¢des altos. Os

parametros utilizados foram:
e /1=200

e (¢=0.1
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e A =—-1
2 il
. C:(1+9)i
a
o p, =07
e u=200

A Figura 15 apresenta o resultado desse modelo.

Obtivemos as mesmas conclusdes que o método anterior. Ao aumentar o
parametro « (inverso do valor médio das indenizagdes), o coeficiente R aumenta,
reduzindo a cota superior. Assim, quanto maior é o valor médio das indenizacdes, maior é

o risco da seguradora entrar em ruina.

Fixando o valor de «, observamos que a probabilidade de entrar em ruina

aumenta com o decréscimo do nimero médio de evento 4, .
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Figura 15 - Influéncia do valor médio de indenizacdes na Desigualdade de Lundberg.
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6.1.2.3 Coeficiente de correlacdo espacial e a Desigualdade de Lundberg

O coeficiente de correlacdo espacial determinard o quanto as apdlices do cenario
estdo agregadas (correlacionadas). Como ja mencionado, coeficientes proximos de um
correspondem a distancias pequenas entre as localidades das apdlices. Esse coeficiente

serd menor se as apodlices se encontrarem afastadas.

Podemos observar na Figura 16 que quanto maior é o coeficiente, menor se tornard
o valor de R, caracterizando um cendrio com maior risco de ruina. Isso pode ser melhor
interpretado fazendo-se uma analogia com a situacdo em que se tem fazendas sendo
afetadas por uma geada. Nessa situacdo, as perdas ocorridas nas fazendas que se
localizam prdximas ao foco do evento terdo magnitudes elevadas e semelhantes entre si.
Em contrapartida, fazendas que se localizam mais afastadas do foco do evento terdo

perdas menores em fun¢do dessa distancia.

10
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Figura 16 - Influéncia do valor do coeficiente de correlagdo espacial
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6.1.3 Modelo Classico, Modelo 1 e Modelo 2

Iremos agora comparar o comportamento dos trés modelos fixando alguns

parametros.

e 1=200

e =01

o A, = A -1
A

e c=(1+6) 4

a
e p,=0.95

Para tal proposta, iremos variar o numero médio de eventos de 25 para 195. Esses
numeros foram escolhidos de forma possibilitar a andlise em dois cenarios bastante
diferentes. O primeiro apresenta poucos eventos, sendo que cada um afeta muitas
apolices. Ja o segundo cenario possui muitos eventos, mas cada qual causando poucas

indenizagOes.

As Figura 17 e Figura 18 apresentam grandes diferencas entre os trés modelos. O
Modelo Classico possui um nivel de cota superior menor do que os outros dois modelos.
Além disso, é possivel observar que o Modelo 1 é mais conservador, uma vez que possui

uma cota superior mais elevada.
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Figura 17 - Comparagao de Modelos com ﬂl =25.

Ao analisarmos as diferencas entre as duas figuras, observamos que ao aumentar o
numero médio de eventos, ou seja, aproximar os dois modelos para o Modelo Cl3ssico,

essas cotas se aproximam.
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Figura 18 - Comparac¢do de Modelos com 4, =195.

6.2 Parte2: Aproximacao da Probabilidade de Ruina

Essa secdao serd destinada a analise comparativa dos modelos propostos
anteriormente em relacdo a aproximacdo da probabilidade de ruina. Isso serd feito a
partir de suposicoes sobre a distribuicdo dos eventos, da distribuicdo do valor da primeira
indenizacdo e da distribuicdo da indenizacdo das apdlices vizinhas (distribuicdes
condicionais).Teremos no total cinco modelos incluindo o Modelo Classico. Os
parametros utilizados serdo escolhidos com base em artigos e livros que utilizaram

simulac¢Ges de ruina. Veja por exemplo Dickson and Waters(1992).

6.2.1 Momentos do Modelo 2
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Calculamos abaixo os trés primeiros momentos da variavel Y no Modelo 2. Para

facilitar a notagdo, X,, serd chamadode X, e X, sera chamadode X, .

Lembremos que Y é definido como:

N,
Y, =X, +ink , onde

k=1
N, ~ Poisson(4,)
A=401+2,)
X0 Tem distribuigdo F, (X)

Xi | Xjo S&oiid com distribuicdo F, . (X).

Seja a funcdo geradora de momentos de Y dada por:

M, (1) =E, {Ey,[E, [ X0, N, )|
= [ E (6™ 1Xo =%, N, =1, ), (%).P(N, =n,).dx,

Xo M2

n2

_ X, t'kz;;xlk f _
=[>E/|e%e « (%).P(N, =n,).dx,

Xo N2

—E, M, OM, (nM, ®))]=M, ®©E, M, (InM, ©®)

Para encontrar a aproximacdo da probabilidade da ruina, devemos encontrar os

trés primeiros momentos.

E(Y) = M/ (0) = E(Xy) + 4,.E(X,) .

E(Y?)=MJ(0) = E(X,") +2E(Xo) 4 E(X,) + LE(X,”) + 4, E*(X,) 18
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E(Y®) =MJ(0) = E(X,") +3E(X,")A,E(X,) +3E(X) AL, E(X, ") +3E(X) 4, E*(X,)
+ LE(X, %) +34,°E(X,)E(X,2) + 4, E(X, )

6.2.1 Momentos do Modelo 3
Temos no Modelo 3 que:
Ny
Y, =X, +ink , onde
k=1
N, ~ Poisson(4,)
A=240+21,)
X, Tem distribuicdo F, (x)
Xi = pokxo
0<p, <1

Podemos escrever da seguinte forma:

Y, =Xy + 0 Xo + 05 Ko+ Po Ko+t Py 2 Xy = Xo(1+,00 + +...+p0N2)

_ [1_poN2+lJ
AL
1-po

Os momentos serao:

E(XO) Np+iy | E(XO) Nay [
a-p; e, )]‘(1—/)0)[1_” Sl

=CO T
“aopy e

(1) = o2l 00 p,)

19
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E(X,")

Noy P E(on) N, 2 2N,
m{[l—E(po )] }_ - p,)? {]'_ZPOE(/)O )+ Py E(py )}

E(Y?) =

E(X,?) ) o E(X,%) D L 2k
= o 2 00 ) iV, 7D = 0 20 e

oy O o] E0L)

= = =3p,E(py ) +3p, E(py*) = Py E(py
1-p,)° (1—/00)3{1 PoE(py ) +3p,"E(py™*) = po E(py )}
= (E);O ))3 {1—3p0|v| v, (100 00) +3p,° M (log( p,")) — p,°M ,, (log( p,") _}
_ E(Xy)

2 3
— 3 {l_gpoeiz(Po—l) +3p02elz(/?o -1) _p03elz(,00 —1)}
A=)

6.2.3 Escolha das Distribuicoes

Modelo 1:

o X, eX, iidcom distribuigdo F, (X)=1-e* —->x>0.

Modelo 2.1:

o X, com distribuico Exponencial(e), Pareto(s,) ou Weibull (5, y)

o X, |X, iidcom distribui¢do Exponencial(

P(Si )%, j .

Modelo 2.2:

o X, com distribuicio Exponencial(a), Pareto(d, ) ou Weibull (5, %)

o X, |X, iidcom distribuicio Pareto(s, (s, )X, )

Modelo 2.3:

o X, com distribuicio Exponencial(c), Pareto(s, 7) ou Weibull (5, )
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o X, | X, iid com distribuigio Weibull (5, o(s, )X, ).

Modelo 3:
o X, com distribuico Exponencial(e), Pareto(s, ) ou Weibull (5, y)

Utilizamos as seguintes parametrizacdes das distribuicdes Pareto e Weibull

respectivamente:

o
Quando X é Pareto: f(X, 0, 7/): @;ﬂ Xy
X

-1 (x
Quando X é Weibull: f(x,5,7)=é(§) e [VJ ,X>0
Y\
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7. Analises

Nés podemos comparar o comportamento dos modelos fixando alguns

parametros. Seja A =200 ,6=0.1. Adicionalmente, seja 1, = /% -1,c=(@0+0) A .
. a

O valor da primeira indenizagao sera escolhido de uma das trés distribui¢des:
e X,~Exponencial(200)
e X,~Pareto(4,200)e
e X,~Weibull (0.9,200)
Escolhemos esses parametros de forma a aproximar os trés primeiros momentos

das distribuicdes.

Para o valor das indeniza¢Ges das apdlices vizinhas usamos as distribuicées:

e X, |X,~Exponencial _
P(Si )%

o X, |X,~Pareto(4, p(s,)%)e

o X, |X,~Weibull (0.9, p(s,)%,)

Nos variamos o nimero médio de eventos de A =25para 4 =195. A escolha
desse parametro permite a analise do comportamento dos modelos quando eles se
aproximam de um cenario cuja configuracdo é aquela prevista pelo Modelo Cldssico. O
primeiro apresenta poucos eventos, sendo que cada um afeta muitas apdlices. Ja o
segundo valor corresponde a ocorréncia de muitos eventos, mas cada qual causando
poucas indenizacdes.

Ainda sobre os parametros, variamos as correlagdes espaciais p, de 0.9 para 0.1 .
O primeiro valor implica em grande correlacdo espacial entre as apdlices podendo ser
identificada como um aglomerado no espaco. O segundo valor é bem mais baixo e
representa um cenario cuja correlacdo espacial entre as apdlices é fraca, ou seja, elas se

encontram espacadas.
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7.1 Primeira indenizacio : X, ~ Exponencial(a)

No Grafico-1 da Erro! Fonte de referéncia ndao encontrada. nés podemos ver uma
rande diferenca entre o Modelo 1, o Modelo 2.1, o Modelo 2.2, o Modelo 2.3 e o Modelo
3 em relagdo ao Modelo Classico que apresentou probabilidades bem inferiores. Esse

grafico tem alto valor de p, referente a um cenario cuja configuragao espacial implica em

apdlices muito préximas. Assim, na ocorréncia de um evento, facilmente esperariamos
muitas apodlices afetadas, ja que elas estdo muito proximas. Esse parametro poderia
justificar o fato de que alguns modelos apresentarem uma probabilidade de ruina maior

gue o Modelo Classico, pois esse ultimo ndo engloba em seu calculo a correlacdo espacial

entre as apolices.
Ruin Probability - Exponencial Ruin Probability - Exponencial
=25 ip=T on=0.9 Li=195 ;=003 2n=09
(=T a |
T —%— Classico - —&— Classico
—= Modelo-1 %= Modelo-1
\@\ —— Modelo-2.1:Exp(1 / {Bxy)) —— Modelo-2.1:Exp(1/(pxy))
© \\\%\ —— Modelo-2 2:Pareto(s, Bxg) o) —+— Maodelo-2 2-Pareto(s. pxg)
o \2\ Modelo-2.3:Weibull(8. fxg) (=T Modelo-2.3:Weibull(8, fxg)
\o ’wg —4— Modelo-3: Exponencial —&—  Modelo-3: Exponencial
e
o _| w _|
o o
= =
< | = |
o (=1
o | o
o o
= <
o (=1
T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 0 2000 4000 6000 8000
u u

Figura 19 - Compara¢ao de Modelos Exponenciais com correlagao espacial 0,=09 - Aproximacao da Probabilidade

de Ruina. Grafico- 1: Al =25 . Grafico- 2: },l =195.
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No primeiro grafico cada evento é considerado muito devastador, pois dado o

nimero médio de apdlices afetadas fixado em A , quanto menor o parametro A, (himero

médio de eventos), maior sera o parametro A,(numero médio de apdlices afetadas por

evento). Assim em casos de poucos eventos, mas de intensidade devastadora, o Modelo
Classico subestima o risco de uma seguradora entrar em ruina. No segundo gréfico da
Figura 19 forcamos uma configuracdo igual ao Modelo Classico. Isso significa que cada
evento afeta em média uma apdlice e essas sao consideradas ao longo do tempo uma por
uma (ndo em blocos). Podemos também pensar que agora os eventos sdo menos
devastadores, mas em contrapartida, o nimero de ocorréncias serd maior. Nessa
situacdo, percebemos que todos os modelos se aproximam da probabilidade de ruina
dada pelo Modelo Cldssico. Esse resultado mostra que em situagdes com muitos eventos,
mas com menor intensidade, o Modelo Classico apresenta o mesmo comportamento dos

outros modelos sugeridos.

No Gréfico-1 e Grafico-2 da Figura 22 trabalhamos com um cendrio com uma
configuracdo espacial contraria aos dois primeiros graficos. Nela as apdlices se encontram
distantes umas das outras. Quando ocorre um evento, espera-se que poucas apodlices
sejam afetadas devido a grande distancia entre elas. No Grafico-1 percebemos que
somente o Modelo 1 e o Modelo 2.1 se destacaram. Eles apresentam valores mais
elevados para a probabilidade de ruina. O Modelo 1 apresenta exatamente os mesmos
valores comparados ao Grafico-1, pois ele ndo leva em consideracao a correlagao espacial
do cenario. O Modelo 2.1 utiliza a distribuicdo exponencial para as indenizacbes dos
vizinhos com média igual ao valor da primeira indenizagdo no centro do evento. O
Modelo 2.2, o Modelo 2.3 e o Modelo 3 estdo um pouco acima da curva da probabilidade
do Modelo Classico. Podemos considerar que esses dois modelos sofrem maior influéncia
da configuracao espacial do que pelo comportamento dos eventos. No Grafico-2 da Figura
20 o comportamento de todos os modelos se aproxima ao do Modelo Classico. Assim,
guando temos um cenario com baixa correlacdo espacial e com eventos afetando poucas

apolices, todos os modelos sdo adequados.
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Ruin Probability - Exponencial Ruin Probability - Exponencial

iy=25 io=T pp=01 by =195 1,=0103 po=01
o | <
. —— C(lassico . —— Classico
—#— Modelo-1 —#= Modelo-1

4 —é— Modelo-2.1:Exp(1 / (Bxy)) —&— Modelo-2.1:Exp(1/(px))
w kS —+ Modelo-2.2:Pareto(s, pxa) ) —+ Modelo-2.2:Pareto(s. xg)
(=T 9‘\ Modelo-2.3:Weibull(s,pxg) (=T Modelo-2_3-Weibull(3, Bxg)

\‘%\ —&— Modelo-3: Exponencial —&—  Modelo-3: Exponencial
iy
g
© w
(=T (=T
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Figura 20 - Comparag¢ao de Modelos Exponenciais com correlagdao espacial p,=0.1- Aproximagao da Probabilidade

de Ruina. Grafico- 1: A, =25. Grafico- 2: A, =195 .

7.2 Primeira indenizacdo: X, ~ Pareto(5,y)

Na Figura 21 podemos observar o comportamento da probabilidade da ruina
variando o niumero médio de eventos quando a distribuicdo da primeira indenizacdo é
Pareto. Como no primeiro grafico da Figura 19, o Modelo 1, o Modelo 2.1, o Modelo 2.2, o
Modelo 2.3 e o Modelo 3 ficaram bastante acima do Modelo Classico. Esse é o cenario
com forte correlacdo espacial e grande aglomerac¢ao das indenizagcdes. No Grafico-2 as
curvas tiveram uma aproximacao significativa em direcdo ao Modelo Classico, mas ainda
se encontram em regides mais elevadas. Podemos pensar que, mesmo forcando as
indeniza¢Oes a chegarem individualmente no tempo (aumentando o nimero médio de
eventos e diminuindo o numero de vizinhos afetados por eventos), os modelos continuam

sendo influenciados pelo efeito da alta correlagdo espacial.
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Ruin Probability - Pareto Ruin Probability - Pareto
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Figura 21 - Comparagao de Modelos Pareto com correlagao espacial 0, =09 - Aproximacao da Probabilidade de

Ruina. Grafico- 1: /11 =25 . Grafico- 2: /11 =195 .

No Gréfico-1 da Figura 22, o Modelo 2.1, o Modelo 2.2 e o Modelo 2.3 tiveram um
decaimento em relagdo ao Grafico-1 da Figura 21. Como ja mencionado, o Modelo 1 n3o
sofre influéncia da correlacdo espacial. Ainda observamos que o Modelo 2.1 estd acima
dos outros modelos, que nesse grafico apresentam menores resultados. Esse é o mesmo
comportamento que ja observamos no Grafico-3 da Figura 20. O Modelo 2.1 é mais
afetado pela mudancga na configuracdo espacial do que pela severidade dos eventos. Ja os
modelos que assumem distribuicdo condicional Pareto ou Weibull e o Modelo 3
apresentam resultados muito semelhantes e sofrem maior influéncia do ndmero de
vizinhos do que pelo valor do coeficiente espacial. Por esse motivo eles tiveram uma
gueda em sua curva. No Grafico-2 os modelos coincidem e se aproximam da curva do
Modelo Classico. Eles ainda estdo em uma regido mais elevada, mas isso é devido a

utilizacdo da distribuicdo de Pareto para a primeira indenizacdo.
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Primeira indenizacio : X, ~Weibull (5,7)
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Na Figura 23 e Figura 24 adotamos que a distribuicdo da primeira indenizagao é

Weibull. Os resultados sdao bastante parecidos com aqueles obtidos quando usamos a

distribuicdo Pareto, principalmente quando analisamos o primeiro grafico.

No Grafico-1 da Figura 23 todos os modelos ficaram acima do Modelo Classico. No

Grafico-2 os modelos se tornam parecido e se aproximam um pouco do Modelo Classico,

ou seja, quando as indenizacGes acontecem individualmente, a probabilidade de ruina

diminui. As curvas dos modelos sugeridos nesse trabalho ainda estdo em uma regido mais

elevada, mas isso é devido a utilizacdo da distribuicdo de Weibull para a primeira

indenizacao.
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Somente no Grafico-1 da Figura 24 podemos reparar alguma diferenca em relagao a
utilizacao da distribuicdo Weibull. Observamos no cenario com baixa correlagdo espacial,
poucos eventos e com muitos vizinhos afetados por cada evento, o Modelo 2.1 estd acima
do Modelo 1. Os outros modelos obtiveram resultados menores e muito parecidos. O

Grafico-2 apresentou os mesmos resultados que o Grafico-2 da Figura 22.
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8. Conclusao

A ruina caracteriza a auséncia de capital de uma seguradora. Em algum momento,
finito ou ndo, a seguradora ndo tera capital suficiente para pagar todas as indenizagdes.
No Modelo Classico, as ocorréncias das indeniza¢des sdo independentes e identicamente
distribuidas. Assim como sua ocorréncia, seu valor também possui essas propriedades.

Todas as apdlices serao contabilizadas no instante em que sofreram os danos.

Sabe-se que as indeniza¢bes sdao causadas por diversos eventos. Assim, cada
evento afeta um determinado nimero de apdlices, tornando os valores das respectivas
indenizacdes interligados. A cada evento ocorrente serdo afetadas mais apdlices, e assim,
no decorrer do tempo, ainda teremos o mesmo numero de apélices consideradas no

Modelo Classico.

Todo modelo estatistico nada mais é do que uma representacdao da realidade.
Portanto, ao adotarmos um modelo para andlise de uma situacdo qualquer, devemos
estar cientes de suas limitacdes. Ao adotarmos dependéncia espacial para analise do
processo de ruina, procurou-se adicionar mais realidade ao Modelo Classico. No entanto,

de maneira alguma procurou-se esgotar com este trabalho a discussdo sobre o assunto.

No Modelo 1 sugerimos que as indenizacGes entrem em blocos. Cada bloco
corresponde a um evento, sendo que esses contem todas as apdlices que foram afetadas.
Assim, concluiu-se que as seguradoras devem ser mais conservadoras, adotando um
capital inicial maior que aquele sugerido pelo Modelo Classico. Nesse sentido, quanto
mais as indenizacdes forem agregadas (poucos eventos, mas cada um afetando muitas

apolices) maior serd a probabilidade de ruina.

No Modelo 2, fizemos uma adaptacdo do primeiro, acrescentando dependéncia
espacial. Assim, quanto mais préoximas do foco do evento estdo as apodlices afetadas,
maior sera seu valor de indenizacdo. Do mesmo modo, quanto mais distante, menores

serdo os danos causados pelo evento. Assim como no modelo anterior, obtivemos
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resultados que obrigam a seguradora a tomar medidas que previnam o risco de ruina.
Nesse caso, serd mais prudente adotar também um capital inicial maior que o sugerido

pelo Modelo Classico.

Concluimos que o Modelo Classico, ao ignorar a dependéncia entre os tempos de
ocorréncias entre os sinistros, a dependéncia dos valores das indenizagdes causadas por
um mesmo evento e o cendrio em que se encontram as apodlices, subestima o risco da

seguradora entrar em ruina.

Acreditamos que esse trabalho apresentou idéias e resultados importantes na area
de seguro, podendo ser de grande utilidade para companhias de seguros agricolas.

Esperamos que nosso trabalho ajude e inspire novos estudos sobre a Teoria da Ruina.
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9. Apéndice

Esse apéndice contem as principais demonstragdes do trabalho.

1. Um processo S(t) é chamado de Processo de Poisson Composto se:

N (1)

S(t)=Zxi

onde {N(t)}.,} € um processo de Poisson homogéneo e {X.}..,é uma variavel

aleatdria continua positiva independente e identicamente distribuida e independente de

IN®}eo-
e E(S(t))=E(N)E(X)=Atp,

Prova da esperanga:

i=1 k=1 i=1

E(S(t)) = E{E(ZN: X.| Nﬂ: 3 E[Zlexi IN :kJP(N :k):iE(Zk: XijP(N —K)

KE(X P(N =k) = E(X)ikP(N =k)=E(X)E(N) = pt

0
k=1

o V(S(t)=E(N)V(X)+V(N)E*(X)=t(p, - p.’) +tp,” = tp,
Prova da variancia:
V(S(1) = E(S(t)?) —E*(S(1))

Calculando E(S(t)?):
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E(S(t)z)zE{EK_N xxij |N}=iE (_N xxiJ |N=k}P(N =k)=iEKk xxij }P(N k)

=i{v[i xxij+ Ez(ixxij PN =k) = S KV(X)P(N =k) + 3 K2E2(X)P(N =K)

V(X)E(N)+ E(X)E(N?) = (p, — p>)At + p,> (At + 2*t?)

Substituindo na equac¢ao da variancia temos:

V(S(®) = E(S®)*) ~E*(S() = (p, — P)At+ " (At + 2't%) — p "4t = p,At

o Mgy (r)=M,[log(M, (r)]

Prova da func¢do geradora de momentos:

M (r) = EE€07) = E(e(x1+...+xN)r)= E[E(e<x1+...+xN)r IN = n)]= iE(e(X1+...+XN)r IN = n)D(N )

n=

- iE(e“l*---*Xn”)D(N =n)= iE(eX')nP(N =n)= iMX (r)"P(N =n) = ie”'Ong(’)P(N = n)

=0

= M, [log(M, ()]

o

>

2. O coeficiente de ajuste R é encontrado a partir da equagao:
A+cR-AM,(R)=0

O parametro A representa o nimero médio de sinistros, ¢ € uma constante que

representa o prémio por unidade de tempo e M, (R) representa a Fungdo Geradora de

Momentos da varidvel X avaliada em R.
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Essa equagcdo possui uma Unica raiz real positiva que satisfaz a igualdade,

independentemente da distribui¢ao de sinistro.
Prova:
Defina h(R) como:

h(R) = A+ CR—AM (R)

Temos h(0)=A4+¢c.0-AM (0)=0. Isso mostra que existe uma raiz trivial igual a zero.

Calculando a derivada encontramos:

h'(R)y=c-AM | (R)
h'(0)=c—-AM (0)=c—-AE(X)=c—Ap, >0

Provamos que h(R) é estritamente positiva no ponto zero, pois a derivada da funcdo

avaliada nesse ponto é positiva.
h"(R)=-AM(R) =—AE(X?e®) <0

Como a segunda derivada é negativa, a funcdao é concava tendo a segunda raiz positiva

em R.

3. A desigualdade de Lundberg é dada por:
y(u) < exp(-Ru)
onde u é a reserva inicial da seguradora, R é o coeficiente de ajuste.

O parametro R s6 depende do processo de sinistros agregados e da taxa At, cujos

parametros correspondem ao processo de Poisson composto na soma dos sinistros.
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Prova da Desigualdade de Lundberg:

Como ndés estamos trabalhando com tempo continuo e como a taxa de prémio
arrecadado é positiva, a ruina pode somente ocorrer no tempo de um sinistro. Vamos

definir w,(U) como a probabilidade de ruina antes ou até o n-ésimo sinistro. Entdo,

w(u)=Ilim_ _,_ . (). Precisamos mostrar que , (u)<exp(—Ru) vale para todos os

valores de n e vamos provar isso por inducao.

Vamos assumir que, para um valor particular valor de n>1, v (u) <exp(—Ru).
N6s podemos encontrar uma expressdo para y,,(U) considerando o tempo e o

montante do primeiro sinistro.

Suponha que o primeiro sinistro ocorra no tempo t>0, e que sua indenizagdo é x.

Temos entdo as seguintes possibilidades:
1- Ruina ocorreu no primeiro sinistro, ou seja, x > u+ct ou

2- Ruina ndo ocorreu no primeiro sinistro, assim o resultado da reserva de risco é
positiva dado por u+ct —x . A ruina ocorrera até os proximos n sinistros com

um novo capital inicial.

Desde que {N(t)},., seja um processo de Poisson, a distribuicdo do tempo do

primeiro sinistro (e também entres os sinistros) é exponencial com parametro 4.

Assim temos que:

+o0 +o0 +00 u+ct

Vo) = | ze-ﬂ[ | fx(x)dedH | le‘“[ [ £ 0w, (u+ct—x)dedt
0 u+ct 0 0

onde a primeira integral representa a probabilidade do primeiro sinistro ocorrer

até o tempo t, e que esse sinistro cause ruina. Note que temos usado o fato da

indenizacdo de qualquer sinistro ser independente do tempo em que o sinistro ocorre. A

segunda integral representa a probabilidade do primeiro sinistro ocorrer até o tempo t,
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dele ndo causar ruina e da ruina ocorrer a partir de uma reserva u+ct—x até os

proximos n sinistros.

Por suposigdo temos que y,(z) < exp(—Rz), assim:

400 oo +00 u+ct
v, (u) < j ﬂe“( j fX(x)dx]dt+ j ﬂe“( j fx(x)eR(“*“x)dedt
0 0

u+ct 0

Utilizando o fato de e ™" > 1 multiplicando esse fator dentro da primeira

integral e unindo as duas integrais temos que:

v, (u) < j ze-ﬂ‘(j fx(x)e‘R(“”“x)dx]dt =g R j xe-tmﬂ[ j eRXfx(x)dedt
0 0 0 0

Substituindo a equagao 4:

oay<e™ | ﬂe““m)[ [e™ (x)dxjdt —e ™| ze-t““”x“”[ [e™ (x)dxjdt
0 0 0 0

=g J'/le‘t”“"x ®M (Rydt=e™
0

Para completar a prova por inducdo, nés vamos agora mostrar que o resultado é

verdadeiro para n=1.

+00 +00

w,(u) =PU(T,) <0)=P(u+cT, - X, <0) = j j f.(t) f, (x)dtdx =T,1e-ﬁ( fo (x)dedt <

0 u+ct u+ct

< ze-ﬂ{ | e‘R(””“X)fX(x)dedts | ze-ﬂt[ | e‘R‘““t‘X’fX(x)dx]dt
0 0

0 u-+ct

—e™ | ﬂ,e“”‘c’[ [e™, (x)dxjdt
0 0
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Utilizando a mesma maneira e equagdo 4 temos que:

pi(u)y<e™ | /19“““)[ [e™ (x)dedt —e™ | ze-“wx“‘”( [e™f, (x)dx]dt
0 0 0 0

=e ™™ I/Ie“(wx ®M, (Rydt=e™
0

Isso completa a indugao.

4. A equagao da probabilidade de ruina é dada por:

w - i./,(u) _ij' f. (- x)dx+i[1— F, (W]
u c Cy Y

Prova da equagdo da probabilidade de ruina:

Antes de resolver o problema, vamos pensar em uma situacdao bem mais simples
idéia. Seja a equacdo para a probabilidade de ruina até o primeiro instante de tempo igual

a 1 dada por:

w,(U)=PU@®) =U +1].P(ruina com U +1|U@1)=U +1)
+P[U@) =U -1].P(ruina com U -1|U@1)=U -1))

A equacdo acima é conhecida como uma equacao diferencial. (GRIMMETT and

WELSH,1986).

Para o célculo de ruina iremos considerar o tempo como sendo dt no lugar de 1.
Assim, a reserva da seguradora dependerd do numero de sinistros que ocorrerem no

intervalo de tempo continuo [0,dt] e dos valores desses sinistros.

Os tempos nos quais os sinistros ocorrem segue um Processo Poisson com

parametro A.Dessa maneira, o niUmero de sinistros que ocorre no intervalo [0,dt] é:
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e 0 com probabilidade 1- Adt+o(dt) ou
e 1 com probabilidade Adt+ o(dt) ou

e 2 com probabilidade o(dt)

Sendo assim, se ndo existem sinistros em [0,dt], a reserva resultante é u + cdt (a
reserva inicial foi acrescida do valor do prémio recebido em [0,dt]). Porém, se um sinistro

ocorre, a reserva resultante é u + cdt — x, onde x é o valor da indenizacgao.

Se x<u+cdt, entdo a reserva da seguradora no tempo cdt é maior ou igual a zero.

A probabilidade de ruina para a reserva resultante é /(u+cdt — x) . Se, no entanto, x> u +

cdt, entdo a reserva cai para baixo de zero no tempo dt, e entdo a ruina ocorre no

primeiro sinistro. Condicionando o nimero de sinistros em [0,dt], nds temos que:

u-+cdt

w(u) = (1— Adt)y (u +cdt) + Adt j f. (X)w (U +cdt — x)dx + Adt[L - F, (u +cdt)]+o(dt)

NOs integramos 0 segundo termo na parte direita da igualdade no intervalo
[0,u+cdt] considerando todos os valores possiveis de x nesse intervalo. Para qualquer

valor de x, nos interpretamos Adtf, (X)y(u+cdt—x)dx como representando a

probabilidade de:

e Um sinistro em [0,dt],
e O valor daindenizagdo comeg¢ando em x

e Aruina ndo aconteceu dada a existéncia de um sinistro de valor x em [0,dt]

O terceiro termo representa a probabilidade de um sinistro ocorrer e do valor de

sua indenizacdo x ultrapassar u+cdt, isto é, causando a ruina.

Rearranjando a equacdo anterior temos que:

u-+cdt
y(u+cdt) -y ) _ %V/(U +cdt) _% -[ f, () (u+cdt — x)dx +%[1— Fy (u+cdt) ]+ Oé;jtt)
0

cdt
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Tirando o limite dos dois lados com cdt — 0 encontramos:

: Z(U) =Ly ) —if £ (0w (U - x)dx+ 21— Fy ()]
u C Co ¢

5. O coeficiente de ajuste R do Modelo 1 é dado por:

R'=0
2
R"=a_%(l_%]%u%\/ﬂf&—ﬂzz)z+8aCMz(/12+2)
2
Rmza_%(l_%)%_%c\/ﬂiqz—gzzy+8ac/11/12(/12+2)
Prova:

Para encontrar o coeficiente de ajuste do Modelo 1 devemos resolver a equagao:
A4 +CcR-A M, (R)=0
O parametro A, é o numero médio de eventos, ¢ € uma constante que representa o

prémio por unidade de tempo e M, (R) representa a Fungdo Geradora de Momentos da

variavel Y avaliada em R.

Para calculos posteriores, foi considerada a distribuicdo exponencial com
parametro « para as indenizagdes individuais Y. A fungdo geradora de momentos é dada

por:
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Para encontrar R foi substituida a funcdo acima na equacdao 16:

ﬁ,l+cR—/7{ 4 .eiz['oﬁ'?lj}zo

a—R

Definimos:
f(x) = xe”0?

Onde:

Sera feita a expansdo de Taylor de primeira ordem de f(x) avaliada no ponto X, =1
. Segundo Dickson and Waters (1992), R~0,02 é um valor inicial razodvel para o

coeficiente de ajuste em casos que se deseja fazer uma expansao, o que implica um X ~1.

f(X)= fQ+ f'Q(x-1)
f(x) =1+ @1+ 4,)(x-1)
f(x) = -4, +X(4, +1)

Substituindo x:

f( g jz—/12+( “ ](/12+1)
a—R a—R

Logo a equagdo para encontrar o coeficiente se torna:
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z,l+cR—ﬂ{—/12 +( ¢ j(,12+1)}=o
a-R

Jy+ R+ Ay, = 0 D)

a—-R
M +CRa+ Ay dya = AR —CR? = L, 4,R = ay (2, +1)
CR? ~R(ca 4 —A4,) =0

RZ_R(Q_MJZO
C

R:a_zi(zéu)

Aproximacado de Segunda Ordem:

FrO(x-1)?

2!
2,(2+ 2)(x 1)’
2

f (x) z1+(X—l)[(1+ 1)+ /12(2+/122)(x—1)}

F()~ FQ)+ F'Ox-1)+

f(X)=1+@1+4,)(x-1)+

Substituindo x:

zz(zmz)( “ -j
f( = )zl+( “R—lj 1+ 4,)+ @-R

a—R 2
Com a aproximacgdo de segunda ordem temos:

Para encontrar uma férmula fechada do coeficiente de ajuste R, resolveu-se a

equacao seguinte:
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2<2+zz)(
a
2

‘)
-R _0

A +CR-A, 14{ R—lj @a+4,)+

cR—/i{ R {l+/1 + 2(2+/12)—}=0
R R

R{C—L[1+/1 + 2(2 z)—}}zo
a-R R
R'=0

c—i 1+ 4, +/12 (2+/12)L =0
a-R 2 a-R

a-R R

:Ma—_Fz)|:1 ﬂ +_2(2+22)Li|
(a—R) R

c=—— 4 {1+/1 +/12 (2+/12)i}
2 a

c(@a-R)* =4 (a- R){1+/1 + 2(2+ﬂ)—R}
c(a—R)2:ﬂq(a—R)+/1221(a—R)+72(2+/12)/11R
c(a2—2aR+Rz)—ﬂ,la+ﬂ,lR—izlla+iz/llR—/1—22(2+12)11R:0

cR? +[— 2ac+ A, + A, 4 —%(2+ﬂz)ﬂqu+azc—ﬂqa—}Lz/Ila: 0

2cR? + (= 4ac+ 24, + 22,4, — A,(2+ A,)A, )R + 2a’c —24,a—24,4a=0

26R? + (- 4ac+ 4,(2— 4,%) R + 2a(ac - 2, — 2,4,) = 0
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_4ac-4(2-4))

R’ + 2 [Caac + 42— 2,7)) —16ac(ac — 4 — ihy)
4c 4c
2
R—a-211-2% |2 L 20 0% “gack (2 47) + 16ach L+ 4)
c 2 )2 4c
R PR F O Y Y, 7
Rl=a——|1-—— |-+ — 2—-4 +8acA, (4,”) +16acA A
1= D A @ 1)) Bac (1) + 16acad,
" ﬂ‘l 222 1 1 2 2\2
Ri—a-11-2%2 |21 2 (122212 +8aci A, (4, +2
1T o VA @2 47) +Bacd (4, +2)

2
Rw:a_ﬁ(]__%}%_%\//’llz(z—izz)z+8aCﬂlﬂ,2(/12+2)
C

6. Os trés primeiros momentos da variavel Y no Modelo 2 sao dados por:

E(Y)= M;(O) = E(xo)"’ﬂz-E(xk)
E(YZ) = M;'(O) = E(XOZ)+2E(XO)/12.E(XK)+12E(Xk2)+122E2(Xk)

E(Y®) =MJ(0) = E(X,") +3E(X,")A,E(X,) +3E(X) L, E(X, ") +3E(X) A, E*(X,)
+ L,E(X, )+ 34, E(X )E(X, ) + 4, E(X,”)

Prova do calculo dos trés primeiros momentos da varidvel Y:
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Para encontrar a aproximacao da probabilidade da ruina, devemos encontrar os trés

primeiros momentos.

Assim, primeiramente derivamos a fungao geradora de momentos trés vezes:

M, (t) =M, (t)E(eﬂe(Mxk «H))

M, (t) = Mxo(t)E(el i, 03)),, My, O E(e=Mx0D)

2

M ;’(t) =M )'20 (t)E(e/lz(Mxk (t)—l))+ M ;(O (t)% E(eiz(Mxk(t)—l))+ M ;(0 (t)i (eﬂ/z( i (1) 1))+ M . (t) d (e 1My (t)fl))

=M{ (t)E(eﬂz(Mxk(t)fl))JrZM 3 (t)% ( Ao (Mg (1) 1))+ M, (t)— E(ezz( Xk(t)—l))

M) =Mz OEE=MOY) 1 m (t)—E( 0000 oM (t)— Efe0= )1 2m ), (t) (et 00)

d 2
+ M ;0 (t)dt_Z E(elz(Mxk (I)—l))+ M %, (t)F E(eZZ(MXK (t)—l))

2 3
=M ;r(ro (t)E(elz(Mxk (t)—l))+ 3M ;0 (t)% E(e/lz(M XK (t)—l))+ 3M ;(0 (t):t_z E(elz(MXk(t)—l))_i_ M % (t) 31:_3 E(e/lz(M><k (t)—l))

Onde as derivadas da esperanca sdao dadas por:

%E(e 2 (M (1) 1) Jezz xe (t)-1) f (%) /—LZM;(k(t)E(eﬂz(MXk(t)—l))

i E(elz(llek (t),l)): A,M ;k (t)E(eﬂz(Mxk (t)fl))_i_ 2,M ;(k (t)% E(e/"LZ(MXk (t)—l))

dt?
=AM ;k (t)E(eﬁ-z(Mxk (t)—1))+ /122M ;(k ('[)2 E(elz(MXK (t)—l))
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d3

e E(e/lz(MXk (t)—l)) = L,MY ('[)E(eflz(MXk (t)—l))+ MY (t)% E(ezlz(MXk (t)—l))

+ 2222|\/| ;(k (M ;k (t)E(eﬂz(MXk(t)—l))_i_ /122M ;(k )? % E(eﬂZ(MXk (t)—l))

= 2,M% (t)E(e‘z(MXk “H))+ My (M, (t)E(eﬂz(MXK (t)—l))
+ e 2\ A= 4 g2 M ()
22,"My M (OE(=M=OM )1+ 2,°M; (t)*EleM«0
— ﬂ’ZM ;!k (t)E(eﬂz(Mxk(t)*l))_i_ 3&22M ;(k (t)M ;k (t)E(eiz(Mxk(t)*l))_i_ /123'\/' ;(k (t)3 E(elz(MXk(t)—l))

Substituindo t=0 encontramos:

E(Y) =M (0) = E(X,) +4,.E(X,)
E(Y?)=MJ(0) = E(X,) +2E(X() A4, E(X, ) + LE(X,*) + L,°E*(X,)

E(Y®) =MJ(0) = E(X,") +3E(X,*)4,E(X,) +3E(X)L,E(X,*) +3E(X) A, E*(X,)
+ 2,E(X, ) +32, E(X,)E(X, ") + 4, E(X,”)
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